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Рассматривается задача о разбиении п целых положительных чи­
сел на два таких подмножества, чтобы сумма чисел в «больше М» 
подмножестве была минимальна. Для решения этой задачи известен 
алгоритм загрузки предметов в ранец [2], который находит приближен­
ное решение с относительной погрешностью не более 1/7, используя 
0(п) шагов. В данной статье на основе частичного перебора разбиений 
и упомянутого выше алгоритма строится алгоритм Ет> ш = 0 ,1 ,2 , . . . , 
который находит приближенное решение за 0(2Тпп) шагов. Доказыва­
ется, что максимальная относительная погрешность rj(Em) этого ал­
горитма удовлетворяет неравенствам 

1 <:rj(Em)< l 

7 + З т " 'v п/ " 6 + 2 т 

1. Определения и обозначения 

Пусть дано п предметов, занумерованных числами из множества 
N — { 1 , 2 , . . . ,тг} и имеющих целые положительные веса w b w2, • • • , wn. 
Обозначим через W(S) суммарный вес предметов из подмножества 
S С N. Пусть множество N разбито на два подмножества N1 и N2. 
Весом такого разбиения назовем величину 

F(NUN2) = max{W(Nx), W(N2)}. 

Требуется найти такое разбиение множества N на подмножества 7V*, 
iV*, что 

F(N;,N;)= m\n F(NUN2). (i) 
/Vi,yv2 

Веса предметов считаем упорядоченными по невозрастанию, т . е. 

wx ^ w2 ^ . . . ^ wn. (2) 

*) Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда­
ментальных исследований (код проекта 96-01-01582). 
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Вектор весов / = (гуь . . . , wn) назовем входом задачи (1). Пусть А — не­
который алгоритм приближенного решения задачи (1), находящий раз­
биение Ni U N2 = N при входе I. Обозначив через F*(I) значение мини­
мума (1), введем погрешности 

h(A9I) = (F(NUN2) - F*{I))IF\I), 
r)(A) = suph(AJ)y 

J 

характеризующие точность алгоритма А при входе / и на всем множе­
стве входов. 

Одним из направлений исследования дискретных экстремальных за­
дач, в том числе и (1), является оценка максимальной погрешности ал­
горитмов. В [1] показано, что алгоритм (обозначим его через iif), пред­
ложенный Н. Кармаркаром и Р. Карпом для задачи (1) и названный 
разностным методом, имеет наихудшую погрешность т](К) = 1/6. В [2] 
рассмотрен алгоритм D, основанный на загрузке предметов в ранец вме­
стимости W(N)/2, и доказано, что этот алгоритм имеет несколько луч­
шую точность, чем А\ а именно r/(D) = 1/7. Цель настоящей работы — 
оценка точности алгоритма 2?т, га = 0 ,1 ,2 , . . . , построенного на частич­
ном переборе разбиений и алгоритме D. 

Возьмем список предметов R = { г ь . . . , гг} С N, где гх < г2 < . . . < 
V, и обозначим через D(R) процедуру, которая строит разбиение Nx U 
N2 — N путем загрузки предметов из списка R в ранец вместимости 
W(N)/2. Эта процедура включает следующие шаги. 

1. Полагаем L(R) = 0 , a = Ь = W(N)/2, j = 0, t = 1; здесь L(R) — 
формируемое подмножество предметов из Л, помещенных в ранец, a -— 
остаточная вместимость ранца, Ь — превышение объема ранца при за­
грузке в него предмета j,t — порядковый номер очередного предмета. 

2. Если wit ^ а, то полагаем L(R) = L(R) U {i*}, a — a — wit. Если 
wii > a и W{t — a ^ 6 , то полагаем j = i t , 6 = wt-t — a. 

3. Полагаем t — t + l ж при £ ̂  г повторяем шаг 2. 
4. Если a ^ 6, то полагаем Nx = i/(J?). В противном случае 

JV1 = ( I ( / J ) \ { i + l , . . . , n } ) U { j } -
Второе подмножество N2 = N \NX. Вес построенного разбиения 

JFCJVj, N2) = min{a, 6} + W(N)/2. 

В [2] изучался алгоритм JD = D(N). Мы рассматриваем обобщаю­
щий алгоритм 2?т, который, решая задачу (1), использует процедуры 
вида D(S U {га + 1 , . . . , п}) и выбирает разбиение Nx U iV2 = iV" с мини­
мальным весом F(Nl9N2) по всем подмножествам 5 С { 1 , . . . , га} П 7V". 
Здесь целое число га ^ 0 — параметр алгоритма, при этом Е0 — D(N). 
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Будем обозначать через (г, j) набор предметов {г, г + 1 , . . . , j } и через 
W(i,j) их суммарный вес. Множества предметов 

Я ( 5 ) = £ п £ ( 5 и ( т + 1 , п ) ) , 
Г(5) = ( т + 1, п> П L(S U ( т + 1, п » 

назовем головной и хвостовой частями загрузки ранца. Если JV* U JV£ = 
iV — наилучшее разбиение, то обозначаем 

5fc* = ( l ,m)nJV; , * = 1,2. 

Нетрудно видеть, что если h{Em,I) > О, то #(5£) = 5£, & = 1,2. 

2. Оценка точности алгоритма .Е т 

Следующие две леммы выясняют необходимые ниже свойства алго­
ритма Ет* 

Лемма 1. ЕСЛИ h(Em,I) > О, то число предметов n ^ m + 5. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПОЛОЖИМ d = W(N) - F*(J) и заметим, что 

W(N*k)e{d,F*(I)}, * = 1 , 2 . (3) 

При n ^ m алгоритм £„, строит точное решение задачи (1). Поэтому 
n ^ ra-fl. Пусть тп+1 6 iVj*. Из условия леммы и включения (3) следует, 
что Я(5*) = 5J и m + 1 е Т(5*), т. е. 

W(S*) + wm+1 < d. 

Поэтому N1 ф S\ U {m + 1} и найдется предмет г Е iV*, г > m + 1, такой, 
что 

Отсюда вытекает, что должен быть предмет j £ (т + 2, г) П T(S*) и, 
следовательно, 

Если N£ = 5* U {га + 1,г}, то с учетом последнего неравенства и соот­
ношения w;- ^ wt- получаем неравенство W(N*) < d, что невозможно. 
Следовательно, в множестве N* есть по крайней мере еще один предмет 
и 1^*1^1^1 + 3. ' 

Аналогично показывается, что |JV*| ^ |5*| + 2. Поэтому получаем 

n = |iV*| + |iV*| £ |S?| + 3 + |£*| + 2 = m + 5. 

Лемма 1 доказана. 
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Лемма 2. Пусть вход 1П — (u>i, ... , wn) удовлетворяет условиям 

h(Em,ln) >u>0, wn <$ 2(1 + u)F*{In) - W{N). 

Тогда при некотором j < n для входа Ij = (wx,... ,Wj) справедливы 
неравенства 

к(Ет,^)^Н(Ет,1п), (4) 
Wj> 2(1+ U)F*(IJ)-W(1J). (5) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ИЗ условий леммы следует, что n E T(S) при 
любом подмножестве S С (1,яг). Поэтому алгоритм Ет строит по вхо­
дам 1П и / n _i разбиения одного и того же веса F. С учетом очевидного 
неравенства F*(In) ^ F*(Jn_i) получаем 

F Р 

Поэтому (4) справедливо при j — п - 1. Если (5) не выполняется, то 
повторяем редукционный шаг, переходя от In_1 к /п_2, и так далее. Этот 
процесс должен завершиться выполнением (5) при некотором j ^ га + 5, 
что следует из леммы 1. Лемма 2 доказана. 

Основным результатом работы является следующая 

Теорема. Максимальная погрешность rj(Em) удовлетворяет нера­
венствам 

7 Т Т - < viErn) ^ -Г-7Г-- (6) 
7 + Зга 6 + 2га 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим вход / = ( г ^ ь . . . , wn) с числом 
предметов п = 2га + 6 и весами ть\ = 3 при % ^ 2га + 2 и wt; = 2 при 
г ^ 2га + 3. Алгоритм £ т строит разбиение множества 7V на подмноже­
ства Nx = (1,га + 2), N2 = N\Nt с весом F(NUN2) = 8 + Зга, в то время 
как наилучшее разбиение 

JV* = ( l , m + l ) U { n ~ l , n } , Л7* = N\Nf 

имеет вес F*(I) — 7 + Зга. Следовательно, 

F*(J) 7 +Зга ' 

т. е. нижняя оценка (6) верна. 
Перейдем к доказательству верхней оценки (6). Допустим, что она 

не выполняется. Тогда найдется вход / = ( г ^ , . . . , wn) такой, что 

h(EmjI)> 1/(6 + 2га). (7) 
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Для сокращения записи положим и = 1/(6 + 2га) и 

v = 2(1+ u)F(I)-W(N). 

В силу лемм 1 и 2 можно считать, что 

п ^ т + 5, wn > v. (8) 

Величина г; больше или равна uW(N), поскольку F*(I) ^ W(N)/2. 
Оставшаяся часть доказательства представлена тремя леммами, 

в которых выясняются свойства входа / при выполнении условий (7) 
и (8). 

Лемма 3. (а) При любом подмножестве S С (1, га) хвостовая часть 
T(S) загрузки ранца либо пуста, либо имеет вид 

T(S) = (m+l,q), (9) 

где q ^ га + 1. 
(Ь) Справедливы неравенства 

n>m+\T(S;)\ + \T(S;)\ + 2, (10) 
\T(Sl)\2 2, * = 1,2, (11) 

я, следовательно, п ^ га + 6. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположение wm+i > 2v ведет к противоре­

чию: 

W(N) ^ (га + l)wm + i + (n - га - l)wn > (га + l)2v + (га + 5 - га - 1)г? 
= (6 + 2m)v ^ (6 + 2га)иИ^(Л0 = VT(iV). 

Поэтому 
« W i < 2г>. (12) 

(a) Допустим, что T(S) ф 0, но (9) не выполняется. Это означает, 
что найдутся предметы г и j , m + 1 ^ г < j , такие, что г ^ Г(5) , j € Т(5) . 
Тогда 

Wi > Wj + v > 2v, 

что противоречит (12). Следовательно, (9) верно. 
(b) Положим tk = | Г ( ^ ) | , fc = 1,2. Если \N*k\ <С \S*k\+tk, то с учетом 

первого утверждения леммы и условий (2) получаем оценку 

W(N*k) < W ( ^ ) + W(T(S*k)) < (1 + u)F*(J) - vt 

невозможную для наилучшего разбиения. Следовательно, выполняются 
неравенства 

№>\s;\ + tk + i, k = i,2, 
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из которых сразу следует (10). 
Будем считать, что t1 ^ t2. Случай £i = 0, как легко видеть, 

невозможен. Пусть tx = 1. Покажем, что это предположение ведет 
к оценке wm+1 > 2г>, противоречащей условию (12). В силу (9) имеем 
T(Si) = {m + 1}, T(S%) = (m + 1, m + <2), а из (10) следует, что 

m + t2 ^ n — ti — 2 — n — 3. (13) 

Поэтому n ^ Г(5з)-и тем более n £ T(St). Следовательно, 

W(Sl) + u W l +Wn>(l + u)F*(I), (14) 
W(S*2) + W(m + 1 ,m + t2) + wn > (1 + u)F*(J). (15) 

Вычтем из обеих частей неравенства (15) величину W(N), После оче­
видных преобразований получаем 

W(Sl) + W(m + t2 + 1, n - 1) < (1 + u)F*{I) - v. 

Вычитая это неравенство из (14) и учитывая (13), приходим к оценке 

Wm+l > V + W(m + t2 + 1, П - 1) - Wn ^ V + Wn_2 + Wn_i - Wn > 2v, 

противоречащей неравенству (12). Следовательно, t1 ^ 2 ж (11) верно. 
Лемма 3 доказана. 

Лемма 4. Пусть подмножество S С (1,7тг) и предмет г € {1,т} 
таковы, что 

H(S) = S, 2 ^ \T(S)\ <: п - m - 2, w{ <: 2г>. 

Тогда 
1) есля i £ S, то 

H(SU{i}) = Su{i}, (16) 
| Г ( 5 и { | » | = | Г ( 5 ) | - 1 ; (17) 

2) есля г Е 5 , то 

Я ( 5 \ { г } ) = 5 \ { г } , (18) 
| Г ( 5 \ { | » | = |Г(,!?)Ц-1. (19) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 1. Положим р - \T(S)\ и q = \T(S U {i})\. По 
лемме 3 имеем T(S) = (m+ l,m + р) я T(S U {i}) = (m + l , m + ?)• Так 
как p ^ 2 и to,- ^ 2v < wm+i + wm+2, то ТУ(5 U {i}) ^ W(N)/2 и (16) 
верно. 
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Очевидно, р ^ q + 1. Допустим, что р ^ q + 2. Тогда из разности 
неравенств 

W(S U {г}) + W(m + 1, га + q) + wn > (1 + и)*1*(J), 
W(5) + W(m + 1,m + p) < (1 + ^)F*(1) - ^ 

получаем 

-шг- > v + W(m + q+l,m + p)-wn^v + wm+p„_i + wm+p - wn > 2v, 

что противоречит условию W{ ^ 2v. Следовательно, p — q + 1 и (17) 
верно. 

2. Равенство (18) сразу следует из условия H(S) = 5. Положим 
р = |Г(5) | и q = \T(S \ {i})\. По лемме 3 имеем T(S) = (га + 1, га + р) 
и Т(5\{г}) = (га+1,га+#). Очевидно, q ^ р+l. Допустим, что q ^ р+2. 
Тогда из разности неравенств 

W(S) + W(m + 1, га + р) + wn > (1 + t/)F*(/), 
W(5 \ {г}) + W(m + 1, m + q) < (1 + u)F*C0 - v 

получаем 

Wi > v + 1У(га + p + 1, m + g) - wn ^ г; + wm+g_i + wm+q - wn > 2v, 

что противоречит условию w{ ^ 2г>. Следовательно, g = p + 1 и (19) 
верно. Лемма 4 доказана. 

Пусть р ^ 0 — произвольное целое число. 

Лемма 5. Есля га ^ р, то число предметов 

п^ тп + р + 6. (20) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО проведем индукцией по параметру р. При р = 0 
оценка (20) содержится в лемме 3. Пусть утверждение верно при зна­
чениях параметра 0 , 1 , . . .р — 1. Рассмотрим случай, когда га ^ р ^ 1. 
В силу индуктивного предположения имеем п ^ га + р + 5. Допустим, 
что п = га + р + 5. 

Рассмотрим предмет g = га—р+1. Предположение wq > 2v приводит 
к противоречию, поскольку 

W(N) ^ qwq + (n- q)wn > 2qv + (n - q)v = (га + q)v 
= (m + p + 5 + m~p+l)v = (6 + 2m)v ^ (6 + 2m)uW{N) = W(JV). 

Следовательно, 
wg <$ 2v. (21) 
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Покажем, что из равенства n = га + р + 5 следует неравенство wq > 2v, 
противоречащее (21). 

Положим tk = \T(Sl)\, к — 1,2, и будем считать, что t, ^ t2. Тогда 
из (11) следует, что tx ^ 2, а согласно (10) имеем 

t1+t2^n~m-2 = p + S. (22) 

Введем множества Pfc = S% Г) {q,m}, к — 1,2. Возможны следующие 
случаи: 1) |Р2 | ^ ^ - 1; 2) \Р2\ < tx - 1. 

СЛУЧАЙ 1. Пусть |Р2 | ^ г̂ — 1. Выберем любое подмножество Q С Р2 
с числом элементов ^ — 1. Будем последовательно брать по одному эле­
менту из Q, присоединять их к множеству S{ и вычитать из S2. В ре­
зультате построим две совокупности предметов S\ — S^UQ^ S2 = S2\Q, 
а применение леммы 4 (выполнение ее условий гарантируется неравен­
ствами (21), (22) и t\ ^ 2) на каждом шаге описанного процесса приводит 
к соотношениям 

H(Sk) = Sk, к = 1,2, \T(S1)\ = l, \T{S2)\ = h+t2-l. 

В силу леммы 3 имеем T(Si) = {га + 1}, T(S2) — (m + 1, m + tx A- i2 — 1) 
и, поскольку из (22) 

га + tx + t2 - 1 ^ n - 3, 

предмет n не принадлежит T(52), тем более n ^ T(S1). Поэтому спра­
ведливы неравенства 

WiS,) + wm+1 + wn > (1 + ti)F*(J), (23) 
W(52) + W(T(S2)) + wn > (1 + t*)F*(J). (24) 

Вычтем из обеих частей неравенства (24) величину W(N). После оче­
видных преобразований получаем 

W(St) + W(m + tx + t2, n - 1) < (1 + u)F*(I) - v. 

Вычитая это неравенство из (23), приходим к оценке 

^m+l > V + W(m + tx + t2, П - 1) - Wn ^ V + Wn_2 + Wn_! - Wn > 2V, 

противоречащей неравенству (21). Следовательно, случай |Р2 | ^ <х — 1 
невозможен. 

СЛУЧАЙ 2. Пусть \Р2\ < tx — 1. Учитывая неравенство /х ^ р + 3 —£2, 
получаем 

| Л | = р - | Р 2 | > р - < 1 + 1 ^ * 2 - 2 , 
т. е. \Рг\ ^ t2 - 1. Выберем любое подмножество Q С Pi с t2 - 1 элемен­
тами и образуем множества Si = S*\Q, S2 = ££UQ. ^e же рассуждения, 
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что и выше, приводят к противоречию. Поэтому исходное предположе­
ние п — m + р + 5 неверно и должно быть п ^ m + p + 6. Таким образом, 
индукционный шаг и, следовательно, лемма 5 доказаны. 

Применяя лемму 5 при р = т , получаем п ^ 2га + б, что ведет 
к противоречию: 

W(N) J> nwn >nv^ (2га + 6)uW(N) = W(N). 

Следовательно, не существует входа / , удовлетворяющего условию (7). 
Поэтому справедлива верхняя оценка (6). Теорема доказана полностью. 

Нижнюю оценку (6) можно усилить при m = 2. Рассмотрим вход 
/ = ( tui , . . . , w7) с весами Wi = 7, w2 — w3 — 4, w4 = 3, w5 = гиб = ги7 = 2. 
Алгоритм £ 2 строит разбиение множества JV = (1,7) на подмножества 
Ni — {1,2}, N2 = (3,7) с весом F(N1,N2) = 13, в то время как наи­
лучшее разбиение Щ = {1,4,5}, ЛГ2* = N \N* имеет вес F*(7) = 12. 
Следовательно, rj(E2) ^ 1/12. 

В заключение выскажем гипотезу, что т](Е2) = 1/12 и т}(Ет) — 
1/(7 + Зга) при остальных т . 
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