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ЛЕКСИКОГРАФИЧЕСКИЕ ОПТИМУМЫ 
МНОГОКРИТЕРИАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ*) 

В. А. Емеличев, Э. Гирлих, О. А. Янушкевич 

Найдены достаточные, а также необходимые условия разрешимо­
сти проблемы поиска лексикографического множества векторной за­
дачи оптимизации в классе алгоритмов линейной свертки критериев. 

Введение 
Постановка многокритериальной (векторной) задачи оптимизации, 

которую будем обозначать через ( X , / ) , предполагает задание на мно­
жестве (допустимых) решений X векторного критерия 

/ = ( / ьЛ, . . . , /п ) , г д е Х - + К п , п ^ 2 , 
компоненты которого (частные критерии), не уменьшая общности, 
можно считать минимизируемыми: 

/ t ( x ) ^ m m , i£Nn = { l ,2 , . . . ,n} . 

Обычно под векторной задачей (X, / ) понимают задачу поиска од­
ного, нескольких (определенных) или всех элементов паретовского мно­
жества 

Р(Х, / ) = {х е X | Эх' € X такого, что / (х) > f(x') и f(x) ф / (* ' )} • 
Элементы этого множества называются эффективными решениями за­
дачи (X, / ) или решениями, оптимальными по Парето. 

Один из важнейших подходов к нахождению некоторых эффектив­
ных решений основан на использовании линейной свертки частных кри­
териев Л(х) , / 2 (х) , ...,/п(ж), сущность которого заключается в скаляри-
зации задачи (X, / ) и выражается в виде следующего вполне очевидного 
включения (см. [1, 10, 12, 16]): 

А(Х, / ) С Р(Х, / ) , 

*) Работа выполнена при финансовой поддержке Фонда фундаментальных ис­
следований Республики Беларусь, Международной Соровской программы 
образования в области точных наук, а также немецкого научного фонда 
DAAD. 

(с) 1997 Емеличев В. А., Гирлих Э., Янушкевич О. А. 
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где 

A(X,f)= (J Л(Х,/,А), 
леля 

Лп = < А Е Rn | ^ А,- = 1, А, > 0 при всех i e Nn > , 

Л(Х,/ ,А) = argmin^(x ,A) | х € X } , 
п 

Ф(а:, A) = A/(s) = £> / , (* ) 
% = 1 

— линейная свертка частных критериев, argmin{ } — множество всех 
оптимальных аргументов соответствующей задачи минимизации. 

Другими словами, для всякого вектора А 6 Лп оптимальное решение 
однокритериальной задачи минимизации функции 

Ф ( ж , А ) п р и х е Х (1) 

является оптимальным по Парето решением задачи ( X , / ) . 
Однако для некоторых многокритериальных задач существуют та­

кие элементы паретовского множества, которые не являются оптималь­
ными решениями задачи (1) минимизации линейной свертки ни при ка­
ком векторе А из множества Л„ (см., например, [1, 4, 5, 7, 9, 12, 17, 18]), 
т. е. эти элементы не удается найти с использованием никакой линей­
ной свертки критериев. Это обстоятельство (Л(Х, / ) ф Р ( Х , / ) ) дает 
основание говорить о неразрешимости в общем случае проблемы нахо­
ждения паретовского множества с помощью алгоритма линейной свертки 
критериев (JICK). Заметим, что при определенных свойствах частных 
критериев /,(ж), i 6 JVn, и множества X эта проблема становится разре­
шимой с помощью указанного алгоритма (теоремы Купманса и Карлина 
[1, 12, 20, 22]). 

Основной результат настоящей работы касается вопросов разреши­
мости с помощью алгоритма ЛСК проблемы нахождения лексикографи­
ческого множества L(X,f) векторной задачи ( X , / ) , являющегося под­
множеством паретовского множества P(X,f). Найдены необходимые 
(§1), а также достаточные (§2) условия такой разрешимости. В слу­
чае двух частных критериев указано необходимое и достаточное условие 
разрешимости (§3). 

§ 1. Необходимые условия 

Лексикографическое множество L(X,f) задачи (Xyf) (множество 
лексикографически оптимальных решений) определяется следующим 
образом (см. [1, 11, 12, 14]). 
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Пусть Sn — множество всех п\ перестановок чисел 1,2,...,п. Для 
каждой перестановки s = (si ,s2 , ...,sn) £ 5'n на множестве допустимых 
решений X введем бинарное отношение 

X ""Sj X , 

которое справедливо тогда и только тогда, когда выполняется одно из 
двух условий: 

1) /(*) = Я*'); 
2) существует j £ Nn такое, что для любого i £ Nj_i 

6gj(x,x') < 0 и 6ai(x,x') = О, 

где при всех i € Nn 

sfax') = №)-№'). 
Здесь и далее будем считать, что N0 = 0 (при j = 1). 

Для каждой перестановки 5 £ 5П введем множество 

L(X,f,s) = {х £ X | х -<, ж' при любом ж' £ X } . 

Тогда лексикографическое множество £(Х, / ) задачи (X, / ) задается ра­
венством 

L(XJ)= (J L(A\/,s). 

В дальнейшем, говоря о векторной задаче (А' , /) , будем предпола­
гать, что непустое множество допустимых решений X и векторный кри­
терий f(x) имеют хотя и произвольную природу, но устроены так, что 
лексикографическое множество L(X,f) непусто. В частности, напри­
мер, L(X,f) непусто, если множество векторных оценок Y — f{X) = 
{f(x) | х £ Л"} ограничено и замкнуто. 

Заметим, что в работах [8, 11, 15, 19, 23] были предложены алго­
ритмы нахождения одного из лексикографически оптимальных решений 
задачи (X, / ) при определенных предположениях о структуре множества 
решений X и свойствах векторного критерия f(x). 

Будем говорить, что векторная задача (X,f) нахождения лексико­
графического множества Ц Л \ / ) разрешима с помощью алгоритма ЛСК, 
если для любого х* £ L(X,f) существует Л £ Лп такое, что 

Ф(аЛА) = тт{Ф(а; ,А) | х £ X } , 

т. е. 
L(XJ)CA(XJ). 

Следующий пример показывает, что существуют векторные задачи, 
для которых такое включение не выполняется. 
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ПРИМЕР 1. Пусть п = 2, X = [О,1] = {х | О ^ х ^ 1}, 

/ i ( s ) = ж -» min, 

/2(z) = ( l - z ) 2 ^ i m n . 

Очевидно, что ж* = 1 принадлежит множеству L(X, / ) . Покажем, 
что ж* ^ Л ( Х , / ) . Предположим противное. Это означает существование 
такого вектора А = (А0,1 — А0) Е Л2, что при любом ж б Х 

Ф(**,А)<Ф(*,А), 
т. е. при любом х £ X 

А0 ^ А0ж + ( 1 - А 0 ) (1 -х) 2 . 
Тогда при каждом ж, 0 ^ х < 1, должны выполняться неравенства 

Однако это противоречит тому, что 1 — х —• 0 при ж —> 1. 
Перед формулировкой необходимых условий разрешимости задачи 

нахождения множества L(X, / ) в классе алгоритмов JICK приведем из­
вестный результат А. М. Джоффриона. 

Следуя [21] (см. также [12]), эффективное решение х* £ Р(Х, / ) 
назовем собственно эффективным, или оптимальным по Джоффриону, 
если существует число 0 > 0 такое, что для любых х£ X и i E JVn, для 
которых выполняется неравенство 

<$,(ж*,ж) > О, 
найдется такой индекс j £ Nn, что 

*/(ж,ж*) > О, 

<̂ (х,ж*) "• 
Напомним, что <5,-(ж*,а?) = /,(х*) — /,(ж). 

Множество всех собственно эффективных решений задачи (X, / ) бу­
дем обозначать через G(X, / ) . 

Теорема Джоффриона [21] (см. также [1, 12]). Для каждой век­
торной задачи (X, / ) справедливо включение 

A(XJ)CG(XJ). 
Следствие 1. Для того чтобы векторная задача (X, / ) нахождения 

лексикографического множества L(X, / ) была разрешима с помощью ал­
горитма ИСК, необходимо, чтобы всякое лексикографически оптималь­
ное решение этой задачи было оптимальным по Джоффриону, т. е. 
L(X,f)CG(X,f). 
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Рассмотрим пример, показывающий, что обратное утверждение, во­
обще говоря, неверно. 

ПРИМЕР 2. Пусть 

' •w-{- i , 
если х G [0,1], 
если х — 2; 

( -х, если х е [0,1], 
h{x) = | 

/зОО 1 о , 

1/2, если ж = 2; 
если ж £ [0,1], 

если ж = 2. 
Требуется минимизировать функцию 

f(x) = ( / i (x) , / 2(z) , / 3(z)) , где х € X = [0,1] U {2}. 

Легко проверить, что L(X,f) — {0,1,2} С G(X,f) (для любого х* £ 
{0,1,2} в качестве числа @ можно взять, например, 2). 

Покажем, что 0 ^ Л(Х, / ) . Предположим противное, т. е. суще­
ствует вектор А = (Ах, Л2, А3) £ Л3 такой, что 

Ф(0, А) ^ Ф(ж, А) при каждом х £ X. 

Тогда должны выполняться неравенства 

XiX — Х2х + Х3х2 ^ 0, если х £ (0,1], 

А2 ^ 2АХ (при х = 2), 
из которых следует противоречивое (ввиду Аг/Аз > 0) утверждение 

( (M lC^ /Ag j+oo ) . 

§ 2. Достаточные условия 
Для того чтобы сформулировать достаточные условия для разре­

шимости рассматриваемой задачи, несколько видоизменим определение 
оптимального по Джоффриону решения. 

Оптимальное по Джоффриону решение х* 6 Р ( Х , / ) назовем 
а-собственно эффективным, если существует число © > 0, удовлетво­
ряющее следующему условию: при любых х £ X и г, j £ Nn таких, что 

6{(Х*,Х) > 0, 

6j(x,x*) > 0, 

выполняется неравенство 

6j(x,x*) ^ 



8 В. А. Емеличев, Э. Гирлих, О. А. Янушкевич 

Множество всех а-собственно эффективных решений задачи (X, / ) будем 
обозначать через Ga(X, / ) . 

Легко видеть, что Ga(X,f) С G(X,f) для любой задачи (X,f). 
Для произвольного решения х £ X рассмотрим выпуклый конус 

К(х) — conv[/(z), 

где COTLYU(X) — выпуклая оболочка множества U(x), являющегося за­
мыканием в Rn множества лучей 

U(x) = {ay\aeR+, ye V(x)}, 

порожденных векторами 

у е v(x) = {f(x') - f(x) | x' e x} и R; . 
Пусть x* £ Z (X, / , s*), где s* — (1 ,2 , . . . ,n) . Тогда, очевидно, для 

любого ненулевого вектора у £ U(x*) существует j £ Nn такое, что при 
любом i £ Nj-i 

Vj > О и Vi = 0. (2) 

Легко также убедиться в справедливости следующего утверждения. 
Если х* £ Ga(X, / ) , то существует такое число 0* > 0, что для любых 
у £ Щх*) \ Щ и (г, j ) € J - (y) x J+(y) 

»i + 0*» i^O, (3) 

где 
J"(у) = {A: £ 7Vn | yk < 0}, J+(y) = {k £ Nn | yk > 0}. 

Лемма . Для каждого решения х* £ L(X,f) П GQ(X,f) выпуклый 
замкнутый конус К(х*) не содержит прямых (является острым). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть х* £ L(X, f)C)Ga(X, / ) . Не нарушая общ­
ности, будем считать, что х* £ L(J£,/, s*), где 5* = (1 ,2 , , . . ,п). Оче­
видно, для доказательства леммы достаточно показать, что для всякого 
ненулевого вектора у £ К(х*) справедливо (2). 

Вначале убедимся в справедливости (2) для любого ненулевого век­
тора у £ U(x*). Как отмечалось выше, (2) выполняется для любого 
ненулевого вектора у £ U(x*). 

Далее доказательство проведем методом от противного. Пусть су­
ществует такой ненулевой вектор у* £ U(x*)\ U(x*), что у* ~ а < 0, 
где / = min{i £ Nn | у? ф 0}. Так как вектор у* является пределом 
последовательности 

—•ос 
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то для любого числа 0 > 0 существует натуральное число £(0), удовле­
творяющее условиям 

у] ^ - при любом t > t(Q), (4) 

у\ < -хтг при всех i < I и t > t(Q). (5) 

Кроме этого, из (2) следует, что для любого t > t(Q) существует j(t) < I 
такое, что j(t) G J+(yi). Поэтому в силу конечности множества Nn из 
последовательности {у*} можно выбрать бесконечную подпоследователь­
ность {ytk} такую, что 

3j <i vtk> t(Q) (j e J+(ytk)). (6) 

С другой стороны, так как х* G G a(X, / ) , то существует такое число 
0* > 0, что справедливы неравенства (3). Поэтому ввиду (6) при любом 
tk > t(0*) и 0 = 0* справедливо неравенство 

2/?fc+0*yjfc^O. 

Отсюда и из (4) при любом tk > t(®*) следуют неравенства yjfc ^ 
- а / (20*) , противоречащие условию (5). 

Теперь покажем, что (2) выполняется для любого ненулевого век­
тора у G К(х*). Пусть ненулевой вектор у принадлежит конусу К(х*). 
Тогда с учетом выпуклости конуса К(х*), определения множества U(x*) 
и теоремы Каратеодори [3, 13] справедливо представление 

m 

у = ]Г^у \ где yk G U(x*), m^n + l. 
к = 1 

Поэтому по доказанному выше для любого числа к G Nm существует 
j(k) такое, что для любого г G Nj(kyi 

»*(*)> О, У* = 0. 

Отсюда получаем, что для любого г G iV/_x 

m 

Уз = £ » * > 0 ' у« = 0' 

где j = mm{j(k) | к G Nm}j т. е. для вектора у G К(х*) выполняется 
(2). 

Следовательно, в случае, когда ненулевой вектор у принадлежит ко­
нусу К(х*), вектор -у не принадлежит конусу К (ж*). Это означает, что 
конус К(х*-) не содержит прямых. Лемма доказана. 
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Теорема 1. Если лексикографически оптимальное решение задачи 
(X, / ) является a-собственно эффективным, то оно принадлежит множе­
ству Л ( Х , / ) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть х* £ L(X,f)nGa(X,f). Тогда согласно 
лемме замкнутый выпуклый конус К(х*) не содержит прямых. Поэтому 
точка О = (0 ,0 , . . . ,0) £ R n является крайней точкой конуса К(х*). 
Но никакая другая точка конуса не может быть крайней, а тем более 
выступающей. Пользуясь этим фактом и тем, что всякая крайняя точка 
замкнутого выпуклого множества по теореме Страшевича [13] является 
пределом некоторой последовательности выступающих точек, приходим 
к выводу, что начало координат есть выступающая точка конуса К(х*). 
Поэтому существует вектор А* £ Rn такой, что для любого у £ К(х*) \ 
{о} 

£ А * И > 0 . (7) 
1 = 1 

Легко видеть, что все компоненты вектора А* положительны. Дей­
ствительно, если бы существовал такой индекс s £ Nn, что А* ^ 0, 
то для вектора у* £ К(х*), где yt* = 0 при i ф s и у* = 1, выполнялось 
бы неравенство 

]>>.•»; = * :< о, 
•=i 

которое противоречит неравенству (7). Таким образом, А* > 0 при лю­
бом i £ Nn. 

Далее из (7) с учетом определения конуса К(х*) получаем, что при 
любом х £ X 

Ф(х*,\*)<Ф(х,\*). 
Следовательно, при любом х £ X 

Ф(**,А)^Ф(*,А), 

где А = А*/ ]Г AJ\ Так как А £ Лп, то х* £ Л(Х, / ) . Теорема 1 доказана. 
i = i 

Из теоремы 1 вытекает 

Теорема 2. Для того чтобы векторная задача ( X , / ) нахождения 
лексикографического множества L(X, / ) была разрешима с помощью ал­
горитма ЛСК, достаточно, чтобы всякое лексикографически оптималь­
ное решение этой задачи было a-собственно эффективным, т. е. 

L(X,f)CGa(X,f). 

Приведем пример, показывающий, что утверждение, обратное тео­
реме 2, вообще говоря, неверно. 
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ПРИМЕР 3. Пусть п = 3, X = [О,1] U {2}, 

с2, если х 6 [0,1], 

/»( •>-{:: 

если х = 2; 
если ж € [0,1], 
если ж = 2; 

если ж 6 [0,1], 
если ж = 2. 

Легко видеть, что £(Х, / ) = {0,2}. 
Пусть А = ( | , | , | ) . Тогда при любом ж £ (0,1] имеем 

Ф(ж, А) = \х2 > 0 = Ф(0, А) = Ф(2, А). 
о 

Поэтому L(X,f) С Л ( Х , / ) . Однако 0 не принадлежит множеству 
СгЛ(Х, / ) , поскольку 

^(0,ж) 1 
——— = - -+ оо при х -> 0. 
оцж,0) ж 

Резюмируя приведенные выше результаты, можно утверждать, что 
1) справедлива цепочка импликаций 

ЦХ, / ) С Ga(X9 / ) => L(X, f) С Л(Х, / ) = • L(X, f) С G(X, / ) ; 
2) утверждения, обратные этим импликациям, вообще говоря, 

неверны; 
3) существуют такие задачи ( X , / ) , что G ( X , / ) ф.Оа(Х, / ) . 
Для множества эффективных векторных оценок задачи (X, / ) введем 

обозначение 

P(Y) = f(P(X,f)) = {/(*) | г € i > ( * , / ) } . 
Следуя [12], множество P(Y) назовем внешне устойчивым, если для 

каждого у € Y \ P(Y) существует у* € P(Y) такое, что у ^ у*. 
Из теоремы 2 вытекает ряд известных результатов. 
Следствие 2. Пусть множество P(Y) внешне устойчиво. Тогда 

векторная задача ( X , / ) нахождения лексикографического множества 
L(X, / ) разрешима с помощью алгоритма ЛСК, если выполняется одно 
из условий: 

(г) |Р(У)| < оо; 
(ii)P(X,f) = L(X,f). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Импликация (гг) =>> (г) вытекает из очевидного 

неравенства 
\f(L(X,f))\^nl 

Поэтому осталось доказать достаточность условия (г). 
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Пусть |Р(У)| < оо. Тогда всякое оптимальное по Парето решение 
является а-собственно эффективным. Действительно, при |Р(У)| = 1 
в силу внешней устойчивости множества P(Y) справедливо равенство 
Р ( Х , / ) = G(Xjf) (см. примеры 2 и 3 из [12, §1.6]), а следовательно, 
и равенство Р(Х, / ) = Ga(X, / ) . 

Пусть |Р(У)1 > 1. Ввиду внешней устойчивости множества Р(У) 
в определении а-собственно эффективного решения множество X можно 
заменить на паретовское множество Р ( Х , / ) . Поэтому для любого эф­
фективного решения х* в качестве числа 0 , фигурирующего в определе­
нии а-собственно эффективного решения, можно взять число 

тах{6/.Х%1\ | х е Р(Х, / ) , t , j G Мп,6{(х*,х) > 0, <$,(*, я*) > О 

которое существует в силу неравенств 1 < |P(F) | < оо. 
Итак, Р ( Х , / ) = G a ( X , / ) . Отсюда с учетом включения L(X,f) С 

Р ( Х , / ) , справедливого для любой векторной задачи ( X , / ) , заключаем, 
что имеет место включение L(X,f) С Ga(X,f). Для завершения дока­
зательства следствия 2 осталось воспользоваться теоремой 2. 

Из следствия 2 получаем 
Следствие 3 [2, 11]. Проблема нахождения лексикографического 

множества £(Х, / ) любой задачи (X, / ) с конечным множеством вектор­
ных оценок Y разрешима с помощью алгоритма ЛСК. 

Действительно, из конечности множества Y следует конечность 
и внешняя устойчивость множества P(Y). Далее следует воспользо­
ваться утверждением (г) следствия 2. 

Из следствия 3 вытекает известный результат (см., например, [6]) 
о том, что проблема нахождения лексикографического множества 
L(X,f) любой многокритериальной задачи ( X , / ) с конечным множе­
ством решений X разрешима с помощью алгоритма ЛСК. 

§ 3. Случай двух частных критериев 
Как уже отмечалось, Ga(X,f) С G(X, / ) . Однако при п = 2 спра­

ведливо равенство Ga(X,f) = G ( X , / ) . Отсюда, а также из следствия 1 
и теоремы 2 получаем следующее утверждение. 

Теорема 3. Для того чтобы двухкритериальная задача ( X , / ) , 
f(x) = (/i(z),/2(#)) нахождения лексикографического множества 
Ь(Х, / ) была разрешима с помощью алгоритма ЛСК, необходимо и до­
статочно, чтобы всякое лексикографически оптимальное решение было 
решением, оптимальным по Джоффриону. 

Таким образом, при п = 2 имеет место критерий 

L(X, / ) С А(Х, / ) <=* L(X, / ) С G(X, / ) ( = Ga(X, / ) ) . 
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