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С. С. Марченков 

Рассматривается множество Д* частичных одноместных инъек-
тивных функций, заданных на подмножествах множества Ек. На мно­
жестве Ак определяется оператор А-замыкания, который состоит из 
операций суперпозиции, обращения и перехода к двойственным функ­
циям для четных подстановок на множестве Ек. Путем задания А-
базисов описываются все А-замкнутые классы функций из Ак. Нахо­
дится число А-замкнутых классов, которое выражается квадратным 
полиномом от к. 

Введение 
В последние годы наметился определенный прогресс в вопросе по­

строения эффективных классификаций функций многозначной логики. 
Успешная классификация функций, самодвойственных относительно 
подстановок из полной симметрической и знакопеременной групп, прове­
денная в работах [3-7, 16], дала основание предположить, что подобные 
классификации можно строить, если вместо самодвойственных функций 
рассматривать «самодвойственные замкнутые классы». Эта идея раз­
рабатывалась с функциональной точки зрения Нгуен Ван Хоа [11-15], 
а на языке отношений с использованием теории Галуа для алгебр Поста 
[1] в [8-10]. Пока [8, 9, 11-13] основное внимание уделяется классифика­
ции, основанной на операции суперпозиции и операциях перехода к двой­
ственным функциям для подстановок из полной симметрической группы 
(в терминологии работ [8, 9] — 5-классификация). Результаты из [10, 
14, 15] и опыт построения 5-классификации показывают, что во мно­
гом сходная ситуация должна наблюдаться для А-классификации, кото­
рая базируется на операциях суперпозиции и перехода к двойственным 
функциям для подстановок из знакопеременной группы. 

Отметим, что ввиду особого положения знакопеременной группы 
среди групп подстановок и в силу значительности объема выкладок 
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Л-классификация в ряду G-классификаций [10, 14], по-видимому, опреде­
ляет границу, за которой выполнение всех построений и доказательств 
в полном объеме представляется нереальным. 

Начало исследованиям по Л-классификации функций многозначной 
логики положено в [10]. Так же, как и в [13], Л-классификацию функ­
ций можно свести к Л-классификации отношений. Последняя довольно 
определенно подразделяется на три части: Л-классификация отношений, 
которые получаются сужением графиков подстановок, Л-классификация 
остальных двуместных отношений и Л-классификация n-местных отно­
шений при п ^ 3. 

В данной работе осуществляется первая часть Л-классификации от­
ношений. При этом в силу специфики изучаемых отношений оказыва­
ется ^добным вместо отношений рассматривать соответствующие им 
одноместные инъективные функции. В отличие от Л-классификации 
(одноместных) функций fc-значной логики рассматриваемые одномест­
ные инъективные функции на множестве Ек оказываются, вообще го­
воря, частичными. Кроме того, в данном случае к операциям суперпо­
зиции и перехода к двойственным функциям для подстановок из знакопе­
ременной группы необходимо добавить операцию обращения (инверсии). 
Таким образом, мы приходим к следующей классификационной задаче, 
которая имеет самостоятельный интерес. 

Пусть к ^ 3. На множестве Ек — { 0 , 1 , . . . , к — 1} рассматрива­
ется совокупность Д* частичных одноместных инъективных функций 
и на Ак определяется оператор [ ]А Л-замыкания, который включает 
в себя операции суперпозиции, обращения и перехода к двойственным 
функциям для подстановок из знакопеременной группы А*. Задача Л-
классификации функций из Ак состоит в том, чтобы в подходящих тер­
минах охарактеризовать все Л-замкнутые множества функций из Д*. 

Ниже в Д* мы выделяем так называемые основные функции и пока­
зываем, что всякое множество функций из Ак Л-эквивалентно (в смысле 
оператора [ ]А) некоторому набору основных функций. Иными словами, 
мы описываем все Л-замкнутые множества функций из Д* с помощью 
указания их Л-базисов. 

Статья состоит из трех параграфов. В § 1 вводятся используемые 
понятия. В § 2 устанавливаются вспомогательные утверждения. Основ­
ные результаты содержатся в § 3. 

§1. Основные понятия 

Пусть к ^ 3, Ак — множество всех частичных одноместных инъек­
тивных функций на Ек, т. е. функций / вида / : Е -* F , где Е С Ек, 
F С Ек и множества E,F равномощны. Если / G А ь то через Arg/ 
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обозначаем область определения функции / , через Val/ — область ее 
значений и через / - 1 — функцию, обратную к / . Так как / инъективна, 
то определение функции / _ 1 корректно. Отметим, что Arg/"1 = Val/, 
Val/"1 = Arg/, а функции f~lf и / / - 1 тождественны соответственно 
на множествах Arg/ и Val/. 

Если Е — конечное множество, то через \Е\ обозначаем число его 
элементов. Пусть 2 ^ \Е\ < ос. Через S(E) обозначим полную симмет­
рическую группу подстановок на множестве J5, а через А(Е) — знако­
переменную подгруппу в S(J5). Для группы А(Ек) применяем также 
обозначение Ад.. 

Если / € Ajt и ж G S(Ek), то функция ж'1 fir называется двойствен-
ной к функции / относительно подстановки 7г. Если функция / опреде­
лена на всем множестве Ек и, следовательно, / есть подстановка на Ек, 
то подстановка ж'1 /ж называется сопряженной с / посредством под­
становки ж. Для любого Р, Р С Д ь через [Р]А обозначим замыкание 
множества функций Р относительно операций суперпозиции, обращения 
и перехода к двойственным функциям для подстановок из группы А* 
(А-замыкание). Множества вида [Р]А называем А-замкнутыми. Если 
Р, Q С Дд., то множества Р и Q называем А-эквивалентными, если 
[Р)А = [Q]A-

При любом А;, & ^ 3, следующие функции из Д* называем основными 
(указаны лишь те значения аргумента, для которых функция опреде­
лена): 

= ж, если 0 ^ ж ̂  г (г € £*). 
1, если ж = 0; 
0, если ж = 1; (2 ^ г ^ к) 
ж, если 2 ^ х ^ г — 1. 
1, если х = 0; 
ж, если 2 ^ ж ̂  г. (1 ^ г ^ А; — 1) 
ж + 1 (mod 3), если 0 ^ х ^ 2; 
х, если ж £ { 3 , . . . ,г 
ж + 1, если 0 ^ х ^ 1; 
ж, если 3 ^ ж ̂  к — 1. 
ж + 1, если х G {0,2}; 
ж - 1, если ж G {1,3}. (A; ^ 4) 

= ж + 1, если ж € {0 ,2 , . . . , А; - 2} (к четно). 
з, если х = 0; 
1, если ж = 2; (А: кратно четырем) 
ж + 1, если ж G {4,6 , . . . , А; - 2}. 

(9) к\ = к4о^. 

(1) о4(* 

(2) /4(* 

(3) *4(* 

(4) Vi(x 

(5) 0*(ж 

(6) кк(х 

(7) С*(* 

(8)Ь(* 

•{ 
1}. (3 ^ i ^ А;) 
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О г i + 1 к- 1 0 1 2 г - 1 г к - \ 

О ' " * i'+'l"k'- 1 
a t 

О 1 2 * — It к-1 
/4 

0 1 2 * * + 1 Дг — 1 0 1 2 3 * - It к-1 

0 1 2 t t' + 1 * - 1 0 1 2 3 * - 1» * - 1 
К 

0 1 2 3 к-1 

0 1 2 3 " " * - 1 

0 1 2 3 к-2к- 1 

0 1 2 3 к-2к-1 0 1 2 3 4 5 " * - 2fc - 1 

0 1 2 3 

0 1 2 3 4 jfc-1 

О 1 2 3 4 '"к- 1 

0 1 2 3 4 5 Ат -2Л; - 1 

0 1 2 3 

Рис. / 

На рис. 1 изображены графики введенных основных функций. Функ­
ции fi\, i/'k, г]1, вк, кк, Оь, «^ соответствуют одноименным основным от­
ношениям из [8, 9]. 

§ 2. Вспомогательные утверждения 

Лемма 1. Если / 6 А* и / тождественна на Arg/, то множество 
[{/}]А при Arg/ = Ek состоит из одной функции / = a*_1, а яри Arg^ 
Ек — из всех функций g таких, что |Argjr| ^ |Arg/| и g тождественна 
на Argg. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. При Arg/ = Ek утверждение леммы очевидно. 
Пусть Arg/ ф Ек. Тогда всякая функция д из [{/}]д, разумеется, удовле­
творяет условиям: |Arg#| ^ |Arg/|, g тождественна на Argg. Далее, если 
Е и F — равномощные подмножества множества Ек, то в группе Ак 
существует подстановка, отображающая £ на F . Следовательно, если 
множеству [ { / } ]А принадлежит функция д такая, что |Arg#| ^ |Arg/| и д 
тождественна на Argg, то все функции h такие, что |Arg/i| = |Arg#| и h 
тождественна на Arg/i, можно представить в виде ж~1дтг, где 7Г Е Ак. 
Для завершения доказательства леммы остается отметить, что если 
функция h удовлетворяет условию |Arg/i| < |Arg/| и h тождественна на 
Arg/i, то h представима в виде h = д2дх, где |Argflfi| = |Argjf2| = |Arg/i| + l, 
Arg/i = Arĝ fx П Arg(/2, si функции g\ и д2 тождественны на множествах 
Arĝ fx и Arg^2 соответственно. Лемма 1 доказана. 

Лемма 2. Яусть / G Д*, |Arg/| = i, 2 ^ г ^ к, Arg/ = Val/ 
и на множестве Arg/ функция / является нечетной подстановкой. Тог­
да в множестве [{/}]д содержатся все функции g такие, что |Arg*jr| = г 
и Argg = Valg. 

Лемма 3. Пусть / G Ajt, |Arg/| = i, 3 ^ г ^ k, Arg/ = Val/ и на 
множестве Arg/ функция / является нетождественной четной подста­
новкой, не входящей (при г = 4) в четверную группу Клейна. Тогда 
в множестве [{/}]д содержатся все функции g такие, что |Arg#| = i, 
Argg = Val# и функция g на Argg является четной подстановкой. 

Лемма 4. Пусть к ^ 4, / 6 Д*, |Arg/| = 4, Arg/ = Val/ и на множе­
стве Arg/ функция / является нетождественной подстановкой из четвер­
ной группы Клейна. Тогда в множестве [{/}]А содержатся все функции 
g такие, что |Arg#| = 4, Argg = Valg и функция g на Argg является 
подстановкой из четверной группы Клейна. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Леммы 2-4 представляют собой аналоги лемм 
1-3 из [8] и доказываются по одной схеме. В качестве примера дока­
жем лемму 2. Сначала рассмотрим случай, когда i ^ k — 2. Положим 
Е = Arg/. Так как группа Ак является (к — 2)-транзитивной, то сово­
купность всех подстановок из А*, сохраняющих множество Е, образует 
группу S(E). Если рассматривать только функции, определенные на Е, 
то мы имеем нечетную подстановку, которая получается ограничением 
функции / , и полную симметрическую группу S(E) подстановок на Е, 
посредством которых можно задавать сопряженные подстановки. Так 
как группа S(E) не имеет нормальных подгрупп, содержащих нечетные 
подстановки, то множество [{/}]д содержит все функции h такие, что 
Argh = Val/i = Е. Чтобы получить остальные функции д, удовлет­
воряющие условию леммы, достаточно рассмотреть все функции вида 
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7r~1h7r^ где 7г Е А*, и заметить, что любое г-элементное подмножество 
из Ek можно перевести в любое другое г-элементное подмножество под­
ходящей четной подстановкой (последнее верно также для г = к — 1). 

Теперь рассмотрим случай, когда г ^ к — 1. В этом случае сово­
купность всех подстановок из А*, сохраняющих множество Е, образует 
группу А(Е). В данном случае необходимо воспользоваться тем фак­
том [2], что группа S(E) порождается всеми подстановками, сопряжен­
ными с произвольной нечетной подстановкой посредством подстановок 
из группы А(Е). Лемма 2 доказана. 

Лемма 5. При любом г, 1 ^ г ^ к - 1, множество [{I^I}]A состоит из 
всех функций / таких, что |Arg/| ^ г. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Очевидно, множество [{^}]л не может содер­
жать функций / таких, что \Argf\ > г. 

Пусть г = 1. Если к = 3, то каждая функция / из Д 3 такая, 
что |Arg/| = 1 и Arg/ ф Val/, представима в виде Ж'1У\-К или в виде 
7Г~1(г/з)~1тг? где 7Г £ А3. Так как сх% = {ul)~luli т о и з леммы 1 следует 
справедливость леммы 5 при к — 3. 

Пусть к > 4, / е A*, Arg/ = {a}, Val/ = {Ь} и а ф Ъ. Так как 
& ^ 4, то группа А* дважды транзитивна. Поэтому в А* найдется 
такая подстановка 7Г, что 7г(а) = 0 и 7г(6) = 1. Поэтому / = тг"1^^. 
Как и выше, из равенства a\ — {y\)~1v\ и леммы 1 следует утверждение 
леммы 5 при к ^ 4. 

0 1 2 3 г г + 1 Л; — 1 0 1 2 3 г г + 1 Л: — 1 

0 1 2 3 " " г i'+l'k'-l 0 1 2 3 " ' i i'+l'k-l 
/ i / 2 

0 1 2 3 i i+1 к-1 

0 1 2 3 ' " i i'+l'k- 1 
/ 3 

Puc. 2 
Предположим, что г ^ 2. Сначала рассмотрим функции / такие, 

что |Arg/| = г. Пусть функции /х и /2 двойственны функции */{. относи­
тельно четных подстановок (012)(3).. .(к-1) и (021)(3).. .(Л —1) (рис. 2). 
Тогда функция / 3 = fij\v\ удовлетворяет условиям леммы 2. Следо­
вательно, множеству [{^}]л принадлежат все такие функции д, что 
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Argg = Val# и |Arg#| = i- Взяв в этом множестве функции д с условием 
Argg = {1 ,2 , . . . ,г} и полагая hx — gv\, получаем все такие функции hi, 
что Arg^x = {0 ,2 ,3 , . . . , г} и Val/ix = {1 ,2 , . . . ,г}. Переход к функциям, 
двойственным к hx относительно подстановок из группы Ад., и взятие 
обратных функций дают все функции h2 такие, что |Arg/i2| = г, а мно­
жества Arg/i2 и Val/i2 отличаются ровно двумя элементами. 

Далее по индукции предположим, что в множестве [{^}]д уже опре­
делены все функции д такие, что |Arg#| = г, а множества Argg и Val# 
отличаются 2тп элементами. Пусть функция дх такова, что |Argyll = г, 
а множества Argpx и Val̂ x отличаются 2(га + 1) элементами. Выберем 
элемент а из Arg^i \ Vah/i и элемент b из Valgfi \ Arg^i и согласно индук­
тивному предположению в множестве [{^}]л найдем такие функции д2 
и д3, что Arg#2 = Argffi, Val#2 = Arg#3 = (Argffi\{a})U{fc}, Valy3 = Valffi 
и выполняется равенство дг = g$g2. 

Так как функция v\(y%
k)~l тождественна на множестве {1 ,2 , . . . ,г}, 

то согласно лемме 1 для любого j , 1 ^ j ^ i — 1, в множестве [{^}]д со­
держится такая функция pj, что Argpj = {1 ,2 , . . . , j} и pj тождественна 
на Aigpj. Так как pjv\ — v[, то для завершения доказательства леммы 
остается воспользоваться уже установленным утверждением леммы для 
множества [{^}]л-

Лемма 6. Пусть / Е A*, |Arg/| = г, 2 ^ г ^ k, Arg/ = Val/ и функ­
ция / на множестве Arg/ является нечетной подстановкой. Если г — к, 
то множество [{/}]д совпадает с S(Ek); если i < к, то множество [{/}]А 
состоит из всех функций дх и д2 таких, что |Argyll = г, Arg^i = Vah/i и 
|Arg#2| < г. 

Л е м м а 7. Пусть / 6 A*? |Arg/| = г, 3 ^ г ^ fc, Arg/ = Val/ и функ­
ция / на множестве Arg/ является нетождественной четной подстанов­
кой, не входящей (при г = 4) в четверную группу Клейна. Если i — k, 
то множество [{/}].д совпадает с Ад.; есля г < &, то множество [{/}]д со­
стоит из всех функций дг и g2 таких, что |Arggi| = г, Arg^x = Val#b функ­
ция gi на множестве Arg^x является четной подстановкой и |Arg#2| < г. 

Лемма 8. Пусть к ^ 4, / Е A*, |Arg/| = 4, Arg/ = Val/ и функ­
ция / на множестве Arg/ является нетождественной подстановкой из 
четверной группы Клейна. Если к = 4, то множество [{/}]д совпадает 
с четверной группой Клейна; если к > 4, то множество [{/}]л состоит из 
всех функций дг и д2 таких, что |Argffi| = 4, Arg^i = Vah/i, функция дг 
на множестве Arg^i является подстановкой из четверной группы Клейна 
и \Aigg2\ < 4 . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Справедливость лемм 6-8 устанавливается по 
одной схеме. Докажем лемму 6. При г = к утверждение леммы 6 
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следует из леммы 2. Пусть г < к. Очевидно, что множество [{/}]л не 
может содержать функций д таких, что либо |Arg^| > *, либо |Arg#| = г 
и Argg ф Valg. Вместе с тем согласно лемме 2 в множестве [{/}]л содер­
жатся все функции дг указанного в лемме б вида, в частности функции 
fi%

k и а£~х. По лемме 1 в множестве [{/}]л имеется функция h такая, 
что Aigh = {1 ,2 , . . . , г}, и функция h тождественна на Arg/i. Так как 
/fc/ij. = ^i" 1 , то v]^1 G [{/}]л- Теперь с помощью леммы 5 устанавливаем 
принадлежность множеству [{/}]д функций вида д2. 

О 1 2 Лг — 13 И к - 2 0 1 2 к - 13 i - It к - 2 

О 1 2 А; - 13 i - l i jfc - 2 0 1 2 А; — 13 г - 1г fc - 2 

Рг/с. 5 

Докажем лемму 7. При г = к необходимо воспользоваться леммой 3 
и тем фактом [2], что всякая подстановка, сопряженная с летной подста­
новкой, является четной подстановкой. Если г < &, то согласно лемме 3 
в множестве [{/}]д содержатся все функции вида gfb в частности функ­
ции #з и #4. (рис. 3). Имеем д4дз = "IT1- Далее применяем лемму 5. 

0 1 2 3 4 5 

1 2 3 4 5 
9ъ 

к-1 

к-1 

0 1 2 3 4 5 

0 1 

Рис. 4 

2 3 4 5 
9е 

к-1 

к-1 

При доказательстве леммы 8 пользуемся леммой 4 и тем фактом 
[2], что всякая подстановка, сопряженная с подстановкой из четверной 
группы Клейна, входит в четверную группу Клейна. При к > 4 в соот­
ветствии с леммой 4 в множестве [{/}]л выбираем функции дь, д6 (рис. 4). 
Так как дедъ = v%, то применима лемма 5. 

Лемма 9. Множество [{Ok}]А СОСТОИТ ИЗ всех функций / i я / 2 таких, 
что |Arg/i | = к — 1, fx является ограничением на Arg/i подстановки из 
Akn\Argf2\^k-2. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть к = 3. Тогда, как нетрудно проверить, 
функции #з(я)> #з(# + 1) + 2, в3(х + 2) + 1 (сложение рассматривается 
по модулю 3) и обратные к ним функции являются функциями типа 
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/х; они соответствуют подстановкам х + 1, х + 2 из группы А3. Для 
тождественной подстановки необходимо рассмотреть функцию в$1въ — 
а\ и воспользоваться леммой 1. При получении функций типа / 2 доста­
точно взять функции вида / i /h , где h\ £ [{ОС\}]А И lArg/ixl ^ 1. 

0 1 2 3 4 fc-1 0 1 2 3 4 fc- 1 ;HI:I УК\:\ 
0 1 2 3 4 fc-1 0 1 2 3 4 fc- 1 

Si #2 
Pwc. 5 

Пусть fc ^ 4. Обозначим через дг функцию, двойственную к вк отно­
сительно четной подстановки (02)(13) (рис. 5). Тогда при г = fc-1 функ­
ция #2 = Я\0к удовлетворяет условиям леммы 3. Пусть / i — функция 
указанного в лемме типа. Если Arg/i = Val/i, то согласно лемме 3 имеем 
Л € [{#2}]А- Предположим, что Arg/i ^ Val/i. Используя неравенство 
fc ^ 4 и (fc — 2)-транзитивность группы А*, выберем в А* такую под­
становку 7Г, чтобы для функции #3 = ^~10ктг выполнялись соотношения 
Arg#3 = Arg/i и Val#3 = Val/i. Очевидно, что функция д3 задает огра­
ничение на Arg#3 некоторой подстановки из Ак. Поэтому в силу леммы 3 
в множестве [{#2}]л имеется функция д4 такая, что Arg<74 = Val^4 = Valy3 

и /1 = дл9з-
Функции типа / 2 принадлежат множеству [{#*}] А, поскольку в силу 

леммы 7 они принадлежат множеству [{<?2}]л-
Наконец, поскольку в силу равенства |Arg0j.| = fc — 1 функция 0к 

доопределяется до четной подстановки на Ек единственным образом, 
то в множестве [{#*}]д не могут содержаться такие функции / , что 
| Arg/ | = fc — 1 и / является ограничением на Arg/ нечетной подстановки 
из S(Ek). Лемма 9 доказана. 

Л е м м а 10. Пусть / 6 Л*, |Arg/| = fc — 1, Val/ ф Arg/ и f является 
ограничением на Arg/ нетождественной подстановки из Ад., не входящей 
(при к = 4) в четверную группу Клейна. Тогда 0к G [{/}]д-

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ЕСЛИ к = 3, то 63(х) совпадает с одной из функ­
ций /(а?), / (х+1)+2 , / ( z + 2 ) + l , f-l(x), / - i (a?+l)+2, f-x(x+2)+l. Пред­
полагая далее, что к ^ 4, обозначим через т такую подстановку из А*, 
для которой функция / является ограничением. Пусть Arg/ \Val / = {а}, 
Val/ \ Arg/ = {b} и с ь . . . ,cm — такие элементы из Arg/ П Val/, что 
/ (о) = с ь / (ci) = с 2 , . . . , / ( c m ) = 6. 
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Сначала рассмотрим случай, когда т = 0, т. е. f(a) = b. Так как 
подстановка г четна, то ограничение г на множество Ek \ {а, 6} является 
нечетной подстановкой. Далее, поскольку при к — А подстановка т не 
входит в четверную группу Клейна, случай к = 4 невозможен. Следо­
вательно, цикловое разложение подстановки т на множестве £* \ {а, 6} 
содержит либо цикл (d 1 # . .d n ) при п ^ 4, либо по крайней мере два 
двухэлементных цикла (did2) и ( б ^ ) . 

к-1 d 

с d e j 
94 

1 

к-1 

к-1 

d e 
9419з 

к-1 

Рис. 6 
В первом случае определим функцию ди которая является двой­

ственной к функции / относительно четной подстановки (ab)(did2) (ука­
зываем лишь неодноэлементные циклы в цикловом разложении подста­
новки). Так как функция gif удовлетворяет условиям леммы 3, то 
в [{<71/}]л имеется такая функция д2, что Argg2 — Val/, д2(Ь) = b и функ­
ция д3 = g2f имеет вид, изображенный на рис. 6. Теперь возьмем функ­
цию д±, двойственную к функции д3 относительно четной подстановки 
(6е)(сбГ), где е £ Ек \ {а, &, с, d}. Ясно, что функция вк двойственна функ­
ции д±1д3 относительно любой четной подстановки, переводящей эле­
менты 0, 1, 2 в элементы е, a, b соответственно (такие подстановки 
существуют, поскольку п ^ 4). 

Допустим, что в цикловом разложении подстановки г имеются цик­
лы (did2), (eie2), где {di,d2,ei,e2} С Ек \ {а,Ь}. Если взять функцию 
<75> двойственную к / относительно четной подстановки (ab)(d2ei)y то 
функция <75/ будет удовлетворять условиям леммы 3. Далее рассуждаем 
так же, как при рассмотрении функции gif. 

Предположим, что m = 1. Если в цикловом разложении подста­
новки т на множестве Ек \ {а, 6 ,^} имеется цикл (d1.. .dn) при п ^ 4, 
то возьмем функцию #6, двойственную к / относительно четной подста­
новки (did2d3), и образуем функцию д$1/. Проверяем, что эта функция 
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удовлетворяет условиям леммы 3. Далее в множестве [{д6
 1/}]А выби­

раем функцию д7 такую, что Axgg7 = Arg/, g7(a) = а, д7(сг) = сг 
и функция fg7 тождественна на множестве Ek \ {а,Ь,Сх}. Функция 9к 
двойственна функции fg7 относительно любой четной подстановки, пе­
реводящей элементы 0, 1, 2 в а, сх, Ь соответственно (такие подстановки 
существуют, поскольку в данном случае к > 7). 

сг Ь di d2 d3 

a C\ b d\ d2 d3 
f 

a C\ b d\ d2 d3 

a C\ b d\ d2 d3 
9s1/ 

a C\ Ъ di d2 d3 
9s 

0 1 2 

/X 
0 1 2 

0 i i 

3 

3 

Puc. 7 

Пусть в цикловом разложении подстановки г имеется цикл (did2d3), 
где {di,d2,d3} С Ек \ {а,Ь,Сх}. Возьмем функцию #8, являющуюся двой­
ственной к функции / относительно четной подстановки (c1d1)(6d2)- То­
гда (рис. 7, где указаны лишь элементы а, Ь, C i , ^ , ^ , ^ ) функцию 5s"1/ 
можно рассматривать в качестве функции / при m = 0. 

Пусть в цикловом разложении подстановки г на множестве Ек \ 
{a, b,Ci} имеется цикл (did2), HO н е т циклов большей длины. Определяя 
функцию д9, являющуюся двойственной к / относительно четной под­
становки (bci)(did2), замечаем, что функция дго = g$lf тождественна 
на множестве Ек \ {а,6,сг} и gw(a) = 6, <7io(ci) = а. Так как к ^ 7, 
то можно выбрать такую подстановку ж из А*, что 7г(0) = с ь 7г(1) = a 
и 7г(2) = Ь. Поэтому 9к = 7r~1g107r. 

Пусть цикловое разложение подстановки г на множестве Ек\{а, 6, сг} 
состоит только из одноэлементных циклов. Если к ^ 5, то рассуждаем 
так же, как для функции д10. Если к = 4, то пусть d — элемент, 
отличный от а,6 и Ci. Возьмем такую четную подстановку тг, что 
7г({0,1}) = {a,Ci} и 7г(3) = d. Тогда функция дп = 1Г~1/ТГ либо совпа­
дает с функцией 04, либо имеет вид, изображенный на рис. 7. Во втором 
случае функция 04 двойственна к функции д^ относительно четной под­
становки (021). 
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Наконец, предположим, что га ^ 2. Если функция #12 двойственна 
к функции / относительно четной подстановки (acic2), то функция guf'1 

уже рассматривалась при га = 1. Лемма 10 доказана. 

Лемма 11. Пусть / E Д* я |Arg/| = i, 2 ^ г ^ & - 1. Если Arg/ ^ 
Val/ и выполняется хотя бы одно из условий: 

( a ) A r g / U V a ] / ^ £ t , 
(b) 1 ^ |Arg/ П Val/| < k - 2, 
(c) |Arg/ | = A; - 1 и / есть ограничение (на, Arg/) нечетной подста­

новки из S*(i?i), 
™> i4 € [{ /} ]* . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что выполняется условие (а). 
Выберем элемент о из ^ \ (Arg/ U Val/). 

Случай 1. Пусть \Ek \ (Arg/ U Val/)| ^ 2. 
Обозначим через Ь элемент, отличный от а и не входящий в Arg/ U 

Val/. Далее пусть с £ Arg/ \ Val/, d = / (с) . Положим / i = 7rf 1/л"1, 
где четная подстановка 7Г! имеет единственный неодноэлементный цикл 
(acb). Тогда функция /х отличается от функции / только тем, что при­
нимает значение d не в точке с, а в точке а. Следовательно, функция 
/2 = / Г 1 / тождественна на множестве Arg/ \ {с} и /(с) = а. Так как 
|Arg/| > 2, Arg/ ф Val/ и |£* \ (Arg/ U Val/)| ^ 2, то к > 5. По­
этому имеется такая четная подстановка 7Г2, что 7Г2(0) = с, тг2(1) = а 
и 7Г2({2,... , г}) = Arg/ \ {с}. Тогда будем иметь v\ - я^1 h^i-

Случай 2. |Arg/ \ Val/| ^ 2. 
Пусть {6, с} С Arg/ \ Val/, b ф с ж f3 = ^г/ж3, где 7г3 — четная 

подстановка (abc) (остальные циклы подстановки 7г3 одноэлементны). 
Если d = /(b) и е = / (с) , то функция / 3 отличается от функции / тем, 
что полными прообразами элементов d, e вместо элементов 6, с являются 
элементы а, 6. Следовательно, если положить / 4 = /з - 1 /* то функция / 4 
тождественна на множестве Arg/ \ {6, с}, /4(Ь) = а и /4(с) = 6. Так как 
Arg/4UVal/4 = Arg/U{a} и |Arg/ \Val / | ^ 2, то |£*\(Arg/4UVal/4) | ;> 2, 
т. е. имеет место случай 1. 

Случай 3. \Ек \ (Arg/ U Val/)| - |Arg/ \ Val/| = 1. 
Пусть Arg/ \ Val/ = {6} и Val/ \ Arg/ = {с}. Обозначим через 

аг,... , а т такие элементы из Arg/ П Val/, что /(b) = б^, / (а х ) = а 2 , . . . , 
/ ( а т ) = с. 

Сначала предположим, что га = 0, т. е. /(b) = с. Допустим, что 
функция / тождественна на Arg/ \ {6}. Если к ^ 5, то возьмем такую 
четную подстановку 7г4, что 7г4(0) = 6,7г4(1) = с и 7г4({2,... , г}) = A r g / \ 
{6}. Тогда i/j = я^1/71"^ 
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При к = 4 предполагаем, что подстановка 7Г4 удовлетворяет лишь 
условиям 7г4(0) = Ь и 7Г4(1) = с. Тогда функция / 5 = тг^ 1 / ^ либо совпа­
дает с функцией i/| > либо имеет вид, изображенный на рис. 8. Во втором 
случае определяем функции /б и /7 , двойственные к /5 относительно 
четных подстановок (013)(2) и (031)(2). Ясно, что функция f7feh Удо­
влетворяет условиям леммы 2. Далее полагаем / 8 = /6 /5 , по лемме 
2 в множестве [{Л/в/бЦл выбираем функцию /9 и образуем функцию 
/ю = /э/s- Ясно, что функция i/| двойственна функции /ю относительно 
четной подстановки (032)(1). 

0 1 2 3 

0 1 2 3 

0 1 2 3 0 1 2 3 

0 1 2 3 

0 1 2 3 
/8 

0 1 2 3 

0 1 2 3 
/9 

0 1 2 4 

Рис. 8 

Предположим, что функция / не является тождественной на Arg \ 
{Ь}, но на этом множестве разлагается в произведение одно- и двухэле­
ментных циклов. Положим fix = 7г-«г1 /7Г5, где 7Г5 — четная подстановка 
(acb). Тогда Arg/ц = (Arg/ \ {b}) U {с}, /ц(с) = а и функция fn совпа­
дает с функцией / на множестве Arg/\{b}. Если положить /12 = / и / , то 
Arg/12 = Arg/, /12(b) = а и /12 тождественна на множестве Arg/12 \ {Ь}. 
Таким образом, приходим к рассмотренному выше случаю, когда та — 0 
и /(b) = с. 

Предположим, что цикловое разложение функции / на множестве 
Arg/ \ {&} содержит цикл длины ^ 3. Пусть d, e — элементы этого цик­
ла, 7гб — четная подстановка {bc){de). Тогда функция / i 3 = ТГ^1/ТГ6/ 
обладает следующими свойствами: Arg/ i 3 = Val/13 = Arg/, /13(b) = b 
и /i3 нетождественна на Arg/i3. Следовательно, функция / i 3 удовлетво­
ряет условиям лемм 2 или 3. Согласно этим леммам в множестве [{/13}]л 
имеется такая функция / i 4 , что Arg/ i 4 = Val/i4 = Arg/, /i4(6) - b ж ци­
кловое разложение функции / / и на множестве Arg/ содержит только 
циклы длины 1 и 2. Далее обращаемся к рассмотренным выше случаям. 
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Пусть т = 1. Обозначим через /15 и / i 6 функции, двойственные 
к / относительно четных подстановок (ac)(ba,i) и (Ьагс) (см. рис. 9, 

1 f-i на котором изображены лишь точки a,b,c,ai). Тогда функция /16 f[ 
удовлетворяет рассмотренному случаю т = 0. 

a b а\ с a b d\ с a b а\ с a b а\ с 

аг с a b d\ с 
/ l 6 / l 5 

Рис. 9 

Пусть т ^ 2. Если функция /1 7 двойственна к / относительно чет­
ной подстановки (Ьага2)^ то функция fuf~l (рис. 10) приводит к случаю 
т = 1. 

b а\ а2 а3 аш с b d\ а,2 ct3
 ft4 а т с 

6 ai а2 аз сц &т с 
/1 7 

ai а2 «з а4 

6 ai а2 ^з «4 
/ I T / " 1 

а т с 

ат с 

Рис. 10 

Предположим, что выполняется условие (Ь) леммы. Будем также 
считать, что условие (а) не выполняется, т. е. Arg/ U Val/ = £^. По­
этому в множестве Arg/ \ Val/ можно выбрать два различных элемента 
а и 6. 

Обозначим через ах,... , а т , Ь ь . . . , Ьп, с, d такие элементы, что 
/ (а ) = а ь /(ах) = а 2 , . . . , / ( а т ) = с, /(6) = Ьи /(Ьг) = 6 2 , . . . , /(Ьп) = d 
и {с, с?} С Val/ \ Arg/ (случаи т = 0 и п = 0не исключаются). Если 
т ^ 2, то, взяв функцию / i 8 , являющуюся двойственной к / относи­
тельно четной подстановки (aaia2)^ видим, что функция fisf~l удовле­
творяет условию (а) леммы (см. рис. 10). 
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Аналогичным образом поступаем при п ^ 2. Следовательно, можно 
считать, что тп,п ^ 1. Рассмотрим эти случаи. 

Пусть m = п = 0. По условию множество Arg/ П Val/ непусто. 
Значит, найдутся такие элементы e i , . . . ,ер из Arg/ П Val/, (р ^ 1), 
что либо /(ex) = е2, / (е2) = е 3 , . . . , / (е р ) = е ь либо для подходящих 
элементов I € Arg/ \ Val/ и г £ Val/ \ Arg/ имеем / ( / ) = е ь / ( е ^ = 
е 2 , . . . >/(еР) = *• 

а с Ь d ex а с 6 d ei 

а с fe d ei 
/ l 9 

а с Ь d e\ 

а с Ь d t\ 
Лэ/" 

(p = i) 

а с Ь d ei e2 ^p-i^p 

а с d ег е2 

а с 6 d €1 б2 
Лэ/"" 

вр__х б р 

^р—1 ^» 

^р—I^P 

а с Ь d ei е2 

а с Ь d e\ е2 
/19 

Рис. j i 

Kp-lCp 

eP-iep 

Если имеет место первая возможность и функция /19 двойственна 
к / относительно четной подстановки (аЬег), то условию (а) леммы будет 
удовлетворять функция Л э / " 1 (рис. 11). 

Изучим вторую возможность. Если р ^ 2, то, как и в случае функ­
ции /1 8 , рассматриваем функцию /2о, являющуюся двойственной к / 
относительно четной подстановки ( / е ^ ) . Ясно, что функция / г о / - 1 

удовлетворяет условию (а) леммы. 
При р = 1 придем к аналогичному результату, если возьмем функ­

цию / 2 i , двойственную к / относительно четной подстановки (аЬ)(/ех), 
и рассмотрим функцию / 2 i / _ 1 (рис. 12). 
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а с b d I в\ i 

а с b d I ег г 
f 

а с b d I ex i 

а с b d l ег i 
hi/-1 

а с b d I €X i 

а с b d I t\ i 
/21 

Рис. 12 

В случаях т = 1 , п = 0 и т = п = 1 возьмем функцию /22, двой­
ственную к / относительно четной подстановки {аа\Ь). Тогда функция 
/22Z""1 (рис. 13) удовлетворяет условию (а) леммы. 
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Рис. 13 
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Предположим, что выполняется условие (с) леммы. Пусть / есть 
ограничение на Arg/ нечетной подстановки ж из S(£j.). Так как Arg/ ф 
Val/, то |Arg/| = k - 1. Пусть а € Arg/ \ Val/, b e Val/ \ Arg/ 
и а ь . . . ,am — такие элементы из Arg/ П Val/, что / (а) = а ь / (a i ) = 
«2 , . . . , / ( a m ) = 6. 

Сначала рассмотрим случай, когда m = 0, т. е. / (a) = Ь. Если fc ^ 4 
и функция / тождественна на Arg/П Val/, то функция v\"x двойственна 
функции / относительно любой четной подстановки, переводящей 0 в а 
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и 1 в Ь. Если к = 3, то функция v\ двойственна одной из функций / , / _ 1 

относительно одной из четных подстановок ж, ж+1, ж+2. Таким образом, 
далее можно предполагать, что к ^ 4 и функция / нетождественна на 
множестве Arg/ П Val/. 

Допустим, что в цикловом разложении подстановки 7г на множестве 
Arg/ П Val/ содержится цикл длины не менее трех. Пусть, например, 
это будет цикл ( c i . . . c n ) . Если п ^ 4, то рассмотрим функцию /2 3 , 
двойственную к / относительно четной подстановки (ab)(cic2). Функ­
ция /24 = / г з / переводит а в а и является нетождественной четной под­
становкой на множестве Arg/ П Val/. Согласно лемме 3 в множестве 
[{/M}]A имеется такая функция /25 , что Arg/25 = Val/25 = Arg/ и огра­
ничение /25 на множество Arg/ П Val/ является четной подстановкой, 
обратной к такой четной подстановке, которая образована ограничением 
функции / на Arg/ П Val/. Следовательно, функция / / 2 5 переводит а 
в Ь и является тождественной на множестве Arg/ П Val/. Этот случай 
уже рассмотрен выше. 

Если п = 3, но имеется еще один неодноэлементный цикл (di.. .dp), 
то функцию /2з определяем двойственной к функции / относительно чет­
ной подстановки (ab)(d1d2)- Далее продолжаем как и в случае п ^ 4. 

a 6 Ci Ci С3 с ii Cj eg Сз a 6 Ci C2 Сз \ж ^ \ж 
a 6 Ci C2 Сз a Ь Ci C2 Сз a Ь Ci C2 Сз 

/ /26 /27 

a b Ci c2 с3 

a Ь Ci c2 с3 

/27/26 
Рис. Ц 

Предположим, что в цикловом разложении подстановки 7Г на мно­
жестве Arg/ П Val/ присутствует только один неодноэлементный цикл 
(cic2c3). 

Пусть функции /2б, /27 двойственны функции / относительно чет­
ных подстановок (bc3c2), (aci)(bc2) (рис. 14). Тогда функция /27/2I51/ 
двойственна функции и%~х относительно любой четной подстановки, пе­
реводящей 0 в С\ и 1 в Ь. 
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Предположим, что цикловое разложение подстановки 7г содержит 
лишь циклы длины 1 и 2. Так как подстановка 7Г нечетна, а элементы а 
is. b входят в один цикл, то число двухэлементных циклов на множестве 

а Ь С\ с2 d\ d2 

a b C\ с2 d\ d2 

f 

a b C\ с2 d\ d 

a b C\ с2 d\ d2 
/28 

b сг c2 d\ d2 

a b C\ с2 d\ d2 
/28/ 

Рис. 15 

Arg/ П Val/ четно. Пусть (схс2), (did2) — два таких цикла. Обозначим 
через /2 8 функцию, двойственную к / относительно четной подстановки 
(ab)(c2di) (рис. 15). Тогда функция / 2 g/ удовлетворяет условию леммы 3 
(вне множества {а, 6, Ci,c2,di,d2} функция / 2 8 / тождественна). Далее 
рассуждаем так же, как при рассмотрении функции f2A. 

а а\ b с d 

а а\ b с d 
/29 

а ал 

а а\ Ь 
/зо 

a di b с d 

Рис. 16 
Допустим, что т = 1. Так как подстановка ж нечетна, то в ци­

кловом разложении 7Г на множестве Ek \ {a,di,b} имеется цикл четной 
длины. Сначала рассмотрим случай, когда цикл имеет длину 2 и со­
стоит, например, из элементов cud. Обозначим через /29 и /3о функции, 
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двойственные к функции / относительно четных подстановок (axdc) 
и (aca^ (рис. 16). Тогда функцию /зо/гэ1 можно взять в качестве функ­
ции / при га — 0. 

Предположим далее, что длина цикла не меньше четырех и сх,с2, 
с3 — три непосредственно следующих друг за другом элемента этого 
цикла. Обозначим через /3i функцию, двойственную к / относительно 
четной подстановки (ciC2c3). Тогда функция f31

xf удовлетворяет усло­
виям леммы 3. Мы придем к рассмотренному выше циклу длины 2, 
если в множестве [{f3\f}]A выберем такую функцию /32, что Arg/32 = 
Val/32 = Arg/, /32(а) = a, f32(ax) = ах и на множестве Ek \ {a,aub} 
функция / / 3 2 представляет собой транспозицию двух элементов. 

Пусть, наконец, га ^ 2. Если к ^ га + 4, то возьмем элементы c,d 
из множества Ек \ {а,ах,... ,am,b] и определим функцию /33 , которая 
является двойственной к функции / относительно четной подстановки 
(aia2)(cd). Тогда функция f33f будет удовлетворять условиям леммы 3. 
Следовательно, в множестве [ { / ^ / } ] А имеется такая функцию /34 , что 
Arg/34 = Val/34 = Arg/ и функция / / 3 4 удовлетворяет условиям из слу­
чая 3 при га ^ 1. 

Заметим, что в силу нечетности подстановки 7Г при нечетном га обя­
зано выполняться неравенство \Ек\{а, a l 9 . . . , am, Ь}| ^ 2. Поэтому пусть 
га четно. Если га ^ 4, то возьмем функцию /35 , двойственную к / относи­
тельно четной подстановки (aiai)(a3a4). Тогда функция f3b

xf удовлетво­
ряет условиям леммы 4. Далее проводим рассуждения как в предыдущем 
случае. 

а а\ a2 b а а\ а2 Ь а ах а2 Ь 

а\ а2 Ь а а\ а2 Ь а а\ а2 b 
/36 /зб /з7 /37 /а 

Рис. 11 

Пусть га = 2 и к е {4,5}. Обозначим через /Зб и /3 7 функции, 
двойственные к функции / относительно четных подстановок (aaia2) 
и (аах)(а2Ь) (рис. 17). Тогда функция f3if3e удовлетворяет условиям 
из случая 3 при га — 0. Лемма 11 доказана. 

Лемма 12. Пусть к четно, f 6 A*, |Arg/| = к/2 и Arg/D Val/ = 0. 
Если к/2 нечетно, то множество [{/}]А СОСТОИТ ИЗ всех функций дх и д2 
таких, что |Argjrij = k/2, Arg#i = VaL?i или Arggx П Val^ = 0, \Aigg2\ < 
k/2. Если k/2 четно, то функция f двойственна одной из функций 0ь»& 
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относительно подходящей четной подстановки; функции (k,€k не явля­
ются А-эквивалентными. Множество [{С*}]л состоит из всех функций дг 
и д2 таких, что |Arg0i| = к/2 и либо дх двойственна к (к относительно 
четной подстановки, либо дх является четной подстановкой на множе­
стве Argg1, Arggi = Val^b a |Arg^2| < к/2. Аналогичное утверждение 
справедливо для множества [{£к}]л-

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. При любом четном к пусть 7г — такая подста­
новка из А*, что 7г({0,2,... , к - 2}) = Arg/, и /i(4) = 5 , . . . , fx(k - 2) = 
к — 1, где / i = 7Г"1/71"- Тогда функция /j совпадает с одной из функций 

0 1 2 3 4 5 
/ i = C* 

к-2к 

к-2к- 1 

к-2к-1 

к-2к-1 

0 1 2 3 4 5 & - 2 f c - l 0 1 2 3 4 5 & - 2 A ; - 1 

к-2к-\ 0 1 2 3 4 5 
/ i = 6 

0 1 2 3 4 5 к-2к-\ 

0 1 2 3 4 5 к-2к-\ 

Рис. 18 

В случае нечетности числа к/2 возьмем функцию / 2 , двойственную 
к / i относительно четной подстановки (0123)(45).. .(к — 2, к — 1) (рис. 18). 
Так как функция f2fi удовлетворяет условиям леммы 2, то множеству 
[{/}]л приналежат все функции дх такие, что |Arg<7i| = к/2 и Arg^ = 

Кроме того, в силу леммы 6 в [{/}]л содержатся также все функции 
вида д2. Оставшиеся функции типа дх получаем в виде (p~xfg3(p, где 
9з £ [{ /}Ь, Arg#3 = Val#3 = Arg/ и <р 6 А*. 

Пусть к/2 четно, к ^ 8. Обозначим через / 3 функцию, двойствен­
ную к fi относительно четной подстановки (012345)(67)... (к — 2, к — 1) 
(рис. 19). Тогда функция / 3 / i удовлетворяет условиям леммы 3. 
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Рис. 19 

Следовательно, в каждом из множеств [{0ь}]л, [{£*}]д содержатся все 
функции дг такие, что |Arg*jri| = fc/2, Arg^i = Val</i, и дг является чет­
ной подстановкой на множестве Arg#i. Кроме того, из леммы 7 следует, 
что в каждом множестве [{С*}]А, [{£*}]л содержатся все функции вида д2. 

Так как на двухэлементном множестве четная подстановка тожде­
ственна, то принадлежность множеству [{С4}]л всех функций вида дг 
с условием Arg#i = Val^x вытекает из леммы 1; в этом случае следует 
рассмотреть функцию С Г ^ - Аналогичное утверждение справедливо для 
множества [{6*}]л-

Для завершения доказательства леммы остается показать, что в слу­
чае четности числа к/2 функции (к и £к не являются А-эквивалентными. 
С этой целью изучим строение функций Л, которые двойственны к (*, (jjT1 

относительно четных подстановок и удовлетворяют условиям Arg/i = 
ArgOb или Arg/fc = ValCfc. 
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Пусть сначала h = <p~1(k(P<> где <р Е Ак и Avg<p = Arg^ . Не­
трудно видеть, что в этом случае в цикловом разложении подстановки 
ср всякий цикл состоит только либо из четных чисел, либо из нечет­
ных. Пусть подстановка <р0 есть произведение всех «четных» циклов 
подстановки <р и всех одноэлементных циклов ( 1 ) , ( 3 ) , . . . , ( & - 1 ) . Ана­
логичным образом определим подстановку (ри используя «нечетные» ци­
клы подстановки (р и одноэлементные циклы (0), (2), . . . , (& — 2). Тогда 
ср — (p0<pi. Так как подстановка <р четна, то подстановки <р0 и (рг имеют 
одинаковую четность. Пользуясь тем, что ArgC* = {0 ,2 , . . . , к - 2} 
и ValOb = {1 ,3 , . . . ,к - 1}, получаем <р~1(к<Р = У^Сл^о- Далее, дей­
ствие подстановки (р^1 на множестве Val^ можно заменить эквивалент­
ным действием подходящей подстановки <р2 на множестве Arg^. Более 
точно, если в цикловом представлении подстановки ip\x каждое нечетное 
число 2 г + 1 заменить на четное число 2г, а каждое четное число 2j — 
на нечетное число 2j + 1, то для полученной после такой замены подста­
новки <р2 будем иметь (р^Ск = С*¥>2- Таким образом, <Pi1(k(Po — ObVWo-
Поскольку подстановка <р2 имеет такую же четность, что и подстановка 
(Pi1, приходим к выводу, что в рассматриваемом случае Avgh — ArgC* 
и функция h представима в виде h = (кф, где ф — четная подстановка 
на множестве Arg£*. 

Теперь предположим, что h = (р"гСк1(Р и Aigh = ArgC^. Тогда 
в цикловом разложении подстановки (р каждый цикл состоит из равного 
количества четных и нечетных чисел, причем четные и нечетные числа 
в цикле чередуются. Обозначим через и подстановку (01)(23).. .{к — 
2, к — 1). В силу четности числа к/2 четной будет и подстановка и. 
Имеем СдГ1 = и~1(ки;. Следовательно, h = (р~1и~1(к

(^(Р- Ясно, что 
в цикловом разложении подстановки инр каждый цикл состоит только 
либо из четных, либо из нечетных чисел. Кроме того, подстановка up 
четна как произведение двух четных подстановок. Таким образом, при­
ходим к разобранному выше случаю. Значит, функцию h можно пред­
ставить в виде h = (кФ, где ф — четная подстановка на множестве 
ArgC*. 

Аналогично рассматриваются случаи, когда Argh = Val£fc и h — 
(р'1Ск(Рч либо h = (р^1Ск

1(ру где (р £ А*. Однако здесь для функции h 
удобнее выбрать представление вида h = ф(к

г, где ф — четная подста­
новка на множестве ArgOb. 

Допустим, что & G [{0ь}]л- Тогда & = h8.. ,hu где функция Л,-, 
1 ^ г <: 5, двойственна одной из функций СкХк

1 относительно 
подходящей четной подстановки. Поскольку Arghx — Arg£* и Val/&, = 
Val£*, число s обязано быть нечетным и, кроме того, должны выпол­
няться равенства Axgh2 = Val^, Arg/i3 = Arg£*,.. . , Aigha — Arg^ . 
Если s ^ 3, то по доказанному функции hi и h2 можно представить в виде 
hx = СкФ\ч h2 = VbC*"1? где ф1,ф2 — четные подстановки на множестве 
ArgOb. Отсюда следует, что £к = h8.. . / ^ V ^ i - Продолжая этот процесс, 
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придем к равенству £к = (кф, где ф — четная подстановка на ArgC*. 
Однако функция £к получается из функции (к транспозицией элементов 
О и 2. Противоречие показывает, что £к £ [{(к}]л-

Аналогичным образом устанавливается, что (к £ [{£к}]А. Лемма 12 
доказана. 

Лемма 13. Пусть f £ Д4, |Arg/| = 3 и функция f является огра­
ничением на Arg/ нетождественной подстановки из четверной группы 
Клейна. Тогда множество [{/}]л состоит из всех функций g\,g2 к <7з 
таких, что | Arg^l = 3, g\ представляет собой ограничение на Arg#i под­
становки из четверной группы Клейна, |Arg^3| ^ 1> |Arg5f2| = 2, причем 
Arg<72 = Val̂ f2 либо Arg</2 П Val<gr2 = 0. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Функции вида д\ получаются из функции / пу­
тем перехода к двойственной функции относительно подходящей четной 
подстановки. В частности, к\ (Е [{/}]д. Согласно лемме 1 множеству 
К / } ] А принадлежат также функции а\ и /ii, где Arg/ii = {0,2} и hi то­
ждественна на Arg/ii. Поэтому в [{/}]д содержатся функции ц\ = к\а\ 
и (4 = к\Ь,\. В з я в в [{/4)Ь такую функцию /г2, что Arg/i2 = {0,2} 
и h2(x) — х + 2 (mod 4), получаем функцию £4

: & = С^г- Принадлеж­
ность всех функций вида д2 и д3 множеству [{/}]д теперь следует из 
лемм 2 и 12. Отсутствие в [{/}]л функций, отличных от перечисленных 
в формулировке леммы, можно проверить, например, непосредственно. 
Лемма 13 доказана. 

§3. Основные результаты 
Из лемм 1-5 и 9-13 вытекает следующая 
Теорема 1. Каждая непустая функция из Ак является А-жвива-

лентной одной из функций a\,fi\,ъ>%
к,г)%

к,6к,кк,(>к,£к,к\. Эти функции не 
являются А-эквивалентными (в том числе при различных значениях г). 

Непосредственный подсчет показывает, что в Д* имеется 4к — 3 + гк 
попарно не А-эквивалентных функций, где г4 = 4; гк = 3, если к кратно 4 
и к ^ 8; гк — 2, если к четно, к/2 нечетно и к ^ 6; гк = 0 при остальных 
значениях к. 

Теорема 2. Каждое множество непустых функций из Ак А-жвива-
лентно одному из наборов следующего списка основных функций 
(список А): 

• К } , 0 ^ гЧ к - 1; {/4},2 < i < *; {i/*}, 1 ^ г <: к - 1; {т?<},3 ^ 
i ^ ^ {вк}; {кк}^к ^ 4; {С*},& четно; {£к},к кратно 4; {к\}; 

• { a ^ a j " 1 } ^ ^ 2 ^ к - 2; {a'fc,/4}, 2 <J j < к, j <: % ^ к - 1 или 
j = к,0 <С г ^ к - 2; { a l X J , 1 ^ j ^ к - 1, j <$ i <; к - 1; К , rfk}, 
3 ^ j < к, j ^ г <С к - 1 или j = fc,0 ^ г ^ к - 2; {ak

k~\0k}; 
{aj.,rt4}, к = 4,0 ^ г ^ 2 яля 4 ^ г ^ fc - 1; {aj.,Cjk},& четно, 
fc/2 ^ г ^ fc - 1; {aj.,^},/? кратно 4, fc/2 ^ г ^ fc - 1; {а^к}}; 
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• {/*i-1»»tf}; {M4>«4>; {l*kk,2,(k},k кратно 4; 
• {"I»**}; W»«4}; {7/l.«4}; 
• {a*,a*_1,A*i}» 2^j^k-2,j^i^k-2; { a ^ a j - 1 , ^ } , 1 ^ j < 

* - 2 , j ^ i < * - 2 ; { a ^ a j - 1 , ^ } , 3 < j < * - 2, j ^ * < * - 2; 
{aj., a j _ 1 , к*}, 4 < t ^ Л-2 ; {<*;, a j - 1 , C*}, * четно, k/2^i^ k-2; 
{aj.,a£-1,£jb},/г кратно 4, &/2 ^ г ^ A; - 2; 

• {«L M*/2> Ct}, k кратно 4, A/2 < * ^ * - 1; {a£, i/|, к4}; {of, i/|, к}}. 
Любые два различных набора из списка (А) не Л-эквивалеятны. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Согласно теореме 1 каждая непустая функция 

из А* Л-эквивалентна одной из основных функций ak — к\. Поэтому для 
доказательства теоремы 2 необходимо, во-первых, установить, что лю­
бой набор основных функций Л-эквивалентен одному из наборов списка 
(А). Взяв всевозможные пары различных основных функций и исклю­
чая из них пары, попавшие в список (А), проверяем, что справедливы 
все равенства из следующего списка (список В): 

[{<*'*>М*}Ь = [{/4)Ь, если i < j < k или i = к - 1 и j = к; 
[{акУк}]л = [ К } ] д , если * < j ; 

[{«*> Vk}]A = [{Vk}]A, если i < j < к или i = к - l,j = к; 

[ К Л } ] А = [{6к}]л, если i^k-2; 
[{а\, к*}]д = [{«*}]д» если i ^ 3 и к > 4 или г = 3 и к = 4; 

[{<**> С*}]л = [{Оь}]д, если к четно и i < к/2; 

[{°*>&}Ь = [{6}]д, если к кратно 4 и г < к/2. 
[{а\,к\}]А = [{«4}]л, если г ^ 2; 

[{/**> А** >Ь = [{а*"1»/**}]^, если * < j ; 

[{ЛУк}]л = [{4}]А, если г ^ j ; 

{{^кУк}}л = [ { о Г \ / 4 } Ь , если » > j ; 

[{***> Tfc}h* = [{<4-1> ifoU, если i < j и либо j < А;, либо j - t > 1; 

[{ti,rfk}]A = [{/*[}]л, если i = j ; 

[{АМ)]л = [{<4Г\Л)]л, если i > j ; 

K / 4 , M U = [ Ш Ь , е с л и i^k-2; 

[{AMU = [ К _ 1 } ] д , если i = к - 1; 

[{AMU = [К~2,М*}]л, если * = к] 

[{/4>К*}Ь = [{«*>«*}]л, если » = 2; 
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[{(А,кк}]л = [{«*}]А, если г = 3,fc > 4; 

[{/**> к*}Ь = КМ*}]А, если t = 4; 

Км1>«*}Ь = [{а*>/4)]А, е с л и * > 4; 
КА4>С*}]А = [{<*}]А, если А; четно и либо г < к/2, 

либо А; не кратно 4 и г = к/2; 
К/4>С*}]А = [{а* /2~\м*}Ь» если А; четно и г > А;/2; 

[{/**> 6 } ] А = [ { 6 } ] А , если А; кратно 4 и г < к/2; 

[{м'*,6}]д = [{М* /2,С*}]А, если А; кратно 4 и г = к/2; 

[{М*>6}]А = [ { " * / 2 ~ \ М * } ] А , если А; кратно 4 и г > к/2; 

[Ы,К\}]А - [{к\}]л, если г = 2; 

[{М4'К4)]А = [{"1}]А, если г = 3; 

К / 4 « 4 } ] А = [ { « 4 ^ 4 } ] А , если г = 4. 

[К»***}]* = [{*{}]л, если г < j ; 

КИн vbU = [{<4_1> 'UHA, если г < j и либо j < А;, либо j - г > 1; 

[ К , 7 ? * } ^ = [{/**_1.»7*}]А» е с л и » = * - 1, j = Л; 

[{*4>»7*}]А = [ К } ] А , если г > j ; 
[{*>\Л}]А = [{Ок}]л, если i^k-2; 

ЫЛ}]л = [ К _ 1 } ] д , если t = * - 1; 
[{"!>«* }]А = [{к*}]л> если г < 3,А; > 4; 

[ M ' M U = [{f4'K4}U, если г = 3,А; = 4; 
[{^>к*}]л = [{"1}]А, если г $г 4; 

[ { ^ О Ь Ц А = [{С*}]А, если А; четно и г < А;/2; 
K ^ O J b = [ { ^ } ] А , е с л и к четно и г ^ А:/2; 

[ " К > 6 } ] А = К Ы ] А , если А; кратно 4 и г < А;/2; 
К ^ Ы Ь = [ "ЮЬ, если А; кратно 4 и г ^ А:/2; 

[М»*4}]* = [{К4>]А, если г = 1; 
[ { ^ . « U I A = [ М ) Ь , если г = 3. 

[{*?*> *7*}]А = [{а**"1,rfk}]A, если г < j ; 

[{*?*> #*}]А = [{^*}]А, если г < А;; 

[{»Й»М]л = [{ак
к-\т}к

к}]А, если г = *; 

[Ы,*к}]А = [{«*}]А, если г = 3,fc > 4; 
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[{vUKk}U = [{<*1,Чк}]л, если i ^ 4; 
[Wki(k})A = [{0ь}]л, если к четно и г <$ к/2; 

[{vUCk}]A = [{а* / 2 ~\^}]л , е с л и к ч етно и г > к/2; 
[Wki€k}]A = [{6}]л, если А; кратно 4 и г'^ А;/2; 

[{*?*> Ы Ь = [{akk/2'\Vk})A, если *г кратно 4 и г > к/2; 
[W^KDU = [{^4>]л, если г = 3; 

[ { ^ « ч Ж = [{al,vt}U, если г = 4. 
[{**,** }]А = [{»/4»«4}]д, если к = 4; 

[{0*,«*}]л = [{0*}]л, если А: ^ 5; 
[{0*,Оь}]л = [ { M b , если к четно; 

[{0*,6}]А = [{0*}Ь> если А; кратно 4 ; 

[{**>&}]* = [ { « 4 ^ 4 } ] А , если к = 4; 
[{«*,0ь}]л = [{«6}Ь, если А: = 6; 

[{*ь0ь}]л = [{С*}]А> если к четно и А; ^ 8; 

[{**>&}]>! = [{«4^4>]л, если к = 4; 
[{«*>ЫЬ = [{6}Ь> если А; кратно 4 и А; ^ 8; 

[ { С ь Ы Ь = [ Ы / 2 , С * } ] А , если А; кратно 4; 

[«4 ,^}Ь = [{^}]А. 

Чтобы установить эти равенства, следует воспользоваться леммами 
1—13 и рядом легко проверяемых утверждений. Так, если / € Д* 
и |Arg/| = г, то ajT1 Е [{/}]д- Поэтому, например, при г < j спра­
ведливо включение {а^Г1,/^} С [{/4>/4}]л- Вместе с тем /ij. = /x^aj."1. 
Следовательно, [{й,д{}] л = [{а1*"1,^Не­

справедливость равенства [{^jb"1^*}]^ = [{^_ 1}]е вытекает из сле­
дующих соображений. Функции ц\"1 и 0к принадлежат множеству 
KI/*"1}]i4 B силу леммы 5. Вместе с тем если функция / совпадает 
с функцией ц\ при к = 3 и двойственна функции /х*-1 относительно чет­
ной подстановки (01)(2,А; — 1) при к ^ 4, то функция вк/ удовлетворяет 
условию (с) леммы 11. Следовательно, и^"1 6 [{м*Г\^*}]л-

При доказательстве равенства [{^"S7?*}]^ = [{А**""1»1/*}]̂  включе­
ние jik

k~l £ [{^ib1}]^ следует из леммы 5, а включение v\~x Е 
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[{/х^-1,7/^}]д — из леммы 11, поскольку условию (с) этой леммы удов­
летворяет функция 7/£/, где / = ii\~l при к = 3 и / двойственна к ii\~l 

относительно четной подстановки (01)(2, fc — 1) при к ^ 4. 
Чтобы доказать равенство [{^|,«4}]л = [{Д4?к4}]л> замечаем, что 

функция Кф\ удовлетворяет условию (с) леммы 11. Значит, 
v\ 6 [{М4,к4}]л. Включение {\I\,K^ С [{^|,>ч}]л очевидно. 

Аналогичным образом устанавливаются остальные равенства 
из списка (В). Из этих равенств вытекает, что каждое множество непус­
тых функций из Ад; А-эквивалентно такому множеству основных функ­
ций, в котором содержится не более двух различных основных функций 
(2)-(9). Все эти не более чем двухэлементные наборы основных функций 
(2)-(9) приведены в списке (А). Рассматривая также функции а\ и поль­
зуясь леммой 1 и соотношением off1 6 [{/}]л> где |Arg/| = г, приходим 
к полному списку (А). То, что различные наборы из списка (А) не явля­
ются А-эквивалентными, следует из лемм 1, 5-10, 12 и 13. Теорема 2 
доказана. 

Из теоремы 2 следует, что число А-замкнутых классов функций из 
Ак равно числу наборов в списке (А). Непосредственный подсчет пока­
зывает, что последнее число равно 

3k2 -4k + 2+ I 

5, если к = 3, 
27, если к = 4, 
fc, если к нечетно и к ^ 5, 
2&, если к четно, к не делится на 4 и к ^ 6, 

t 7/2к + 1, если к кратно 4 и к ^ 8. 
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