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НИЖНИЕ ОЦЕНКИ СЛОЖНОСТИ 
СУЖЕНИЙ БУЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ*) 

А. В. Чашкии 

Изучается сложность сужений булевых функций при их реали­
зации различными управляющими системами. Установлены нижние 
оценки для сложности самых сложных сужений на области фиксиро­
ванной мощности. Показано, что в случае схем из функциональных 
элементов полученные оценки оптимальны по порядку. Установлено, 
что для каждой булевой функции от п переменных, сложность реа­
лизации которой схемами из функциональных элементов превышает 
величину п2+с , б — произвольная положительная константа, найдется 
область в {0,1}П, сужение на которую имеет нелинейную сложность, 
и эта сложность не более чем в постоянное число раз отличается от 
сложности самой сложной частичной функции, определенной в данной 
области. Доказано, что любая булева функция от п переменных од­
нозначно определяется по своим значениям не более чем в п областях, 
мощности которых не более чем в полиномиальное (относительно п) 
число раз превосходят сложность функции. 

Введение 

Пусть / ( # 1 , . . . , хп) — произвольная булева функция. Сложностью 
L(f) функции / называется число элементов в минимальной схеме из 
функциональных элементов в базисе {V, &,""}, реализующей функцию 
/ . Сложностью Lk(f) функции / называется число контактов в мини­
мальной контактной схеме, реализующей / . Пусть В — произвольный 
базис, состоящий из двухместных функций и содержащий дизъюнкцию 
и конъюнкцию. Сложностью L<f,(f) функции / называется число вхожде­
ний переменных в минимальную формулу в базисе J9, реализующую эту 
функцию. Пусть D' С D С {0 ,1} п . Сужением функции h : D —> {0,1} 
на область D' называется функция д : D' —> {0,1} такая, что при всех 
х € D' справедливо равенство д(х) = h(x). Сужение функции / на 
область D будем обозначать через fD. 

*) Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда­
ментальных исследований (код проекта 96-01-01068). 
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В настоящей работе рассматриваются две задачи. Первая заклю­
чается в следующем: для конкретной управляющей системы (схемы из 
функциональных элементов, контактной схемы, формулы), произволь­
ной булевой функции / и множества М, состоящего из всех областей 
из {0,1}П фиксированной мощности d, требуется установить нижнюю 
оценку для сложности самого сложного сужения / на области из М. 
Вторая задача является в некотором смысле предельным случаем пер­
вой и для схем из функциональных элементов формулируется следую­
щим образом: для произвольной булевой функции / требуется уста­
новить нижнюю оценку для сложности самого сложного сужения / # , 
удовлетворяющего с точностью до постоянного множителя равенству 
L(fr>)logL(fD) = \D\. (Всюду в этой статье log обозначает логарифм 
по основанию 2.) Сложность сужения в первом случае оценивается че­
рез сложность рассматриваемой функции и мощность области сужения, 
во втором случае — через сложность функции и число ее аргументов. 
Эти задачи, а также некоторые другие, подобные им, рассматривались 
в [5, б]. 

Кратко перечислим основные результаты, полученные в настоящей 
работе, и укажем их возможные применения. Результаты, относящи­
еся к решению первой задачи, содержатся в теоремах 4, 7 и 9. Нижние 
оценки для сложности сужений в случае реализации булевых функций 
схемами из функциональных элементов представлены в теореме 4. Из 
этой теоремы следует, что у любой функции f от п переменных, слож­
ность которой L(f) по крайней мере квадратична, существует область 
полиномиальной относительно L(f) мощности, сложность сужения 
на которую функции / по порядку не более чем в п/ log n раз отличается 
от L(f). 

Установленные в теореме 6 верхние оценки для сложности сужений 
функций полиномиального веса показывают, что нижняя оценка из тео­
ремы 4 оптимальна по порядку, т. е. существуют функции, для которых 
сложность любого сужения на область фиксированной мощности по по­
рядку не превосходит нижней оценки из этой теоремы. 

Чуть менее точные результаты получены в теореме 7 при реализа­
ции функций контактными схемами и в теореме 9 для формул. 

Решение второй задачи содержится в теоремах 5, 8 и 10. Наи­
больший интерес представляет теорема 5. Согласно этой теореме для 
любой булевой функции от п переменных, сложность реализации кото­
рой схемами из функциональных элементов превышает величину п2+б, 
б — сколь угодно малая положительная константа, можно найти такую 
область Z), что сужение функции на D имеет нелинейную сложность, 
которая лишь в фиксированное число раз отличается от сложности 
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самой сложной определенной на D функции. Теорема 5 позволяет пе­
ренести на произвольные булевы функции ряд «плохих» свойств, ко­
торыми обладают функции, имеющие максимальную по порядку слож­
ность (результаты будут опубликованы позднее). Среди этих «плохих» 
свойств наибольший интерес представляют два. 

Первое свойство заключается в том, что при вычислении любой мак­
симально сложной по порядку функции использование датчиков случай­
ных чисел позволяет не более чем в фиксированное число раз уменьшить 
время вычисления (утверждение верно и в том случае, когда правильное 
значение функции вычисляется с вероятностью, отличной от единицы). 
Это свойство легко установить, используя результат О. Б. Лупанова [3] 
о сложности реализаций булевых функций малого веса. Второе свойство 
состоит в том, что среднее время вычисления любой максимально слож­
ной по порядку функции не более чем в постоянное число раз отличается 
от ее обычной схемной сложности. Это свойство легко извлекается из 
упомянутого результата О. Б. Лупанова и из доказательства теоремы 1 
из [7]. Доказательства всех упомянутых теорем основаны на важном ре­
зультате, приведенном в теореме 1. Неформально этот результат может 
быть сформулирован в виде следующего предложения. 

Каждая булева функция f от п переменных может быть представ­
лена в виде пороговой суммы своих сужений fDi на некоторые области 
Д-, т. е. / = M ( / D l , . . . , / D # ) , где М — функция голосования, причем 
мощности этих областей не более чем в п3 раз превышают сложность 
функции, а число областей не превосходит п. Используя теорему 1, 
можно получить аналоги теорем 4 и 5 как для других управляющих 
систем (плоские схемы, схемы ограниченной глубины и т. д.), так и для 
мер сложности, отличных от рассматриваемых в настоящей работе (на­
пример, для глубины схем). Теорема 1 имеет интересное следствие: для 
любой булевой функции от п переменных можно указать не более п об­
ластей таких, что их мощности не более чем в п3 раз превышают слож­
ность функции / , а функция / однозначно определяется по своим зна­
чениям в этих областях, т. е. вся информация о функции содержится в 
этих областях. 

Далее, как правило, без специального упоминания будем полагать, 
что п — число переменных всех рассматриваемых ниже функций не 
меньше некоторого п0. Через с,-, г = 0 , 1 , . . . , обозначаются подходящие 
константы. 

1. Сужения булевых функций 

Во введении сужение булевой функции было определено как частич­
ная функция. В настоящем пункте это определение уточняется. 
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Пусть D\ С D2 С {0,1}п, Р2 — множество всех полностью опреде­
ленных булевых функций от п переменных, P2{D\) — множество всех 
частичных булевых функций от п переменных, определенных в облас­
ти Dx; F : P2(Di) —• Р2 такая функция, что для любой / Е P2(Di) 
справедливо равенство {F{f))ox = / . Функцию F(f) назовем продол­
жением функции / на область D2 относительно функции F. Введенное 
понятие позволяет для каждой / Е P2(Di) и х € D2 однозначно опреде­
лить значение / (# ) . Поэтому рассматривая далее сужение произвольной 
функции / на некоторую область Z>, будем считать это сужение полно­
стью определенной функцией, т. е. значения /о(я) определены не только 
для х € 22, но и для х £ D. 

Рассмотрим важный частный случай, указав конкретную функцию 
F. Пусть /л : g -+ R+ — произвольная вычислимая положительная 
функция, определенная на множестве всех полностью определенных бу­
левых функций. Распространим \х на частичные булевы функции. Пусть 
D С {0,1}П и / : D —> {0,1}. Значение fi на / определим следующим 
образом: 

М / ) = ?"П
#М(Л). 

Линейно упорядочим все полностью определенные булевы функции от п 
переменных. Сделать это можно разными способами, например сравни­
вая векторы значений функций как целые числа, записанные в двоич­
ной системе счисления. Пусть Dt С D2 С {0,1}п. Каждой частичной 
булевой функции / : Di —• {0,1} поставим в соответствие полностью 
определенную булеву функцию h\ являющуюся минимальной (относи­
тельно указанного выше линейного порядка) среди таких функций Л, 
что / = hDl и / /( /) = n(h). Положим F(f) = h'. Построенное про­
должение (функцию F(f)) будем называть минимальным продолжением 
функции / относительно функции \х на область D2. 

Продолжения функций будем обозначать далее так же, как и сами 
продолжаемые функции, т. е. F(f) будем обозначать символом / . 

2. Пороговые суммы 

Будем говорить, что функция / представима в виде пороговой сум­
мы функций Л ь . . . , Л , , если имеет место равенство / = M(/ i i , . . . ,Л , ) , 
где М — функция голосования. 

Пусть, как и ранее, \i : g —• R+ — произвольная вычислимая поло­
жительная функция, определенная на множестве всех полностью опреде­
ленных булевых функций. Обозначим через Np(L,n) число полностью 
определенных булевых функций от п переменных, на которых значение 
ji не превосходит L. Справедлива следующая 
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Теорема 1. Пусть L, d — положительные, р ^ 2 — натуральное*\ 
D С {0,1}", \D\ > п, \D\ > d, \D\ }> 2d\og(4\D\/d),d^lQp\n(Nlt(L,n)\D\) 
и f : D -* {0,1}. Далее, пусть для любой области D' такой, что D' С D 
и \D'\ ^ pd(log(4|D|/d))2, справедливо неравенство /*(Д>') ^ L. Тогда 
среди областей D' имеются области DX,...,D, такие, что 

j=i 

где 

£(/(*) Ф/лД*)) < /, / = M(fDl,...,fDl), 

\og(\D\/(d\og(\D\/d)) 
1 = + 1, s = pi - 1. log(d/3pln(JV„(I,n)|i?|))| 

В основе доказательства теоремы лежит следующая конструкция. 
В области Z), в которой определена исследуемая функция / , рассматри­
ваются выбранные по определенному правилу А области D1 и продолже­
ния сужений функции / на эти области. Параметры теоремы подобраны 
так, что число областей значительно превосходит число продолжений, 
которое оценивается через значение \i. Поэтому на очень большой доле 
областей сужения продолжаются одной и той же функцией. Отношение 
этих двух чисел — числа областей и числа продолжений — так велико, 
что объединение областей D', на которых продолжения совпадают, по­
крывает почти всю область D. Следовательно, существует некоторая 
функция #, являющаяся продолжением функции fDi на D и совпадаю­
щая с / на почти всех наборах из D. Повторив подобные рассуждения 
s раз, каждый раз используя новое правило выбора областей, можно 
показать, что существует s таких функций. Правила выбора областей 
таковы, что на каждом наборе из D значения лишь ограниченного числа 
функций g отличаются от соответствующего значения / . 

Прежде чем доказывать теорему, убедимся в справедливости не­
скольких вспомогательных утверждений (леммы 1-4). 

Рассмотрим произвольное положительное число b и последователь­
ности d0,^1,. . . ,d e , где dk = {d^d\,... ,dj}, d{ — натуральные. Если 
при каждом fc € { 1 , 2 , . . . , $ — 1} справедливы неравенства 

С Ч < С (*?+Ч*? + <*?-1*-1, (1) 
то последовательность dk назовем fc-м потомком последовательности d° 
и числа 6. 

*) Для доказательства всех приводимых ниже утверждений, являющихся 
следствием теоремы 1, достаточно положить р = 2. Большие значения 
этого параметра необходимы для доказательства результатов, не вошед­
ших в настоящую работу. 
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Лемма 1. Пусть последовательность dk = { d * , ^ , . . . ,d£} является 
k-м потомком последовательности d° = {d^} и числа 6. Тогда 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Воспользуемся индукцией по к. При к = 1 
утверждение леммы следует из (1). Предположим, что утверждение 
верно при к = п — 1. Тогда имеем 

=»-< ((:г0+(- тх)) - •-*<(:)-
Лемма 1 доказана. 

Лемма 2. Пусть a,b и d — натуральные числа такие, что а ^ 6 ^ d, 
а с = (*) / (*). Тогда справедливо неравенство 

b^ a — ad""1 In с. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как а ^ 6 ^ d ^ 0, то из определения вели­
чины с непосредственно следует, что 

a ( a - l ) . . . ( a - - d + l ) a 
6 ( 6 - l ) . . . ( 6 - d + 1) 6 

В силу неравенства hit ^ 1 — 1/t, справедливого при любом О 1, имеем 

ln(a/6) ^ 1 - 6/a. 

Следовательно, 
In с ^ d(l - 6/a), 

т. е. 
6 ^ a — ad"1 In с. 

Лемма 2 доказана. 
Последовательность натуральных чисел &0,...,&,_i назовем согла­

сованной относительно последовательности натуральных чисел / 0 , . . . , 
/,_!, если при каждом г, 0 ^ % < 5 - 1, справедливы неравенства 

где /, = max L. Отметим, что при любой фиксированной последова-

тельности /o, . . . , /«-i и любом фиксированном числе kj последователь­
ность &о,..., &#_i определяется однозначно. 
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Пусть D = {Z)0 , . . . , Dk„i} — система непересекающихся множеств, 
j — минимальный индекс такой, что \Dj\ = max | Д | . Систему мно-

и ^ t ^ л — 1 

жеств D' = {D'0,..., J9J._i} назовем (d, к)-подсистемой системы £), если 
D\ С А при 0 ^ г ^ к — 1, последовательность |2?о1> • • •» l^i- i l согласо­
вана относительно последовательности | J9 0 | , . . . , |Ab-i| и \D'^\ = d. 

Заметим, что при конкретных d и к не всякая система множеств 
{D0,..., Dfc-i} имеет (d, &)-подсистему. В следующей лемме устанавли­
вается достаточное условие существования такой подсистемы и доказы­
вается верхняя оценка для ее мощности. 

Л е м м а 3. Пусть D С {0,1}п , \D\ ^ п, {D0, • • • > D*-i} — разбиение 
области D, n ^ log|Z?| — натуральное и min | Д | ^ е/к^(4|2}|/й). 

Тогда в {Д), • - .,-Djb-i} имеются ^,к)-подсистемы и для любой такой 
подсистемы {D'0J..., £*_!} справедливы соотношения: 

(а) |Д| | ^ <*, 

(b)2|D tU^Hog(4|D|/d). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Без ограничения общности будем считать, что 
\D0\ = т а х | Д | , |jDjb-i| = т т | Д | . Сначала убедимся в том, что си-
стема множеств {D0,..., -Djb-i} содержит хотя бы одну (d, &)-подсистему 
{D'0,...,/?]!._!}, далее докажем неравенство (Ь), а затем оценим мощ­
ность множества |J9||. Положим |£\'| = dt и d0 = d. Легко видеть, что 
для существования (d, &)-подсистемы достаточно, чтобы при некотором 
р, р $: |jDib_i|/2, было справедливо неравенство ^Dk~1^ ^ ('^°')« Дей-
ствительно, так как (™) возрастает по га, то С^*') ^ ('jC>fc~1') ^ ('^°'), 
а уменьшая р можно найти такое dt-, что ('^') ^ ('^°') и (^[) < ('^о!)-
Покажем, что если |-Djb-i| ^ dlog(4|D|/d), то при |Z?|, большем некото­
рой константы, такое р найдется. Положим р — |_(dlog(4|D|/d))/2j. Так 
как при любом n ^ 10 справедливы неравенства (n/3)n < n\ < (n/2)n и 
(2^) ^ 22 п + 2/2п, то в силу условий леммы имеем 

Л # * - 1 | \ ^ №Р\ ^ 2 2 Р + 2 ^ 2dlog(4|£>|/d)-log(dlog(4|P|/d)) 

Следовательно, в разбиении {D 0 , . . .,Dfc-i} обязательно существуют 
(d, &)-подсистемы и d,- ^ [(dlog(4|D|/d))/2j. Поэтому 

fc-i , 

£d,<-d*log(4|0|/d). 
i=0 
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Утверждение (Ъ) леммы доказано. Предположим, что при некотором г 
справедливо неравенство d,- < d0. Тогда имеем 

Однако по определению (d, &)-подсистемы неравенство ('̂ .*') ^ С^°') 
справедливо при всех г. Таким образом, справедливо утверждение (а) 
леммы. Лемма 3 доказана. 

Пусть D — произвольное n-элементное множество. При любом т £ 
{ 1 , . . . , п) перенумеруем все га-элементные подмножества множества D, 
присвоив каждому подмножеству D1 его номер ND(D') такой, что 1 ^ 
ND{D') ^ Q ) и ND(D>) ф ND(D"), если D' ф D". 

Пусть D = {D0,..., Dk-i} — система непересекающихся множеств, 
D1 = {D'0,..., D'k_^} есть (d, &)-подсистема системы D, \Dj\ = 

max \Di\. Систему множеств D' назовем регулярной (d, &)-подсистемой 
системы D, если Np.(JDJ) = NDj(Dj). Легко видеть, что если у системы 
{D0,..., jDjb-i} существует (d, &)-подсистема, то у нее также существует 
и регулярная (d, А;)-подсистема. Отметим одно простое, но важное свой­
ство регулярных подсистем, лежащее в основе доказательства приводи­
мой ниже леммы 4. Если D' = {D'Q,..., D'kmml} и D" = {DQ,..., -D£_i} две 
регулярные (d, &)-подсистемы системы D и при некотором г множества 
D\ и D" различны, то при любом s, 0 ^ s ^ & — 1, различны множества 
D'8 и D". ДЛЯ регулярной подсистемы D' = {D'Q,..., D^^} через i ) ' обо­
значим множество, являющееся объединением всех множеств D[ из D', 

т. е. D' = Q Д-. 
Пусть / : D —• {0,1}. Величина w(f) = X^ €# / ( ж ) называется еесол* 

частичной булевой функции / . Справедлива следующая 
Лемма 4. Пусть L — положительное, D С {0,1}п , \D\ ^ n, d ^ 

log |Z?| — натуральное, f : D —• {0,1} я {С, Д>> - • •, Dk-i} — такое раз­
биение области D, что min | Д | ^ dlog(4|D|/d). Далее, пусть для 

любой области D' такой, что 

С CD'CD, \D'\^\C\ + ±dk\og(4\D\/d), 

справедливо неравенство / / ( / D / ) ^ L. Тогда среди областей D' имеются 
область D" и функция д : D" —• {0,1}, продолжение которой на D обла­
дает следующими свойствами: 

(a) ц(д) ^ D, 
(b) w(fDi@gDi) ^ \Di\ 1 п ( ^ ( £ , п ) | Di\)d~l npnO^i^k-l, 
(c) fc =9c. 



Нижние оценки сложности 83 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Кратко поясним основную идею доказательства 
леммы. Она заключается в следующем. В области D рассматрива­
ются различные подмножества, являющиеся объединением области С 
и множества некоторой регулярной (d, /г)-подсистемы разбиения {D0,..., 
^jb-i} области D \С. По условию леммы для каждого такого подмно­
жества D' справедливо неравенство //(//>/) ^ £, т. е. существует не­
которая полностью определенная функция h такая, что /j,(h) ^ L и h 
на D' совпадает с / . Другими словами, каждой частичной функции fDi 
соответствует ее продолжение h и fx(h) ^ L. Если число регулярных под­
систем, а следовательно, и число рассматриваемых подмножеств суще­
ственно больше числа различных функций, на которых /i не превосходит 
L, то на значительной доле этих подмножеств функции / соответствует 
одно и то же продолжение h. Значит, / совпадает с Л на объедине­
нии этих подмножеств. Поэтому для доказательства леммы достаточно 
найти такие множества Wo,... ,W*_i, где W{ С Д , минимально воз­
можной мощности, которые будут гарантировать существование в раз­
биении {Wo,. . . , Wj._i} необходимого числа регулярных (d, &)-подсистем, 
равного отношению числа всех регулярных (d, &)-подсистем разбиения 
{JD0, . . . , jDfc-i} к числу различных функций, на которых /z не превосхо­
дит L. 

Как и при доказательстве предыдущей леммы, без ограничения общ­
ности будем считать, что |Д>| = max | Д-| и |-D*_i| = min | Д-|. Пусть R — 
произвольная регулярная (d, &)-подсистема разбиения {D0,.. .,Dk_i}. 
Существование такой подсистемы следует из леммы 3. Через R обозна­
чим множество этой подсистемы. Положив d, = |jR П Д | , имеем do == d. 

Рассмотрим множество М = {М,- = С U iZ,}, состоящее из множеств 
всех регулярных (d, &)-подсистем Д, разбиения {D0,.. ,,Dk-i} области 
D\C, объединенных с С, и частичные функции /,- : М, —• {0,1} такие, 
что fi(x) = f(x) при ж 6 Mj. В силу леммы 3 при каждом г имеем 
\Mi\ ^ \С\ + |dHog(4|Z)|/d). Поэтому из условий леммы следует, что 
при любом г справедливо неравенство 

иШ < L. 

Так как число различных регулярных (d, &)-подсистем Д, равно ('^°'), 
то число различных множеств М, также равно ('^°'). Поэтому в силу 
последнего неравенства среди этих множеств найдется не менее ('^°') 
ЛГДД п ) - 1 таких, на которых сужения функции / имеют одно и то же 
продолжение д. Пусть W — объединение всех этих множеств, W = D \ 
W, Wi = Wr\Di и Wi = WDDi. Очевидно, что fi(g) ^ Д fc = дсж значе­
ния функций # и / совпадают в области W и, возможно, различны в W. 
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Поэтому w(fDi © gDi) = \Wi\ и для доказательства леммы достаточно 
установить справедливость неравенства \W{\ ^ \Di\\R(Nn(L,n)\Di\)drl. 
Оценим сверху мощность области W{. Сначала отметим, что область Wi 
должна быть достаточно велика для того, чтобы в ней нашлось не менее 
(^N^L.n)-1 областей мощности d{. Поэтому должно быть справед­
ливым следующее неравенство: 

(тк^-чт)-
Так как 

/ |А|\ / |Д| \|A|-rf,- + l / |Д| \ (D0\\ 

/|£>J\ < / |Z)0 |\ |A|-d, + l 

« Д И - Ш а д . , ^ ^ 
Следовательно, 

™)/('*')<ВД ,д,. 
Далее в силу леммы 2 имеем 

|Щ| ^ |А| - lAlM^i.rOlADdr1. 
Так как Д = W, U W», то, используя утверждение (а) леммы 3, из по­
следнего неравенства получаем 

\Wi\ < |A|in(7VM(x,n)|A|Kn ^ lAiin^i.tOlADd-1. 
Лемма 4 доказана. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1 разобьем на пять этапов. На первом 
этапе построим относительно небольшие области 2?1?...,Z>, и опреде­
лим в этих областях такие функции д1,.. .,д8, что д% = //>., /х(<7') ^ £ 
и каждая д{ на значительной доле наборов из D совпадает с / . Требуе­
мые области и функции будем определять последовательно. На каждом 
шаге будем использовать лемму 4, применяя ее к функции / и к некото­
рому разбиению {С*, Df,,..., D\) области £>, полученному на предыду­
щем шаге. (Здесь верхний индекс указывает на то, что множества по­
строены на г-м шаге.) В доказательстве будут использованы вспомога­
тельные множества Wj и 5 ] , причем при каждом г ^ 1 множества DjUBj, 
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j € {0, . . . ,г}, образуют разбиение области £), т. е. D = \J {D%- U 2?j). 
j=0 

Так как в условиях леммы 4 параметр d натуральный, то использо­
вать эту лемму будем с новым параметром d! = \d\. На втором этапе 
установим важное свойство, которое для каждого х 6 D позволяет опре­
делить функции д% такие, что дг(х) ф f(x). Будет показано, что если 
х G D* U 2?*, то число таких функций равно j . На третьем этапе дока­
зательства оценим мощности множеств, построенных на первом этапе, 
в том числе и множеств Z?j-U5j. Покажем, что, начиная с некоторых г и j , 
все множества Dj U Bj будут пустыми. На четвертом этапе определим 
условия, при которых на первом этапе возможно применение леммы 4. 
Наконец, на пятом этапе установим, что области и функции, построен­
ные на первом этапе, удовлетворяют условию теоремы. 

1. Определим области / ? ! , . . . , £ ) , и функции д1,..., #*. Сделаем это 
индуктивно. Базой индукции являются область Бг и функция д1. Сна­
чала опишем два первых шага, т. е. определим области Z?i, D2, разбие­
ния {C°,Z)g}, {C\Dl

0,D{} и функции д\ д2. Положим £ ° = D, С0 = 0. 
К функции / и областям {C°,DQ} применим лемму 4. Легко видеть, 
что сделать это можно: справедливость условий леммы 4 следует из 
справедливости условий теоремы 1. В силу леммы 4 найдется область 
D\ С JD, 1.0X1 ^ \d'\og{A\D\ld'), и функция д1 : Dx -> {0,1}, продолжение 
которой на D обладает следующими свойствами: 

(a) /itf) ^ L, 
(b) wifQg1) < |О0°|1п(^(Х,п)|^0°|)/^. 
Положим 

W* = {x\xeD, Лх)фд\х)}. 
Очевидно, что 

\Wl\^\Dl\HM^n)\Dl\)/dl. 
Теперь определим множества Dj , D{, 2?Q, B\, С1 . Положим 

Dl
0 = Dl\Wl Вг

о=0. 
Так как по условию теоремы d ^ 16phi(Nli(Ly n)|I}|), N^L, п) ^ 1 и \D\ ^ 
2dlog(4|D|/d), то из полученной выше оценки для \Wl\ следует, что 
\W}\ < ±\D\. Поэтому 

oq 9Q 
l^ol = \D\ ~ \W\\ > -\D\ > -d'\og{A\D\ld') > d'\og(4\D\/d'). 

Далее, положим 

есш \W}\ > d'\og(4\D\/d'); 

1*1 = 0, B\ = Wl 
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если \Wl\ < d'\og(4\D\/d'), и, наконец, 

с1 = в1ив{. 
Очевидно, что D = (Dx

0 U B%) U (D\ U В\). Поэтому С1 = D \ (Dl
0 U 

Z)J) и {CS-Dj '^ i} является разбиением области D. Легко видеть, что 
справедливы неравенства 

\D\\ < \D°0\, \D\\ < |W?| < р° | 1п (ЛГД1 ,п ) | ^ | )К-

Область JDx, функция д1, множества W^B^B\ и разбиение {С1, J9Q, ^ i ) 
области Z) определены. Очевидно, что 

если xeDluBl, то f(x) = дг(х), 
если « e C j u f l J , то /(х)фд\х). 

Перейдем к определению области D2, функции д2 и нового разби­
ения области D. Заметим, что если D\ непусто, то по построению 
\D\\ ^ d/log(4|J9|/d/). Поэтому снова можно воспользоваться леммой 4. 
Применим ее к функции / и либо к разбиению {Cl,D\,D\}, если D\ 
непусто, либо к разбиению { С 1 , ! ^ } , если D\ пусто. В результате по­
лучим новую область D2 С D, \D2\ ^ |СХ| + d'log(4\D\/d'), и функцию 
д2 : D2 —> {0,1}, продолжение которой на D обладает следующими свой­
ствами: 

w(fD]®g2
Dl) < ID]\HN,{L,n)\D]\)ld', % e {0,1} (3) 

Положим*) 

W2 = {x\x e Dlf(x) ф g2(x)}, W2 = {x\x € D\J(x) ф g2(x)}; 

D2 = B1
OUD1

O\W2HB2 = 0, 

если \В\ UDl
0\ W?\ > d'\og(4\D\/d'); 

Dl = 0vlB2
o = B1

oUD1
o\W?, 

если \Bl UDl\ W2\ < d'log(A\D\/d'); 

D\ = B\ U W2 U D\ \ W2 и В\ = 0 , 

если \B\ U W2 U D\ \ W2\ > d'log(4|D|/d /); 

D2 = 0nB2 = B\ U W2 U D\ \ Wl, 

*) Далее полагаем, что операция взятия разности двух множеств выполняется 
раньше других теоретико-множественных операций. 
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если \В\ U W2 U D\ \ W2\ < d'log(4\D\/d'); 

D\ = W2 и В2 = 0, 

если |W2
2 |^d'log(4|I?|/d'); 

D\ = 0*Bl = Wl 
если |W| I < d'log(4|Z>|/d'), и, наконец, 

С2 = В2 U Я? U Я2
2. 

Легко видеть, что D = (D2, U fig) U (Я2 U Я2) U {D2 U 5 | ) . Так как 
все 6 множеств В?, Df попарно не пересекаются, то С2 = D \ (D2 U D2 U 
D2). Поэтому {C2,DQ,D2, D2,} является разбиением области D. Оценим 
сверху мощности перечисленных областей. В силу (3) имеем 

\W2\ $ |Z?i | ln(iV,(L,n)|^|)/d' , \W2\ < \D\\\n(N,(L,n)\Dl\)/d'. 

Очевидно также, что 

\D2\ + \B2\ < \D\\ + \B\\ + | ^ | l n ( i V , ( X , n ) | ^ | ) / d ' , 
IDH^lDlllniN^L^lDWyd'. 

Область £>2> функция д2 и новое разбиение {С2, D%, D\, DQ области 
D определены. Определены также множества W2, W| , В%, В2 , В\. От­
метим одно важное свойство множеств В} U 2)2, г £ {0,1,2}, являющееся 
аналогом свойства (2). Если х £ В\ U £)2, то дх(х) = #2(ж) — / ( ж ) - Если 
ж £ Б ^ и / ^ т о р 1 ^ ) ф д2(х),т.е. значение только одной из построенных 
функций на наборе х совпадает со значением f(x). Если х £ В2 U D2 , то 
д\х) = <,2(х) ф f(x). 

Предположим, что уже найдены область Dm_i, функция дт ! , раз­
биение {Ст-\ D^~\ . . . , D%l\} и такие множества В^~\ . . . , 5 £ z i , что 
{В™~1 U Д ™ " 1 } ^ 1 также является разбиением области D. Определим 
функцию дт, разбиение {Cm,D™,.. .,!?!£} и новые множества 5™, . . . , 
Б™ такие, что {2?™ U D™}?L0 — разбиение области D. Пусть qm_i — чи­
сло непустых множеств среди D™~1,..., JDJJJIJ. К функции / и непустым 
множествам разбиения {C m _ 1 , D™~1,..., DJ^lJ} применим лемму 4. Для 
того чтобы это можно было сделать, достаточно выполнения следующих 
двух условий: 

(a) min Wr'l >d>log(4\D\/d), 
| P - - 1 | > 0 

(b) для любой области D' такой, что 

С"""1 CD'CD, \D'\ < 1С""-1! + l-d'qm^ \og(4\D\/d'), 
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справедливо неравенство 

Потребуем выполнения этих условий. Их справедливость докажем 
ниже, в п. 4 доказательства настоящей теоремы, Итак, воспользуемся 
леммой 4. В результате получим область Dm С D такую, что 

|М»| ^ 1С"1"1! + «ffr-i log(4|X>|/rf'), (4) 

и функцию дт : Dm —• {0,1}, продолжение которой на D обладает сле­
дующими свойствами: 

М<П ̂  L, (5) 
«КЛ>г- ©#-- ) < РГММ^^.») !^ - 1 ! ) /^ (6) 

/с—1 = ^с—1- (7) 

Положим 

Wr = {x\xeDT.-1\ f(x)^gm(x)}, l ^ i ^ m ; 

Я™ = Я™"1 и Df-1 \ W? и В£ = 0 , 

если IBJ- 1 U Р? 1 - 1 \ И71 ^ d'log(4|Z?|/d'); 

Д£* = 0 , Я™ = Я™"1 U Z?^"1 \ И?*, 

если l ^ - 1 U Г С - 1 \ WTI < d'\og(4\D\/d'). 
Пусть 1 ^ г ^ т — 1. Положим 

Dm = вт-1 у ^ у дт-1 у цгт^ и Д т _ 0 > 

если | Я Г - 1 U £>Г_1 \ WRi\> d'log(A\D\/d'); 

D? = 0 , ВТ = В!""1 U Wr1 U и Г " 1 \ W^i , 

если 1ВГ"1 U ̂ Г " 1 \ W £ i | < d'log(4|£»|/d'); 

^ = сия: = 0, 
если \WZ\ > d'log(4|Z?|/d'); 

д: = 0и5: = с , 
если \W£\ < d'log(4|D|/d'), и, наконец, 

С т= (J 5,!". 
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Так как D™U50
m = В^~г U {D^~l \ W?), D? U В? = В?-1 UW^U 

Dr1\W%1,DZUB% = WZ,To 

( J {D? \JB?) = (В™-1 U D™-1 \ W?) 

и ( U (£,m_1 и W7" и (z>,m_1 \ W+x))J и и с 

= (J ( в Г ' и Д " " 1 ) ^ . 

Поскольку все множества В™ и D? попарно не пересекаются, имеем 

Cm = D\( (J DA 

и {Cm , 2}™,..., D™} является разбиением области D. Все необходимые 
множества построены. 

2. Индукцией по верхнему индексу покажем, что если х Е В™ U D™, 
то 

m 
^ ( / ( x ) 0 ^ ( a : ) ) = t, (8) 
i= i 

т. е. среди функций gl,...,gm найдется ровно г функций, значения ко­
торых отличны от / (х ) . Случай тп = 1 был рассмотрен выше. Предпо­
ложим, что доказываемое свойство справедливо при m = к. Допустим, 
что х 6 Bf.U D*. Тогда по предположению индукции 53(/(ж) © ^ ( я ) ) = 

*+i 
г. Пусть /(ж) — дк+1(х). Следовательно, ]Г)(/(Ж) Ф 9j(x)) — * и и з 

i = i 
определения множеств W/, -В* и £)̂  следует, что ж ^ W^J1. Поэтому 

*+i 
х £ £*+ 1 U Д?+ 1 . Если же f(x) ф дк+1(х), то £ ( / ( ж ) ® ^'(ж)) = * + 1» 

i= i 
х € И ^ 1 , и, следовательно, ж 6 fif+i1 U i^+i1. Равенство (8) доказано. 

3. Оценим сверху мощности множеств С т , 5™, Д™, а также мно­
жеств D™ = В™ U Д™. Пусть кт — число непустых множеств В™. Из 
определения множеств В™ следует, что \В™\ < d'log(4\D\/d'). Поэтому 

|Cm |<d'A;m log(4|^ | /d ') . (9) 

Оценим сверху мощности множеств J9™ и D™. В силу неравен­
ства (6) и определения множества W™ при 1 ^ г; ^ т имеем 

\Wr\ $ iDr^lHN^n^DZ-^/d'. 
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Так как D? U В? = В?'1 U W7" U D?~l \ W^ и D™ U В£ = W£, то 

| д т и я,т1 < |£>Г-1 и 5Г_11 + |И7"1 = \ВТ~У\ + |£>Г-11 + IWTI, 

Отсюда и из неравенства |£)™| ^ |Д^ | ^ \D\ следует, что 

|5^|<|5^:}1М^(ь,п)|1?|)/|Г, (ю) 
\D?\ ^ fex| + i f e ^ M J V ^ I . n ) ! / ? ! ) / ^ , l ^ i ^ m - l . (11) 

Так как из определения множеств D™ и 5™ следует вложение D™l)B™ С 

Сравнивая последнее неравенство и неравенства (10), (11) с (1), не­
трудно видеть, что последовательность \D™\,..., \D™\ является га-м по­
томком последовательности, состоящей из одного элемента, равного |D| 
(напомним, что D^ = D), и числа R = (hL(Np(Lin)\D\))~"ld'. Поэтому 
в силу леммы 1 имеем 

PrmAmu(7)A"W 
Так как по условию теоремы d ̂  16р1п(^(2/,п)|£)|) и d! = |_d], то 

Л > 12р. (12) 

Теперь покажем, что \D\^t\ = 0 при любых г,£, j , удовлетворяющих сле­
дующим неравенствам: 

i > log2(\D\/(dlog(4\D\/d))/log(R/3p)y ( К * О Ч i(p- 1). (13) 

Убедимся в этом методом от противного. Предположим, что |Д-+*| > 0. 
Тогда в силу определения множеств JDjJJ имеем 

2\D\%{\ > 2d'\og(4\D\/d') > d\og(A\D\/d). 

Поэтому 

dlog(4|£>|/d) < 2|2>{#| ^ 2(* + ^)л- '-* |1>| . 

Так как для всех п справедливо неравенство п\ ^ (п/е)п , то в силу (13) 
имеем 
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Объединяя два последних неравенства, после несложных преобразований 
получаем 

\D\/(d\og(4\D\/d)) > (R/Sp)i+t. 
Логарифмируя это неравенство, имеем 

i + t < \og(\D\/(d\og(4\D\/d))/\og(R/Zp). 

Противоречие с (13). Следовательно, \D]+J
t | = 0 при всех i,j и /, удовлет­

воряющих (13). Теперь методом от противного покажем, что \В^\ = О 
при любых i,t,j таких, что 

i 2 l+\og(\D\/(d\og(4\D\/d))/\og(R/Zp) и 0 < < О ' < i ( p - 1). (14) 

Пусть Hi — множество всех таких пар ( j , /) , которые вместе с г удов­
летворяют неравенствам (14) и для которых справедливо неравенство 
\B%%+t\ > 0- Введем числа V и j \ зависящие от г. Положим 

t' = min t. j ' = min j . 

Очевидно, что V > О и j ' > 0. Из определения множеств В™ и W™ 
следует, что В$ = В%Г1 U W?#' U D^,~l \ Wftf^ и И ® 1 = { Ф € 
^ ' l i , f{x) ф 9i+j,^(x)}. Пусть а; € Я | # . Тогда либо я? € В\$Г\ 
либо ж G W7+/' > л и ^о ж € D\+t,~l. Первый случай невозможен в силу 
выбора j ' и t1. Во втором случае х £ W7+/< С A'+t'Ii- Однако в силу (13) 
и (14) множество D%^vZl пусто. Следовательно, второй случай также 
невозможен. Невозможен и третий случай, так как в силу (13) и (14) 
множество D\+t,~l пусто. Поэтому сделанное предположение неверно. 
Таким образом, показано, что если тройка (iyj,t) удовлетворяет (14), то 

|Я!#1 = |1ЭД| = 0. (15) 
4. Найдем достаточные условия существования функции дт. Для 

этого определим условия применимости леммы 4. Как было отмече­
но выше, для этого достаточно установить справедливость следующих 
условий: 

(a) min №?-'{> d'\og{4\D\/d)-
|2>!*- l|>0 

(b) если область D' является такой, что 

где qm~i — число непустых множеств D™-1, то 
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Выполнение условия (а) непосредственно следует из определения 
множеств Dj. Покажем, что справедливость условия (Ь) следует из не­
равенства 

-\og(\D\/(dlog(\D\/d))-\ 
т ^ р + 2р. \og{R/3p) 

Так как d! ^ d и при d ^ \D\ функция d(log(|D|/d))2 возрастает по d, 
то в силу (9) и неравенства qm-\ + km^i ^ m для любого рассматривае­
мого множества D' имеем 

\D'\ ^ (т - qm^)d]og{A\D\/d) + \dqm^ log(4|£»|/d) ^ d\og(4\D\/d)m. 

Далее, используя (12) и неравенство \D\ > 2dlog(4|Z)|/d), из условий 
теоремы получаем 

Поэтому при 

т ^ га' = р 
\og(\D\/(d\og(\D\/d)) 

+ 2р 

(16) 

1о8(Д/Зр) 

справедливо неравенство m < log(4\D\/d). Следовательно, 

\D'\ < 1С"""1! + ^ft»-ilog(4|2>|/<0 < pd(\og(4\D\/d'))\ 

Таким образом, при га ^ га' из условий теоремы и неравенства (16) 
следует справедливость условия (Ь). Следовательно, функция дт су­
ществует. 

5. Положим 
riog(|£>|/(rflog(p|/d))-

+ I \og(R/Sp) 
и s = pi — 1. В этом случае 

\log(\D\/(d\og(\D\/d))] 
s = р\ 1 ( п / о ч | + р — 1. 

log(£/3p) 

Следовательно, как показано в п. 4, существует функция д*, а вместе 
с ней и функции jr1 , . . . ,5*""1. Так как по построению р* = fDi, а из (4) 
и (16) следует неравенство | Д | < pd(\og(4\D\/df))2, то согласно (5) при 
всех г имеем 

Покажем, что для любого х £ D среди функций д1,... ,д8 найдется 
менее / функций, значения которых на наборе х отличаются от f(x). 
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Действительно, в силу (15) при г ^ I справедливы равенства \D\\ = О 
и \В*\ = 0. А так как D = (J (Б* U /?*), то для любого х е D имеем 
х € U {Щ^Щ)- Наконец, из (8) следует, что для любого х Е B-\JD* 

справедливо равенство ^(f(x)(Bg*(x)) = i. Следовательно, для любого 

х € D справедливо неравенство 

Е(/(*)©^(*))<', 
поэтому 

/ = M ( / C l , . . . , / / , . ) . 
Теорема 1 доказана. 

Доказанная теорема имеет интересное следствие (теорема 2). Преж­
де чем сформулировать эту теорему, дадим одно определение. Пусть 
D С {0,1}п , / : D -» {0,1}, 2?х,..., D9 С D. Будем говорить, что функ­
ция / однозначно определяется по значениям в областях 2?ь . . . , D5, если 
существует алгоритм А, не зависящий ни от / , ни от п, ни от обла­
стей D i , . . . , D$, который, получая на входе эти области (список наборов 
с указанием каким областям принадлежит каждый набор) и значения 
функции / на наборах из этих областей, вычисляет значения / на всех 
наборах из D. 

Теорема 2. Пусть D С {0,1}", / : D -> {0,1}, \D\ ^ n, \D\ J> d, 
d ^ 321n(7Vr

/i(//(/),n)|D|) и \D\ > 2rflog(4|Z?|/rf). Тогда имеются такие 
области DU...,D„ Dt С D, \D{\ ^ 2d(log(4|D|/d))2, 

, = J log(\D\/(dlog(\D\/d)) 1 _ 
\log(d/3pln(N^(f),n)\D\))\ ' 

что функция f однозначно определяется по своим значениям в этих 
областях. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассматривая сужения булевых функций, будем 
использовать минимальные продолжения этих сужений относительно /х. 
Очевидно, что в этом случае для любой области D' С D справедливо не­
равенство fi(fD') ^ А*(/)- Полагая р = 2 и L = /х(/), видим, что все усло­
вия теоремы 1 выполнены. Следовательно, существуют такие области 
Z?i, . . . , D8J что / = M(fDl , . . . , / # . ) , где М — функция голосования. Так 
как при заданной функции /г частичные функции f D l , . . . , fDe рассма­
триваются как полностью определенные, то значение / на любом наборе 
из D однозначно определяется значениями функций fDi. В свою оче­
редь, каждая функция fD. однозначно определяется по своим значениям 
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в области Д . Требуемый алгоритм устроен следующим образом. Для 
каждой области Д- рассматриваются всевозможные полностью опреде­
ленные булевы функции, значения которых в области Д совпадают с со­
ответствующими значениями функции / . Для каждой из этих функций 
вычисляется значение //. Среди функций с минимальным значением /л 
выбирается минимальная относительно введенного в первом пункте по­
рядка функция. Значение функции / на любом наборе из {0,1}П вычис­
ляется голосованием среди значений s выбранных функций. Теорема 2 
доказана. 

Без доказательства приведем простое следствие теоремы 2. 

Следствие. Пусть f : {0,1}П —• {0,1}. Тогда, существуют такие 
области Д , . . . , Д , где s < 2\n/logn] я | Д | ^ 40n3L(f)hiL(f), что 
функция f однозначно определяется по своим значениям в этих областях. 

Пусть функция /л такова, что 

Д а д ь п ) ^ Л £ ь , - , п | . (17) 

Из (17) легко следует неравенство 
N,(L,n)^2^2K (18) 

Отметим, что условию (17) удовлетворяют многие естественные ме­
ры сложности булевых функций и, в частности, сложности реализации 
функций различными управляющими системами. Доказываемая ниже 
теорема показывает, что почти все функции имеют сложные сужения. 
Для схем из функциональных элементов в теореме 4 аналогичный ре­
зультат будет доказан для всех функций. 

Теорема 3. Яусть /х такова, что выполняется неравенство (17), 
a q = log(2n/\n(Ntl(L,n)2n)). Тогда для почти каждой булевой функ­
ции f от п переменных такой, что /х(/) = Ь, я любого целого 

М > 64(1о^2 п + 2 /М^(2 , ,п )2 п ) ) ) 3 1п(^(1 ,п)2 п ) 

среди областей мощности М имеется область D' такая, что 

c0\og(Mq/ln(N,(L,n))) 
KID') ^ L- \og(2"/ln(N,(L,n))) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточно убедиться в справедливости теоре­
мы только для минимальных продолжений. Сделаем это методом от 
противного. Положим d — M/2q2. Предположим, что при некоторой 
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константе 6 > 0 найдется не менее SN^L^n) таких функций / , что для 
любой области D мощности М справедливо неравенство 

Llog(d/ln(N,(L,n)2»)) 
Я Л ^ 91og(2»/6In(^(I,n)2»))' 

Множество таких функций обозначим через F(L,n). Оценим мощность 
множества F(L, n). Все булевы функции от п переменных перенумеруем 
так, что для любых двух функций / и h номер функции / больше номера 
функции Л, если //(/) > /x(/i). Пусть / — произвольная функция из 
F{L,n). Легко видеть, что d > 321п(^(1,п)2п)) и М > 2d(log2n+2/df. 
Так как для любых областей D' и JD, D' С JD, справедливо неравенство 
М(/Е>') ^ M(/D)? Т О МОЖНО воспользоваться теоремой 1, положив р = 2. 
Из этой теоремы следует, что среди областей D' мощности М', М' ^ 
2d(log 2n+2/d)2 ^ М, имеются такие области Z? l5..., JD,, ЧТО 

/ = M(/ 1 ) l , . . . , / I , . ) , 

где 
log(2V(rflog(2Vrf))) 5 = 21 - 1 И / 

31og(2V(<nog(2"/rf))) 
1оё(й/61п(^(Х,п)2»)) | " log(d/61n(^(I,n)2"))' 

Функция / однозначно определяется своими сужениями fDl,...,//?,, или, 
что то же самое, номерами этих сужений. Положим 

31og(2"/61n(iV,(I(/),n)2"))) 
log(d/61n(iVM(I(/),n)2»)) • 

Тогда имеем 5 < 2R и / / ( / D J ^ L/ZR. Поскольку 
|П£ ,п ) | ^ (^ (£ /ЗД ,п ) ) 2 Д , 

в силу (17) имеем 
\F{L,n)\ ^ (A^Z/3i?,tt))2 i4 Np(2L/3,n). 

Так как по предположению |F(Z/,n)| ^ SN^b^n), то из (17) и предыду­
щего неравенства следует, что 

МГД1/3,п)ДГД21/3,n) ^ SN^L.n) ^ #„(2Z/3,п) 
или, применяя (18), 

« 2 ^ <С 1. 
Поскольку £ — константа, приходим к противоречию. Следовательно, 
сделанное предположение неверно. Поэтому почти у каждой функции / 
найдется такое сужение fD, что 

Llog(d/6HN,(L,n)2"))) 
^JD)' 91og(2«/61n(^(X,n)2«))-
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Из условий теоремы легко получаем неравенство 

log(Mg/(321n(JV^(L,n)2n))) ^ 4 log q. 

Следовательно, 
£log(Mg/61n(^(L,n)2")) - 31og(? 

^JD)' 91og(2V61n(iV,(I,n)2-)) 

Х1о е(Мд/61п(^(1,п)2п)) Llog(Mg/61n(JVM(I,n))) 
^ 361og(2n /61n(^(I ,n)2n)) ^ 361og(2"/61n(iV/i(JL,n)))' 

Теорема З доказана. 

3. Нижние оценки для сложности 
сужений булевых функций. 

Схемы из функциональных элементов 
Все встречающиеся ниже сужения продолжаются при помощи мини­

мальных продолжений относительно соответствующих мер сложности. 
Пусть N(L,n) обозначает число неизоморфных схем из функцио­

нальных элементов в базисе {V,&,~}, каждая из которых имеет п вхо­
дов, 1 выход и сложность, не превосходящую L. Из результата О. Б. Лу-
панова [8] следует, что 

JV(i;>n)<(c1(L + n))L + n . . 
Введем функцию N(L,n) = (cx(L + n) ) L + n . Эту функцию будем исполь­
зовать вместо функции N(L,n). Такая замена позволит упростить мно­
гие преобразования. Заметим, что все доказываемые ниже утверждения 
останутся справедливыми при замене функции N(L, n) на любую другую 
функцию Я(Х, п) такую, что # ( £ , п) > N(L, п) и In # ( £ , n) — вогнутая 
по L функция. Справедлива следующая 

Теорема 4. Пусть функция f : {0,1}П —• {0,1} существенно за­
висят от всех переменных. Тогда среди областей мощности М, М ^ 
L(f)logL(f), имеется область D такая, что сложность 2/(/Ь) минималь­
ного продолжения функции fD удовлетворяет неравенству 

Mlog(2^ 2 / l og iV(L( / ) , n ) ) \ 
г / , ч i , r , , 4 C 2 l 0 g logN(L(f),n) L(fD) ^ max n - 1,Z(/) 6 i w;> ; 

log(2»+VlogJV(L(/),n)) 
/ 

Перед тем как доказывать теорему, сделаем ряд замечаний, касаю­
щихся формулировки теоремы. Прежде всего, напомним [1, 8], что час­
тичная булева функция, определенная на множестве мощности М, мо­
жет быть реализована схемой, содержащей не более (1 + o( l ) )M/ logM 
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элементов. Поэтому можно утверждать, что среди функций сложнос­
ти L найдутся функция / и область D мощности LlogL такие, что 
L(fD) = О(Х). Таким образом, ограничение М ^ L(f)logL(f) явля­
ется достаточно естественным и указывает на размер области сужения, 
при котором сложность сужаемой функции не обязательно уменьшается. 
Далее, величина из правой части неравенства теоремы достаточно гро­
моздка. Поэтому имеет смысл привести хотя и более слабое, но бо­
лее простое неравенство. Легко видеть, что множитель, стоящий после 
L(f), тем меньше, чем меньше L(f) и М. Следовательно, минимальное 
значение множителя будет достигаться на функциях полиномиальной 
сложности и в областях полиномиальной мощности. В этом случае не­
равенство теоремы принимает следующий вид: 

c2log^ 
Д / ^ ^ т а х ^ п - ! , ^ / ) ^ ^ ) 

Доказательство теоремы основано на приводимых ниже леммах 5-8, 
к формулировке и доказательству которых мы переходим. 

Л е м м а 5. Пусть L,d — положительные, L ^ п — 1, D С {0,1}п , 
\D\ > d, \D\ > 2rflog(4|2?|/d) , d > 321n(#(Z,n)|D|) я / : D -+ {0,1}. 
Далее, пусть для любой области D' такой, что D' С D и \D'\ ^ 
2d(log(4|i)|/d))2, справедливо неравенство L(fD>) ^ L. Тогда 

Hf) < L %\og{\D\l{d\og{\D\/d))) ^ filog(|£>|/(61n(iV(I,n)|D|)) 
log(<*/61n(iV(L,n)|Z)|)) uL \og(d/6\n(N(L,n)\D\)) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПОЛОЖИМ р - 2, N^(L,n) = N(L,n). Легко 
видеть, что в этом случае из справедливости условий настоящей лем­
мы следует справедливость условий теоремы 1. Согласно этой теореме 
имеем 

f=M(fDl,...,fD.), 
\og(\D\/(dlog(\D\/d))Y 

где L(fD.) ^ L,l = + 1, s = 21 — 1. Учитывая, log(d/6H/V(L,n)|I>|))! 

ных преобразований получаем, что при любом достаточно большом п 
справедливы неравенства 

•\og{\D\l{d\og(\D\ld))Y 
L(f) ^L[2 

( ' 

< ( 1 + 18) (2 

log(d/m(N(L,n)\D\)) 
log(\D\/(dlog(\D\/d))y 
log(d/6ln(N(L,n)\D\)) 

Лемма 5 доказана. 

+ 11 + 18* 

\ 6log(\D\/(dlog(\D\/d))) 
+ Л log(d/m(N(L,n)\D\)) 

6\og(\D\/(6ln(N(L,n)\D\)) 
\og(d/Q\n(N(L,n)\D\)) • 

<L 
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Лемма 6. Пусть D С {0,1}", / : D -»• {0,1}, 

r m w B n6log(lD|/61n(iV(X,n)|£»|)) 
М Л * I» Ч log(d/61n(AT(X,n)|Z?|)) ' 

М ^ 64(log(4|£»|/(ln(iV(JL(/),n)|£>|)))2lii(JV(JL(/),n)|I?|), 

d = M/21og(4|£»|/(ln(iV(I(/),n)|£>|)))2, |Z?| £ 2d(log(4|£|/d)) и |D| > rf. 
Тогда среди областей мощности М имеется область D' такая, что 

T(f w f r n l o g W 6 1 n ( i V ( I ( / ) , n ) P l ) ) ) 
U D ' J * М Л 6 1 о ё ( Р | / 1 п ( Л Г ( Д / ) , п ) Р | ) ) -

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Используем метод от противного. Предполо­
жим, что для любой области D мощности М справедливо неравенство 

r(f ч r r m logW61n( iV(I ( / ) ,n)p | ) ) 
l / l " ' U J 61og(p | / ln ( iV( i ( / ) ,n ) | i ? | ) ) -

Положим L = maxjrjjjrĵ Af L(fD). Будем считать, что L < L(f). В про­
тивном случае утверждение леммы тривиально. Легко видеть, что 
d > 321n(JV(£(/), n\D\)) и М > 2d(log(4|£>|/d))2. Поэтому можно вос­
пользоваться леммой 5. Из этой леммы следует, что 

61og(W(61n(iV(L, r a)p |))) 
U)- log(d/6\n(N(L,n)\D\)) • 

Но тогда в силу сделанного предположения имеем 
log(d/6ln(N(L(f),n)\D\)) 

L < L(f) 6log(\D\/\n(N(L(f),n)\D\)) 
log(d/6\n(N(L(f),n)\D\)) 6log(\D\/6ln(N(L,n)\D\)) 

^ 6log(\D\/ln(N(L(f),n)\D\)) \og(d/6ln(N(L,n)\D\)) ' l ) 

Пусть x>y>z>t>0. Тогда 
11 — Z X — t у — t X — t 

x — z у — t x — t у — t 
Положим x = log |2}|, у = logd, z = log(61n(JV(L(/),n)|2?|)) и t = 

log(61n(iV(iy,n)|Z)|)). Преобразуя (19) с помощью полученного неравен­
ства, получаем L < L. Противоречие. Лемма 6 доказана. 

Лемма 7. Пусть функция f : {0,1}п -> {0,1} существенно зави­
сит от всех переменных, q = log(2n+2/ln(iV(L(/),n)2n)) и М ^ 64д3 

ln(N(L(f),n)2n). Тогда среди областей мощности М имеется область 
D1 такая, что 

T(f w . n log(M g / to(JV(£(/ ) ,n)2")) logq 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Положим d = M/2q2. Так как 

M^64g 3 ln ( iV(I ( / ) ,n)2 n ) , 

легко видеть, что 

log(Mq/ln(N(L(f),n)2n)) > 4logg - 5. 

Далее имеем 
log(d/(6hi(N(L(f),n)2r))) log(M/12gln(iV(Z(/),n)2")) 
61og(2»/ln(JV(I(/),n)2»)) " 61og(2»/ln(JV(L(/),n)2») 

log(Mg/ln(iV(£(/),n)2")) - 31ogg - log 12 
61og(2»/ln(AT(L(/),n)2») 

log(Mg / ln(iV(I(/),n)2")) logg 

" 241og(2n/ln(J/V(X(/),n)2»)) " 6q ' 

Из этих неравенств следует, что если 
log(Mg/ln(iV(X(/),n)2")) logg 

Х ( / ) 24д" * Х ( / ) 1 Г * ' 
то можно воспользоваться леммой 6. 

Пусть эти неравенства выполняются. Тогда найдется область D1 

такая, что 
T(f w r r n log(Mg/ ln ( iV( I ( / ) ,n )2" ) ) logg 

Если L(f)1-^1- < n - 1, то существование требуемой области следует из 
существенной зависимости f от п переменных. Лемма 7 доказана. 

Л е м м а 8. Пусть функция f : {0,1}п —> {0,1} существенно зави­
сит от всех переменных, L(f) = o(2n/n), q = log(2n+2/ln(7V(L(/),n)2n)) 
и L(f)lnL(f) ^ M ^ 64g3ln(7V(Z/(/),n)2n). Тогда среди областей мощ­
ности М имеется область D такая, что 

T(f w „ f Jog (M g / l n ( j y (£ ( / ) , n )2" ) ) L{fD) > Щ) — . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Доказывая лемму, будем полагать, что слож­
ность всех рассматриваемых сужений не меньше п - 1. Если это не так, 
то, как и при доказательстве предыдущей леммы, легко видеть, что су­
ществование требуемой области следует из существенной зависимости 
f от п переменных. 

Положим М0 = 64q3hi(N(L(f),n)2n). В силу леммы 7 найдется та­
кая область D' мощности [М0], что 

L{fD,)>LUY 6д 
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Без ограничения общности можно считать, что L(fD>) = | \L(/)*^"| . 
Положим 

и, 64< ' {^ЙЩЦ^мщ) ь«(ВДЛ,).-ж.). (log?)5 

Тогда при любом достаточно большом п имеем неравенства 

1 1 * (log?)5 V°g ln(iV(X(/)^,n)) J ^ " W ' 6q 'n ) 2 } 

< ( io7^ ( 1 ° g 9 4 ) 2 3 j L ( / ) ^ l n Z / ( / ) * L^)b^(/) ^ M0. 
Положим d = M/2(log(4M0/ln(J/V(L(/D/),n)M0)))2. Для применимо­

сти к функции /р/ леммы б достаточно показать, что М0 ^ d и М0 ^ 2d 
log(4M0/d). Здесь, как и в лемме 6, мощность области сужения обо­
значим символом М. Положим х = Mo/d. Тогда второе неравенство 
можно переписать в виде д(х) = х - 2 log ж - 4 ^ 0. Поскольку #(16) = 4 
и д'{х) > 0 при х ^ 16, имеем д(х) > 0 при х ^ 16. Поэтому достаточно 
убедиться, что М0 ^ 16d. Так как 

M0/d :> M/d = 2 (log , / Л Г / г
4 5 ° ч 4W4 I 

Л 4.649
31п(Ж£(/),п)2п\2

 ft/1 , ^ 3 4 2 
V ln(iV(i(/ i?/),n)Mo) / 

£ ( / ) = o(2n/n) и g растет с ростом п, то M0/d^ 128 и можно применить 
лемму 6. Эта лемма гарантирует существование такой области D C D ' , 
что \D\ = М и 

Tff^Tff ч logW6ln(AT W o , ) , n )M 0 ) ) ) 
M / P J ^ ^ ^ ' ^ i o g ( M 0 / l n ( i V ( I ( / C ( ) , n ) M o ) ) -

Так как f±f £ f при 6 ̂  a, N(L(fD,),n) ^ N(L(f),n) , М ̂  М0, то 

T(f\>T(f 4l2gJjL51oglogjg logg r r n
l Q g g 

ДЛ>) > ДЛ><) 6log(64g3)) * L ( / D , ) 2 5 t o ^ ^ L ( / ) 1 5 0 ^ ' 

Поскольку М ̂  64g3ln(iV(i/(/),n)2n), легко видеть, что 

l o g O \\og{MqlHN{L{f),n)2n)). 

Следовательно, 

Лемма 8 доказана. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 4. Будем полагать, что сложность 
каждого рассматриваемого сужения не меньше п — 1. Если это не так, то 
существование требуемой области следует из существенной зависимости 
f от п переменнных. 

Если L{f) = @(2n/n), то утверждение теоремы тривиально. При 
L(f) = o(2n/n) утверждение теоремы следует из лемм 7 и 8. При 
L(f)hiL(f) ^ М ^ 64g3ln(iV(2/(/),n)2n) воспользуемся леммой 8. Из 
этой леммы следует существование такой области D мощности М, что 

Ц/в) > Ц/) — . 

При М ^ 64g3ln(iV(Z(/),n)2n) из леммы 7 следует, что существует та­
кая область D мощности М, что 

T(f w r r n l og (M g / l n ( iV( I ( / ) , n )2" ) ) 
Ц/D) > Ц/) — . 

Таким образом, при всех М ^ L(f)hiL(f) существует область D 
мощности М такая, что 

ИМ > Д / ) С»1° 8 (М ? /1 . (ДГ(Г( / ) , П )Г) ) 

Так как # j ^ | при 6 ^ а, то при 2n ^ M/ In 2 имеем 

c 3 bg ( 
Ц/в)>Ц/)— V 

Mlog(2"/log(iV(I(/),n)2"))4 

h21og(jy(X(/),n)) , 
log(2»/bgiV(I( / ) ,n)) 

При L(f) ^ № - 1 и 2" ) log(iV(l/(/),n)) последнее неравенство очевид­
ными преобразованиями приводится к виду 

/Mlog(2"+VlogiV(£( / ) ,n)) \ 

п п > f m
 4 н iogiv(i(/),n) ; 

Д / С ) * Щ ) log(2«+VlogiV(i(/),n)) • 
Теорема 4 доказана. 

В следующей теореме для произвольных булевых функций доказы­
вается нижняя оценка для мощности областей в {0,1}п , сложность су­
жения на которые не более чем в постоянное число раз отличается от 
сложности самых сложных частичных функций, которые могут быть 
определены в областях подобной мощности. Неформально можно ска­
зать, что в теореме 5 устанавливается локальная одинаковость с точки 
зрения сложности всех булевых функций, сложность которых превосхо­
дит некоторое пороговое значение. 

Положим log(fc) n = log log .. .log п и log* n = к, если 0 < log(*^ п ^ 1. 
к раз 
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Теорема 5. Существуют такие константы съ и сб, что для любой 
функции f : {0,1}п —> {0,1}, которая существенно зависит от всех пе­
ременных и L(f) ^ n2+t (е — произвольная положительная константа), 
найдется область D С {0,1}П такая, что сложность L{fo) минимального 
продолжения fD удовлетворяет неравенствам: 

(a)L(fD)\ogL(fD)^2\D\, 
(b)L(fD)logL(fD)2c5\D\, 
(c)L(fD)2L(f)/(q.c1*'), 

где q = log(2n/ln(JV(L(/),n)2n)). 
Сначала сформулируем и докажем две используемые в этом доказа­

тельстве леммы. 

Л е м м а 9. Яусть L }> nlogn, D С {0,1}п, a = \D\/2LlogL, f : D -» 
{0,1}, \D\ ^ 217L\ogL. Далее, пусть для любой области D' такой, что 
D' С D, \D'\ ^ 4Llogiy(loga)3, справедливо неравенство L(fD>) ^ L. 
Тогда 

, < ^ 0 g l oga ' l og (a / loga ) 
^ log log a 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Положим d = (loga) -22ylogi. Нетрудно пока­
зать, что при выполнении условий настоящей леммы при всех п, боль­
ших некоторого тг0, справедливы неравенства 

ln(N(L,n)\D\) ^LlogL, a ^ 216, d £ 32ln(N(L,n)\D\). (20) 

Тогда 

/ Aa 
2d(\og{A\D\ld))2 <: 2(loga) 21 log L « log 

log a 

«4il°gL-(bg2lSi)3- (21) 

Продолжая последнее неравенство, видим, что при a ^ 216 имеет место 
неравенство 

2<f(log(4|JD|/oO)2 <С 4LlogL (loga)3 ^ \D\. (22) 

Из (21) следует, что для любой области D' такой, что D' С D и 

\D'\ ^ 2d(log(4\D\/d))\ 

справедливо неравенство L(fD>) ^ L. Пользуясь этим фактом и соотно­
шениями (20)-(22), видим, что можно воспользоваться леммой 5. Так 



Нижние оценки сложности 103 

как \D\/d = a/ log а, то, учитывая неравенство а ^ 216, имеем 

6 1 o g j 1 ' f ' , , 61og / 7 Л < г dl°g([J>l/d) logq-log(a/loga) 
Ш ^ log(d/12ZlogI) ^ log loga- log6 

24 log: 
< L loga-log(a/loga) 

^ log log a 

Лемма 9 доказана. 

Лемма 10. Пусть D С {0,1}П, / : D -* {О,1}, \D\ > 217L(f)logL(f) 

3 I 

найдется область ш^ь{^шЬ) таких, что D С D и \D\ = 

Z)' такая, что 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПОЛОЖИМ a = |D|/2Z/logi/ и i> = \D\/2L(f) 
log L(f). Докажем лемму методом от противного. Предположим, что 
для любой области I), удовлетворяющей условиям леммы, справедливо 
неравенство 

Положим L = тах~2,( /~) . Тогда 

1 < «<Щ1- ( 2 3> 
Из леммы 9 следует, что 

24 log -
L(f) *£ L b g ^ b g ( a / l o g a ) 

log log a 

Так как L ^ nlog n, log a < n, то L(/) < L2 и log £ ( / ) / log L < 2. Поэтому 

a= L(f)\ogL{f) 48 log a 
6 L log L log log a' 

Следовательно, 
a log log a 

ft > . 
48 log a 
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Объединив (23) с (24) и подставив последнее неравенство, получаем 
а 

log: 
L L loga-log(a/loga) log log Ь 

log log a log b 
a 

log r — : — 7 - т г ~ ~ Т 1о6 
< I loga-log(a/loga) < ^ loga »log(a/loga) 

log 6 " a log log a 
ё 48 log a 

Покажем, что дробь, стоящая в последнем неравенстве после Z, меньше 
единицы. Разделив аргумент логарифма числителя на аргумент лога­
рифма знаменателя, видим, что 

а 48 log a _ 48 
log a -log(a/loga) a log log a log(a/loga) • log log a* 

Так как a > b ^ 216, то log(a/ log a) -loglog a ^ 48. Следовательно, L < L. 
Противоречие. Лемма 10 доказана. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 5. Пункт (а) — прямое следствие ос­
новных теорем из [1, 8]. Докажем пункты (Ь) и (с). Положим D0 = 
D, / ° = / . К функции / последовательно к раз применим лемму 10. 
В результате получим области D% и функции /* : Dx —> {0,1}, 1 ^ г ^ &, 
такие, что 

чп > jL(/i-i)!°glog(i^"1i/2i(/i"1)logM/,'~1)) 

I л'I 

241og(p« -4 /2 I ( / ' - i ) l ogL( / ' - 1 ) ) ' 

Легко видеть, что применять эту лемму можно до тех пор, пока спра­
ведливы неравенства \D*\ ^ 220i(/f ')log//(/*') и L(f) ^ nlogn. Будем 
использовать лемму 10, пока справедливо первое из этих неравенств. В 
конце доказательства покажем, что второе неравенство следует из пер­
вого. Положим а* = |D t ' |/2i(/ t") log L(f). Тогда 

| D i U 4 i ; ( / i - 1 ) l o g L ( / i - 1 ) . ( l o g a i - 1 ) 3 , (26) 
о* ^ 219. (27) 

В условиях доказываемой теоремы нетрудно показать, что (L(/ ' ) ) 2 ^ 
Д / ' - 1 ) - Д д я этого достаточно заметить, что log a° ^ п и log a1 ^ 51ogn. 
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Следовательно, учитывая (25)-(27), получаем 

, 4X(/ ' - 1 ) logL( / ' - 1 ) , з < 4X(/ ' ) logX(/ ' )2-24(loga ' - 1) 4 

" 2Х(/«)logI(/«) l g " Ь 2L(/*)logi(/«) logloga«'-i 

<3J3£? ««.-">*• (28, 
Поэтому 

log log a{'~~l log log a'""1 log log a*_1 1 
24log a» " 241og(41oga'-1)4 ^ ^Ologloga'-1 ~ 120' 

Последовательное применение (25) и последнего неравенства дает 

k l o g l o g a ^ . log log a0 1 log log a*-1 

L{f > > 241oga*-i •' • 241oga° Д / ) > 120»-» 24loga° Д / ) ' ( 2 9 ) 

Рассмотрим числовую последовательность {6,-}, 6i = </ и 6,- = (41ogb,_i)4 

при г > 1. Дифференцируя функцию (41ogx)4x_1, легко видеть, что 
последовательность {6,} убывает по крайней мере до тех пор, пока 6, ^ 
220. Поэтому из неравенства (28) следует существование такогр fc, при 
котором ак < 220 ^ а*"1. Оценим это А;. Последовательно применяя (28), 
видим, что 

ак < (41ogа*_04 ^ (41og(41oga*_2)4)4 

<С (41og(41og.. .(41oga1)4 . . .)4)4 ^ (41og(41og.. .(41ogg)4)4 . . . ) 4 

> ^ ' > „ ' 
fc-1 раз jb- l раз 

^ ( log( log . . . ( logg) 5 ) . . . ) 5 )4 ( l o g o f f ) 8 -4 v ' 
к —I раз 

Так как а*"1 ^ 220, то 220 <$ а*"1 <$ (log(*"2)?)5. Следовательно, 
1 ^ log( 'q и А; ^ log*(g). Подставляя последнее неравенство в (29), 
получаем 

i ( / * > ^ i20*og*U)-i 24q LU)' 
Так как L(f) ^ п2+б, то очевидно, что L(fh) > nlogn. Поэтому лемма 10 
может быть использована необходимое число раз. Теорема 5 доказана. 

В заключение данного пункта отметим, что задачи, аналогичные 
рассмотренным в теоремах 4 и 5, можно рассматривать и для булевых 
операторов. Нетрудно убедиться, что теорема 4 имеет векторный ана­
лог. Утверждение, аналогичное теореме 5, для вектор-функций места 
не имеет. Это связано с тем, что области, существование которых га­
рантирует теорема 5, могут быть различны для различных компонент 
вектор-функции. 
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4. Функции с малым числом единиц 

Для самой сложной функции фиксированного веса в приводимой 
ниже теореме устанавливаются верхние оценки для сложности сужений 
этой функции на области различной мощности. Далее будет показано, 
что полученные оценки по порядку совпадают с нижними оценками из 
теоремы 4. 

Теорема 6. Пусть / — самая сложная функция веса w, п3 ^ w ^ 
2п/а(га), где а(п) — неограниченно возрастающая функция. Тогда для 
любой области D С {0,1}п такой, что \D\ ^ L(f)logL(f), сложность 
L(fD) минимального продолжения функции fD удовлетворяет неравен­
ству 

Mlog(2"+V£(/) logi ,( / ) 

адхад— L(/)log£(/) — log(2»+VI( / ) logI( / ) ) 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ИЗ результата О. Б. Лупанова [3] о сложности 

реализации полностью определенных булевых функций с малым числом 
единиц ~схемами из функциональных элементов легко следует неравен­
ство 

2 b g ( Гп) 
1оё1оёЦ/)) 

Аналогичное неравенство справедливо и для частичных булевых функ­
ций. Из [7, лемма 6] следует, что существует константа с9 такая, что 
для произвольной функции h : D —> {0,1}, w(h) ^ п3, имеет место нера­
венство 

ад< bglog (if') 
Положим М = \D\ и w = w(f). Тогда 

b g ( ! ) ^ wlog(3M/w) 
< log log ( J ) " log(wlog(3M/w))' 

Следовательно, для рассматриваемой в теореме функции / имеем 

L(fD)\ogL(fD) ^ c9wlog(3M/w), 
L(fD)logL(fD) (30) 

W " c9log(3M/w) ' 

Аналогичным образом получаем неравенство 

МЛ log д / ) 
*°с9Юё(3.2«/™)' <31> 
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из которого следует, что 
а/2 2" с ю2 п 

С2"/™)1'2 ^ , " , ч ^ wlog(2» /u ; )^L( / ) logL( / ) -

Подставляя (31) и последнее неравенство в (30), после несложных пре­
образований получаем 

^ c<>L(fD)\ogL(fD) cnL(fD)logL(fD) 

f,u..u.f*^»Y\ * '"< 2-—^ 
log 

ЗМс9 log 
/ 3-2"с10 V 
\L(f)logL(f)J 

L(f)\ogL(f) 

\ ) 
С другой стороны, 

log 
M 1 0 e I ( / ) l o g I ( / ) 

! ( / ) log I f / ) 
/ 

I ( / ) l o g I ( / ) ^ log ( 2 J ) > to log ^ , 
it; 

! ( / ) log I f / ) L(f)logL(f) ! ( / ) log I f / ) 
W < — 7T—7 : ^ ^ T l T^T"? 7" ^ log(2»/») - 2"log(2"/W) - 2" 

1 0 g I ( / ) l o g I ( / ) g I ( / ) l o g I ( / ) 
Из двух последних неравенств для w следует, что 

Mlogf2"/( I ( / ) log ! ( / ) ) ) 
1 ( / д ) ^ 1 ( / д ) < ^ I ( / ) l o g I ( / ) 

I f / ) log ! ( / ) " log(2»/L(/)logX(/)) 
Поэтому 

/ M l o g ( 2 " + 7 l ( / ) l o g I ( / ) ) \ 

( / i ? ) * ( Л log(2^/L(f)\ogL(f)) • 
Теорема 6 доказана. 

Из теоремы 4 следует, что у функции / , рассматриваемой в тео­
реме 6, существует сужение fD такое, что 

c2log 
/Mlog(2"+ 2 / iV(I ( / ) ,n) ) \ 
V logiV(I(/) ,n) J 

L^ > w ^ ^ ( У д п ) ) ) • (32) 

Так как f±f > f при b > а и log # ( ! ( / ) , n) ^ 2L(f)\ogL(f) при ! ( / ) > 
3n, то, преобразуя (32), получаем 

/ M l o g ( 2 " + y i ( / ) l o g I ( / ) ) \ 

Д / Х ) ) * I ( / ) l og (2« + Vi( / ) logK/ ) ) • 
Очевидно, что верхняя оценка из теоремы б и нижняя оценка из 

теоремы 4 для £( /Ь) различается только постоянным множителем. 
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5. Нижние оценки для сложности 
сужений булевых функций. 

Контактные схемы и формулы 

Аналоги теорем 4 и 5 для схем из функциональных элементов спра­
ведливы для контактных схем и формул. Эти теоремы (теоремы 7-
10) приведем без доказательств. Для контактных схем эти доказатель­
ства практически дословно совпадают с соответствующими доказатель­
ствами для схем из функциональных элементов. Единственное отличие 
в доказательства вносит тот факт, что наименьшая известная в настоя­
щее время оценка сложности реализации функции голосования контакт­
ными схемами нелинейна и по порядку равна n(ln n)n/(lnln n)2 [2]. В слу­
чае формул доказательства незначительно отличаются от доказательств 
аналогичных теорем из [6]. 

Пусть Nk(L,n) обозначает число неизоморфных контактных схем 
с контактами 2п видов, каждая из которых имеет один выходной полюс 
и сложность, не превосходящую L. Из результатов О. Б. Лупанова [3] 
следует, что 

Nk(Lfn)^(c1nL)L. 

Положим Nk(L,n) = (сгпЬ)ь. 

Теорема 7. Пусть функция f : {0,1}" —• {0,1} существенно за­
висит от всех аргументов. Тогда среди областей мощности М, М ^ 
Lk(f)\ogLk(f), имеется область D такая, что сложность Lk(fD) мини­
мального продолжения fD удовлетворяет неравенству 

( ( \ \ 
c14log(2n+2/Nk(Lk(f),n)) LICUD) ^ max n,Lk(f)/S 

\ 

где S(x) = с15ж(1пж)4/(1п1пж)2. 

Mlog(2"+V(iV t(£ t(/) ,n))) 
V g log Nk(Lk(f),n) / / 

Теорема 8. Существуют такие константы с1б и с17, что для любой 
функции / : {0,1}п —• {0,1} такой, что Lk(f) ^ п2+с (е — произволь­
ная положительная константа), найдется такая область D С {0,1}п, что 
сложность Ьк(/в) минимального продолжения fD удовлетворяет 
неравенствам 

(a) Lk(fD)logLk(fD)> c16\D\, 
(b) Lk(fD)> Lh{f)/S(n-cl&n), 

где q = \og(2n/ln(Nk(Lk(f),n)2")). 

Обозначим через i\fy(£, n) число таких неизоморфных формул в про­
извольном базисе, состоящем из двухместных функций и содержащем 
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ЬфЦо) ^ max 

дизъюнкцию и конъюнкцию, которые зависят от п переменных и имеют 
сложность не более L. Из [3] следует, что 

J ^ ( I , n ) < ( c 1 8 n ) L . (33) 

Положим Нф{Ь,п) = (ci8n)L. 
Теорема 9. Пусть функция f : {0,1}п -» {0,1} существенно за­

висит от всех аргументов. Тогда среди областей мощности М, М ^ 
L<t,(f)logn, имеется область D такая, что сложность L<f,(fD) минималь­
ного продолжения fD удовлетворяет неравенству 

( / , M l o g ( 2 " ^ / i V , ( L , ( / ) , n ) ) \ 2 \ 
„ , m " g iogiv,(^(7),n) 

V V J ) 
Теорема 10. Существуют такие константы с2о я с2\, что для лю­

бой фуякдяя / : {0,1}п -» {0,1} такой, что Ьф(/) ^ п3+с (е — произволь­
ная положительная константа), найдется такая область D С {0,1}п , что 
сложность Ьф{}о) минимального продолжения fD удовлетворяет 
неравенствам 

(a) £*(/x>)logu^c2o|#| , 
(b) ЗДЬ) ^ с21Ьф(/)/д2, 

где q = log(2Vln(iV^(^(/) ,n)2")). 
Оценки из теорем 9 и 10 несколько слабее соответствующих оценок 

для схем из функциональных элементов и контактных схем (теоремы 4, 
5, 7, 8). Возможно, это связано только с тем, что метод, использован­
ный при доказательстве всех этих теорем, более приспособлен для схем 
из функциональных элементов и контактных схем, чем для формул. По­
этому можно предположить, что для формул справедливы более высо­
кие, по сравнению с полученными в теоремах 9 и 10, оценки. Косвенным 
подтверждением этого предположения является следующая теорема — 
аналог теоремы 10 — справедливая «для почти всех функций». Подоб­
ный аналог имеет место и для теоремы 9, однако мы его не приводим. 

Теорема 11. Существуют такие константы с22 и с23, что для почти 
каждой функции f : {0,1}п -» {0,1} такой, что Ьф(/) ^ п2+с (е — произ­
вольная положительная константа), найдется такая область D С {0,1}п , 
что сложность Ьф(/г>) минимального продолжения fD удовлетворяет не­
равенствам 

(a) ^ ( / z ? ) l o g n ^ c 2 2 | J D | , 

q(\ogq)2 

где ? = 1о8(2"Д*(/) b g n). 
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Справедливость теоремы легко вытекает из следующих трех лемм, 
приводимых без доказательства. Первая их них — тривиальное след­
ствие теоремы 3 и определения функции N,f>(L,n). 

Л е м м а 11. Пусть q = log(2n/Z^(/)logn). Тогда для почти каждой 
функции / : {0,1}П —» {0,1} такой, что Ьф(/) = L, и целого 

М = [1281og(2n+7£l°gn)3Zlognl 

среди областей мощности М найдется такая область D'', что 

ч 
Вторая лемма получается из [6, лемма 5] заменой функции Ьж на 

функцию Ьф и использованием неравенства (33). 

Лемма 12. Пусть D С {0,1}п , / : D -+ {0,1}, Ьф > n, \D\ > 
2Ьф\о£п. Тогда имеется такая область D' С D, что 

(&)\D'\<2(2\D\LM)l0gny", 
(Ь)М/Ь)^|МЛ-
Третья лемма — простое следствие предыдущей леммы. Она дока­

зывается так же, как и лемма 2 из [6]. 

Лемма 13. Пусть D С {0,1}п, / : D -> {0,1}, Ьф(/) = L ^ п, 
\D\ ^ 2Z/0(/)logn. Тогда имеется такая область D' С D, что 

Ьф(/Г)1)^п ^ с2ъ ( 1̂1 У 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 11. Пусть q = log(2n /Z^(/)logn). 
В силу леммы 11 для почти каждой функции / найдется такая область 
D\, что 

\DX\ ^ 130g3Llogn, 1Ф(/П1) > L4C24l°gq. (34) 
Я 

Пусть / — одна из таких функций. К функции fDl несколько раз по­
следовательно применим лемму 13. В результате получим области Д 
и функции /# . . Положим 

IAI 
a = M/oJlogn' 

Тогда из условий леммы и неравенств (34) следует, что 

а1 ^ q5, а* ^ с ^ а * ' 1 ) 1 ' 2 ^ • • < ( c f t e 1 ) 1 " * " - (35) 
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Пусть к — такое минимальное целое, что к ^ \og(\og(a1)) + 1. Тогда 
ак ^ 2(с2б)2 и в силу (35) имеем 

* - 1 

1<ф(/вк) Z ( j j ^ ( / D J > ( l o g ( a l ) ) 2 ^ ( ^ i ) 

> l ,4c2 3 logc/ c23 

" ( l o g ( * * ) ) ' 9 " ^ ( l o g ^ ) 2 • 

M / D ) ^ ZnzbbL*U\ \D\ < 2 ( c 2 3 ) % ( / i > ) l o g n . 

Положив D — Dk, получаем 
C25 

?(bgg) 
Остается взять с22 = l /2(c 2 5 ) 2 . Теорема 11 доказана. 

Автор благодарен профессору О. Б. Лупанову за внимание к работе. 
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