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В [2, 3, 7] предложены жадные алгоритмы для решения с гаран­
тированными оценками погрешностей следующих задач размещения: 
задачи о р-медиане на максимум и взвешенной задачи о р-медиане 
на максимум. При получении априорных оценок погрешностей суще­
ственно использовалась субмодулярность целевой функции. В настоя­
щей работе рассматриваются задачи с дополнительными ресурсными 
ограничениями. Устанавливается свойство задач, позволяющее найти 
априорные оценки точности решений. Погрешность решений зави­
сит от числа добавляемых ограничений, и если их число равно нулю, 
оценки совпадают с уже полученными в [2, 3, 7]. 

Введение 

Задача о р-медиане на максимум формулируется следующим обра­
зом. Пусть задано конечное множество / = { 1 , . . . , п } , система его под­
множеств 21 и произвольное натуральное р. Требуется найти 

max 
SCI 

{^тах/г,||5|^Л. (1) 

Обзор результатов для задачи (1) приводится в [4]. В настоящей работе 
рассматриваются следующие обобщения задачи (1): найти 

т а х { / ( <?) | | 5 | ^ р} , (2) 

ma*{/(S)|J>^Z)}, (3) 

где f(S) — функция, заданная на 27 и принимающая действительные 
значения, т . е. f(S) : 21 —> R. 

*) Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда­
ментальных исследований (коды проектов 95-01-00989 и 97—01—00890). 
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В [2, 3, 7] изучались задачи, в которых функция f(S) удовлетворяла 
следующим условиям: 

(a) / ( 0 ) = 0; 
(b) / ( 5 ) — неубывающая функция, т. е. если 5, Т С I и 5 С Т, то 

(c) для любых 5 , Г С / выполняется неравенство 

№$№+ £ (f(su{p})-f(s)). 
Per\s 

Функция f(S) на 27 называется субмодулярной, если для любых 
S\, S2 € 27 выполнено неравенство f(Si) + f(S2) ^ / (5 i U S2) + f(Sx П 52). 
В [6, с. 662] доказано, что неубывающая функция / ( 5 ) на 21 является 
субмодулярной тогда и только тогда, когда выполняется условие (с). 
В [2, 3] для задачи (2) с целевой функцией, удовлетворяющей условиям 
(а)-(с), показано, что если S* — оптимальное решение, а 5 — прибли­
женное решение, полученное в результате работы жадного алгоритма, 
то 

f(S)/f(S')2 1 - е " 1 « 0 , 6 3 . (4) 
В [7] для задачи (3) с целевой функцией, удовлетворяющей условиям 

(а)-(с), показано, что 

Д 5 ) / / ( 5 * ) £ 1 - е " ' « 0 , 3 5 , (5) 
где /3 — корень уравнения ех — 2 — х. Там же изучалась функция 

m 

f(S) = max ^ J2 foXii (6) 
ies j = i 

при ограничениях 

J ^ S t f ^ 1 » j = l , . . . , m ; (7) 
ies 

m 

YsXH^bh i£S, (8) 
J = I 

и было показано, что функция (6)-(8) является субмодулярной, т. е. 
удовлетворяет условию (с). Таким образом, в [2, 3, 7] установлено, что 
решения задач (2), (3) с функциями (6)-(8), получаемые жадными алго­
ритмами, имеют оценки точности (4), (5). 

В настоящей работе изучается следующее обобщение функций 
(6)-(8): найти 

m 

f(S) = max ] Г £ Siixa (9) 
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при ограничениях 

Y^xij ^AJ> j = 1,...,ги; (10) 

(fi(xiu...,xim)^0, ieS\ (И) 
m 

X)SCii'^i ^Сь / = l,...,fc, (12) 
i^S j = l 

где <Pi(xn,... ,ж,-т) — непрерывные функции, удовлетворяющие усло­
виям: 

1 ) ^ ( 0 , . . . , 0 ) ^ 0 ; 
2) если каждая компонента вектора х меньше соответствующей ком­

поненты вектора у, то <fi(x) ^ <А'(У)-
Ограничение (11) является обобщением ограничения (8). Кроме 

того, в рассматриваемой задаче присутствуют к дополнительных ре­
сурсных ограничений (12). Будем предполагать, что все числовые пара­
метры исследуемой задачи, т. е. Д,-, ctJ/, Aj,Ci, d{ и D неотрицательны. В 
настоящей работе показывается, что для всех 5, Т С / функция (9)—(12) 
удовлетворяет неравенству 

/(T)*£(fc + 1)/(S)+ Y, (f(Su{p})-f(S)). 
p£T\S 

Следовательно, при к = 0 функция (9)—(12) является субмодулярной. 
В общем случае при к ^ 1 эта функция не является субмодулярной и по­
грешность решений задач (2), (3), полученных жадными алгоритмами, 
может превосходить оценки (4), (5). 

В разд. 1 изучаются свойства функции f(S). В разд. 2 приводится 
описание жадных алгоритмов для решения задач (2), (3) и доказывается, 
что 

i _ e - ( i + * ) 
f(S)/f(S*) * к + 1 = тк 

для задачи (2) и 
l_ e - /Mi+*) 

f{S)/f(S*) > — = Rk 

для задачи (3), где /Зк — корень уравнения ех(1+*) = (fc + l )( l —ж) + 1. При 
к — 0 оценки совпадают с полученными в [2, 3, 7]. В настоящей работе 
доказывается, что при к ^ 0 числа гк и Rk удовлетворяют следующим 
неравенствам: 

А; + 1 < г"1 <: к + г~\ 
к + 2< Я*1 <$ к + R~\ 

где TQ1 « 1,58 и RQ1 « 2,8. 
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1. Свойства функции / ( 5 ) 

Положим / ( 0 ) = 0 и убедимся в том, что функция f(S) удовлетво­
ряет свойству (Ь). Пусть S С Т. Тогда из любого допустимого решения 
(xij), где г £ S и 1 ^ j ^ га, задачи (9)—(12) с множеством 5, получим 
допустимое решение задачи (9)—(12) с множеством Т и тем же значением 
целевой функции. Положим у^ — О при г Е Т \ 5, Ц j ^ m, и у,-;- = #г;-
при г Е 5, 1 ^ j ^ га. Так как задача (9)—(12) является задачей на мак­
симум, то / ( 5 ) удовлетворяет свойству (Ъ). Убедимся в корректности 
определения f(S). 

Утверждение 1. Определение функции f(S) корректно, т. е. для 
каждого S С I существует действительное значение функции f(S). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как при максимизации на замкнутом мно­
жестве линейная функция всегда имеет конечный или бесконечный мак­
симум, то для доказательства утверждения достаточно показать, что 
множество допустимых решений задачи (9)—(12) непусто и замкнуто. 

Известно, что если <р(Х) — непрерывная функция, то {X £ Rn \ 
<р(Х) ^ 0} является замкнутым множеством. Используя этот факт и то, 
что пересечение замкнутых множеств замкнуто, получаем, что мно­
жество X £ i?'5 'm , удовлетворяющее ограничениям (10)—(12), является 
замкнутым. Утверждение 1 доказано. 

Утверждение 2. Если f(S) — +оо, то существует элемент i £ S 
такой, что f({i}) — +ос. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ЕСЛИ f(S) — +оо, то найдется бесконечная по­
следовательность Х\ = (x}j),..., Xk = (xij)-> • • • допустимых решений 
задачи (9)—(12) таких, что 

m 

Далее, существует такая пара ( i , j ) , что Д,- ф 0 и lim х\- — +оо, 
так как в противном случае значение целевой функции на матрице Хк 
при к —• +оо было бы ограничено. Определим вектор хк следующим 
образом: 

хк = | ° при / ^ j , 
\ ж*. при / = j . 

Вектор хк удовлетворяет ограничениям (10)—(12) при S = {г} 
га 

и lim ]£ fijxlj — +00* Утверждение 2 доказано. 
Л;-*+оо - = 1 
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Далее будем предполагать, что f(S*) ф +оо, так как в противном 

случае точное решение можно вычислить за О ( ̂  ^ ) действий, где Т,- — 

количество действий, необходимых для вычисления функции /({г}). 

Лемма 1. Для любых Si ,S 2 С J справедливо неравенство / (Si) + 
/(S2) > / (Si U S2). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим через ж?., где г е Si U S2 и 1 ^ j ^ 
га, оптимальное решение задачи (9)—(12) с множеством S = Si U S2. 
Заметим, что для ж?-, где г £ Si и 1 ^ j' ^ т , справедливы неравенства 
(10)—(12), т. е. ж?-(г G Si и 1 ^ j ^ m) — допустимое решение задачи 
(9)—(12) с множеством S = S\. Поэтому выполняется неравенство 

m 

Аналогично убеждаемся в том, что 
m 

/№)^ЕЕ^4-
Следовательно, 

m m 

/(50 + Д52) ̂  Е Е ь*ъ + Е Е &*« * даu s*)-
»65i j = l i 65 2 i = l 

Лемма 1 доказана. 

Лемма 2. Пусть g(B; жь . . . , жп) — значение целевой функции 
непрерывной задачи о ранце: 

п 

лря ограничениях 
п 

^ с . - ж , - <$ 5 , 
i= i 
0 ^ ж г - ^ 1. 

Тогда для любого A Е [0, 5] найдется вектор ж 6 Дп такой, что 

д(В - А; ж ь . . . , xn)/g(B; ж ь . . . , жп) >̂ 1 - А / 5 

я жг- ^ ж,- для всех i — 1 , . . . , п. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим функцию 
п 

G(B) = m a x ^ f t № 
t = i 

при ограничениях 

^Ciyi^B; (14) 
1 = 1 

О ^ У г ^ Х{. (15) 

Пусть х(В) — оптимальное решение задачи (13)—(15). Используя 
вогнутость функции G(B) и то, что G(0) = 0, имеем 

д(В - А]хг(В - А),...,хп(В - А)) 
В -А 

G(B-A)>G(B)_g(B;zu...,xn) 
В-А " В В 

Лемма 2 доказана. 
Обозначим через / ( 5 ; А\,..., Ат; С\,.. .,Ск) функцию (9)—(12). 

Иногда некоторые переменные в этом обозначении для краткости будем 
опускать. 

Л е м м а 3. Если А Е [0,Ci], TO 

f(S;d-A,C2,...,Ck) A 
- / (<?;СЬ . . . ,С*) " СГ 

Справедливость леммы следует из того, что если матрица X = (ж^) 
удовлетворяет одному из ограничений (10)—(12), то Y ^ X тоже удов­
летворяет этому ограничению. Используя лемму 2, получаем требуемое 
утверждение. 

В следующей теореме обобщается известное свойство субмодуляр­
ных функций. 

Теорема 1 • Для любых 5, Т С / справедливо неравенство 

/ ( Г ) <с (* + 1)/(5) + £ (f(S U М ) - f(S)), (16) 
Р€Т\5 

где к — число ограничений (12). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Неравенство (16) эквивалентно неравенству 

/ ( Г ) + |Г | / (5 ) < (* + l)f(S) + £ f(S U Ы ) . 
рбТ 
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Пусть жг*-(Т), где i G Г и 1 ^ j ^ m, — оптимальное решение за­
дачи (9)—(12) с множеством Т. Для каждого р еТ построим допустимое 
решение ж.-Д5 U {р}) (где i € S U {р} и 1 ̂  j < га) задач (9)-(12) с мно­
жеством S U {р} по следующему правилу. Пусть ж,-Д5 U {р}) = ж^-(Т) 
при г = р. Для любого г G 5 полагаем ж»Д5 U {р}) = xtJ-, где (x,-j), (г G 5 
и 1 ̂  j ^ га) — оптимальное решение задачи 

m 

*$££&*« 
при ограничениях 

] Г ж0- ^ Aj - x*pj(T), 1 < j < га; 

<^ (z a , . . . , z i m ) ^ 0, г G S; 
m га 

] T ^ с0-,ж0- ^ C, - ] P cpjlxpj(T), l^l^k. 
г'€5 j = l j = l 

m 
Пусть ж*ДТ) = Spj и E c P i ^ p j ( r ) = ДР*- И з допустимости (ж£) 

i= i 
следует, что ]Г ^ ^ i j и ^ Др/ ^ С\ для всех г и j , 1 ^ j ^ га; 

рет Рет 
1 ^ Z ^ к. Неравенство 

(к + l)f(S) + £ / ( 5 U Ы ) ^ (fc + l ) / ( 5 ) 

га 

+ Е Е £/«*«($ и ы) £(* + !)/($) +/en 
P€Tiesu{p} i = i 

+ ^ / ( 5 ; Ai - й р Ь . . . , Am - <Spm;Ci - Api, . . . ,C* - Ар*) 
per 

следует из того, что ( ^ ( ^ { р } ) ) — допустимое решение задачи (9)—(12). 
Утверждение теоремы вытекает из следующего неравенства: 

(k+l)f(S) + J2f(S;A1-6pU...,Am-6pm; 

Сг-Ар1,...,Ск-Арк)2\Т\№. (17) 

Докажем неравенство (17). Используя лемму 3, получаем 

/ ( 5 ; Ai — 6pi,..., Am — <5pm; C\ — A p i , . . . , C* — Apjb) 

^ / ( £ ; ^ i ~ ^рь • • -,Am — 6pm]Ci — A p i , . . .,С;ь_1 — Apjb_i,Cjb) — - 7 - / ( 5 ) . 
ct (18) 
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Суммируя неравенства (18) по ^ G Т и используя тот факт, что 
X) Apjb <C С*, имеем 

рет 

Л 5) + Е ^ ; ^ 1 - ^ ь - - - ^ т - ^ т ; С 1 - д р 1 , . . . , с , - д Р о 
рет 

Р6Т 

Повторив аналогичную процедуру к раз, получаем 

^ / ( 5 ) + E ^ 5 ' A l - ^ 1 ' . . . ^ m - ^ p m ; C 1 - A p l , . . . , C , - A p , ) 
PGT 

^ ^/^ /(«У; ̂ 1 — ^рЬ • • •? Am — fipm', C\, . . ., С*). 
Р€Т 

Для доказательства теоремы осталось установить справедливость 
неравенства 

f(S) + ^f(S;A1-6pU...,Am-6pm)z\T\f(S). (19) 

Пусть X*(S) = (x*j(S)) (г £ S и j = 1 , . . . , m) — оптимальное реше­
ние задачи (9)—(12) с правыми частями Л ь . . . , Л т ; С ь . . . , С*. Построим 
допустимые решения задач из левой части неравенства (19), на которых 
выполняется (19). 

Пусть A'j = £ *?,•(£). Так как / ( £ ; А , . . . , Am) = f(S; A[, ...,A'J 
и выполняется неравенство 

f(S; Au . . . , Am) + Y^ f(s', Ai ~ Spu • • • > Am - Spm) 
p£T 

>f(S;A[,...,A'J + J^f(S;A[-6pU...,A'm-eprn), 
per 

то достаточно рассмотреть случай, когда Aj — E x i} (^ )* Рассмотрим 
ies 

j-ж столбец матрицы X*(S), т. е. Xj — (#,*Д5)), где г G S. Для каждого 
j , 1 ̂  j ^ m, определим множество векторов {yj \ р £ Т} таких, что 

(a) для всех j , 1 ̂  j ^ т , и р G Т размерность вектора у? равна |5 | ; 
(b) для всех i G 5 и j , 1 ̂  j ^ m, выполняется неравенство 

РЕТ 

(c) для всех р G Т и j , 1 ̂  j ^ m, выполняется неравенство 

£*& = **• 
• €5 
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Для каждого j , 1 ^ j ^ m, вычисляем {ур \ р £ Т} по следующему 
правилу. 

1. Полагаем р равным минимальному индексу в Т и х^ = ж^(5). 
2. Для г £ 5 в порядке возрастания индекса г вычисляем г-ю компо­

ненту вектора ур: 

yp
{j = min | Xij, tfpi - ^ yf. >. (20) 

3. Если p — максимальный индекс в Г, то алгоритм останавлива­
ется, в противном случае полагаем х^ := х^ — у?-, р := тт,-€т{г | г > р} 
и повторяем шаг 2. 

Заметим, что построенная система векторов {у? \ р £ Т} обладает 
первым и вторым свойствами. Убедимся в том, что выполняется третье 
свойство. По построению для каждого р £ Т выполняется неравенство 
X) Vij ^ fipj- Допустим, что для некоторого / £ Т выполняется строгое 
г'€5 
неравенство ^ у\- < 6ц. Тогда из (20) следует, что ]Г у\- — х\- для всех 

гб5 Р е т 
г £ 5. Значит, 

л- = Е 4 = Е Е $ < Е ^ < Ai-
t'65 г'65 рбТ рбТ 

Противоречие. Таким образом, система векторов {ур- : р £ Т} обладает 
свойством 3. 

По свойству 3 матрица xp
{j = x^(S) — yPj (г £ S и j = l , . . . , m ) 

является допустимым решением задачи (9)—(12) с множеством S U {р} 
и правыми частями А\ — <5р1,..., Л т — 6рт неравенств (10). Используя 
свойство 2, получаем 

f(S) + Y/f(S;A1-6pU...,Am-6pm) 
т / \ m 

* Е Е /«(Е <•) + Е Е Е Mi = \T\f(s^ 
ies j=i >ет ' per ies j=i 

что доказывает неравенство (19). Теорема 1 доказана. 
2. Описание алгоритма 

и доказательство оценки 
Приведем описание жадного алгоритма для решения задачи (3). Ал­

горитм состоит из двух этапов. 
1-й этап. Полагается S0 = V, t = 0. 
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Если на шаге t + 1 имеется Si, то находится величина 

04+1 = max ^ = £ * 

где л.(5*) = / (5* U {*}) - /(5*). 
Если 53 di + dit+г ^ ^ т о полагается 5*+1 = 5*U{i t+i} и t = t + 1. 

ies* 
В противном случае полагается г = t ж осуществляется переход ко вто­
рому этапу. 

2-й этап. Пусть к 6 I \ Sr — элемент, на котором достигается 
ma,xieI\Sr /({г}). Если f(Sr) ^ /({&})? то полагается 5 = {&}. В против­
ном случае S — Sr. 

В [7] описанный алгоритм применялся к задаче (3) с субмодулярной 
целевой функцией. Жадный алгоритм для задачи (2) состоит только 
из первого этапа с учетом того, что D — р и d{ — 1 для всех г. Вре­
менная сложность алгоритма оценивается сверху величиной 0{\I\2Tj), 
где Tj — количество элементарных операций, необходимых для вычи­
сления функции f(S). Например, если (pi — линейные функции, то 
/ ( 5 ) можно вычислять с полиномиальной временной сложностью ал­
горитмом эллипсоидов [1] или алгоритмом Кармаркара [5]. Так как 
f(Sr) = 0 (+оо) <==> f(S*) = О (+оо), где S* — оптимальное ре­
шение задачи (3), то при доказательстве оценок будем считать, что 
О < f(S*) < +oo. Для обоснования оценок точности используется 

Лемма 4 [7]. Пусть к, п и d — произвольные натуральные числа, 
pi — произвольные действительные неотрицательные числа, 1 ^ г ^ п, 
и pi > 0. Тогда 

Pi + "• + Рп 1 - е~^ 
/ t - i v ^ к ' 

min (k^pi + dpt I 
t=i,...,n\ • _ 1 / 

Теперь докажем теорему о свойстве допустимого решения 5Г , полу­
ченного после первого этапа. 

Теорема 2. Пусть A G [0,1] и £ d( = XD. Тогда 
iesr 

f{S')lf{S*)>{l-e-x^)l{k+l). (21) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ПОЧТИ совпадает с доказательством аналогичной 
теоремы для субмодулярных функций, приведенных в [7]. Пусть S\ 
0 ^ t ^ г, — множества, полученные в результате работы алгоритма. 
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Используя теорему 1 и определение величин />,(5*), при любом £, 0 ^ t ^ 
г — 1, получаем 

/ ( 5 * ) ^ ( f c + l ) / ( 5 ' ) + X ) М 5 " ) ^ ( Л + 1)/(5*) + Щ + 1 . 

Второе неравенство следует из того, что р,(5*) ^ d»#t+i и J^ d,-^ JD. 
t 

Положим п0 — 0 и nt = 5^ dtj., где 1 ^ f ^ г. Определим величины р,-, 
i = i 

1 ^ г ^ AZ), по следующему правилу: /),• = 0t для всех г = п*_1 + 1 , . . . , щ. 
Так как f{Sx) — Е р», то для каждого 5, nt + 1 ^ s ^ n t + 1 , имеем 

5 - 1 

(Л + 1)/(5') + D0t+l ^ (к + 1) J2 Pi + А*.-
» = 1 

XD 

Используя лемму 4 и то, что f(Sr) = ]£ Р%ч получаем 
i = i 

XD 
Eft 

f(Sr)/f(Sl Z i=1
 8_, £ (1 - е~^)/(к + 1). 

mine=lj...jAD {(к + 1) Е Pi + DPs} 

Теорема 2 доказана. 
Из теоремы 2 вытекает оценка точности решений, получаемых жад­

ным алгоритмом, для задачи (2), так как в этом случае А = 1. Поэтому 

^ l ^ ( l _ e - ( * + i ) ) / ( f c + 1 ) . (22) 

Установим оценку точности решений задачи (3). 
Теорема 3. Пусть /Зк является корнем уравнения er(1+fc) = (k + 1) 

х(1 - х) + 1. Тогда 

Д 5 ) / / ( 5 * ) ^ ( 1 - е - ^ + 1 ) ) / ( А : + 1 ) . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как £ d{ - XD и d,- > (1 - \)D, то, 

используя лемму 1, получаем 

Pr+1(Sr) = f(Sr U {гг+1}) - f(Sr) < /({г г + 1}). 
Следовательно, 

/(5*) < (fc + l ) / ( 5 r ) + £0 г + 1 < (к + 1)/(5 г) + ^ « r + i 

^ ( Н 1 ) / ( 5 Г ) + ^ ^ 1 " + * + 1 1 - А тах{ / (5 г ) , / ({г г + 1 })} . 
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Применяя (21), получаем неравенство 

/ (5) >max{f(Sr),f({ir+1})} 
/(£*) " /(5*) 

[ l _e-A(* + l) / i \ - 1 

> min max < ; , ( + k + 1 
O^A^I /c+ 1 

Так как на отрезке [0,1 J функция fe — строго возрастает, а функ­
ция (jb\ + k + I ) " 1 строго убывает, то максимум достигается в точке 
пересечения этих функций при А = /?*, где /3Л — корень уравнения 
ex(i+k) — (& + i ) ( i _ ж) _|_ 1. Теорема 3 доказана. 

Отметим без доказательства некоторые свойства последователь­
ности /Зк: 

(a) {/Зк} является убывающей последовательностью; 
(b) /?0 « 0,44 < 0,5 и /Зк > 0 для всех к ^ 0; 
(c) {/?*} -+ 0 при А; -» +оо. 

Теорема 4. Есля к ^> 0, то справедливы неравенства 

к+1<1^-(]+к)^к + го\ (23) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Первое неравенство в (23) очевидно, второе пря­
мым преобразованием приводится к виду 

ек ^ А;(1 - е"1) + 1, 

которое обращается в равенство при к = 0 и является строгим при к ^ 1. 
Подставляя в (24) вместо еРк'(1+*) величину (к + 1)(1 — (Зк) + 1 и делая 
преобразования, получаем эквивалентные неравенства 

к + 2 < к + 1 + — ^ Л + 1 + — = * + Щ\ 
1 - Рк 1 - Ро 

юторые выполняются, так как /Зк — убывающая последовательность 
i 0 < (Зк < 0,5. Теорема 4 доказана. 

Приведем пример исходных данных задачи (2), на которых дока-
анная оценка достигается асимптотически. В [2] приведен пример ис­
ходных данных, на которых оценка достигается при к = 0. Рассмотрим 
адачу (2) с функцией / ( 5 ) , которая является частным случаем функции 
9)-(12): найти 

Ж с / ^ Е ^ 
i£S j = l 



О точности решений жадными алгоритмами 47 

при ограничениях 

] Г ж у ^ 1 1 < j ^ m ; 
t'G5 

m 

^ ^ с;Лж0- ^ 1, 1 ̂  / ^ fc; 

| 5 | < p . 

Пусть | / | = 2 Н 2 и р = т = Н 1 . Обозначим через Ek единичную 
матрицу порядка к, через Ок нулевую матрицу порядка А; и через 0[ 
квадратную матрицу того же порядка с единственным ненулевым эле­
ментом an = 1- Определим матрицу Fk = (/,*•) размера (2к + 2) х (А; + 1) 
следующим образом: 

fl + e O-'-O^ 
1 0 - - 0 
О 
: е-Ек 

О 
О 

i Ek 

V О / 

Для каждого &, к = 1 ,2 , . . . , определим к матриц С[ = (с*-,)? 1 ^ / ^ &, 
размера (2fc + 2) х (fc + 1): 

/ 1 0 - - - 0 \ 
О 0- - -0 
о 

Fk = 

Г1 -
о 
о 

Vo 

Ok 

0[ 
) 

Оптимальным решением S* при достаточно малом е является 
множество {2,& + 3 , . . . ,2& + 2}. В результате работы жадного алго­
ритма получим S — { 1 , 3 , . . . , к + 2}. Следовательно, f(S)/f(S*) = 
(l + (fe + l)6)/(fc + l) = £ + (l/(fc + l)) . В силу произвольности е оценка точ­
ности решений не превосходит величины \/{к +1) , которая при к -» +оо 
совпадает с оценкой (22). Вопрос о достижимости оценки при фиксиро­
ванном к ^ 1 остается открытым. 
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