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О ВЫЧИСЛЕНИИ БУЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ 
ВЕРОЯТНОСТНЫМИ ПРОГРАММАМИ*) 

А. В. Чашкин 

Изучается среднее время вычисления значений булевых функций 
неветвящимися программами, содержащими датчики случайных чи
сел. Рассматриваются как надежные программы, всегда вычисляю
щие истинное значение реализуемой функции, так и программы, вы
числяющие искомые значения лишь с некоторой вероятностью. Пока
зано, что в обоих случаях использование датчиков случайных чисел не 
приводит к заметному уменьшению среднего времени вычисления на 
значительной доле аргументов. Точнее, для любой булевой функции 
от п аргументов, имеющей схемную сложность L, найдется область, 
на которой отношение L к среднему времени вычисления надежными 
программами не превосходит п; при вычислении программами с веро
ятностью, отличной от единицы, это отношение может лишь незначи
тельно превосходить п. 

Введение 

Для многих практически важных задач неизвестны хорошие алго
ритмы, решающие эти задачи за полиномиальное (относительно раз
мера входа) время. В то же время эти задачи могут быть решены 
достаточно быстро «в среднем», т. е. существуют алгоритмы, быстро 
решающие задачи для почти всех входных данных. Однако, как пра
вило, для каждого алгоритма, решающего быстро «в среднем» одну из 
таких задач, можно найти входные данные, на которых этот алгоритм 
работает долго. Ранее неоднократно высказывалось мнение [2, 3, 6], что 
вероятностные алгоритмы, т. е. алгоритмы, использующие в процессе 
работы датчики случайных чисел, лишены этого недостатка. Это мне
ние обосновывалось тем, что время работы алгоритма усредняется не 
только по входным данным, но и по величинам, полученным с помощью 
датчиков случайных чисел. 

В настоящей работе предложена модель для изучения того, как силь
но может увеличиться скорость решения сложных задач при использова
нии датчиков случайных чисел. Изучается реализация булевых функций 
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неветвящимися вероятностными программами, обладающими возмож
ностью условной остановки. Исследуемые программы являются после
довательностями операторов трех типов. 

Каждый оператор нулевого типа с равными вероятностями порож
дает либо 0, либо 1. Действие каждого оператора первого типа заклю
чается в вычислении значения некоторой двуместной булевой функции, 
аргументами которой могут быть либо величины, полученные в резуль
тате выполнения предыдущих операторов, либо значения независимых 
переменных. Операторы второго типа могут прекращать выполнение 
программы. Результат работы оператора второго типа определяется 
значениями, вычисленными программой на некоторых двух предыду
щих шагах. Номера этих шагов фиксированы для каждого конкретного 
оператора и могут быть различными для различных операторов. Опе
ратор второго типа останавливает программу, объявляя ее результатом 
значение, полученное на втором шаге, если значение, полученное на пер
вом шаге, равно единице. Если это значение равно нулю, выполняется 
следующий оператор. 

Последним оператором каждой программы является оператор пер
вого типа, и если выполнение этой программы на предыдущих шагах 
прервано не было, то результатом работы программы считается вели
чина, полученная на последнем шаге. Функции, реализуемые такими 
программами, случайны. Поэтому говорить о том, что вероятностная 
программа вычисляет конкретную булеву функцию, можно только с не
которой вероятностью, которая далее называется надежностью. Если 
эта вероятность равна единице, то программа называется надежной. 

В п. 1 настоящей работы даны основные определения и доказана 
эквивалентность двух моделей вероятностных вычислений. Первая мо
дель — это введенные выше вероятностные программы, вторая — де
терминированные программы с вероятностными переменными. Разли
чия между моделями чисто формальные. Достоинство первой модели 
заключается в том, что она является естественным описанием реальных 
вероятностных вычислений. Вторая модель более удобна с вычислитель
ной точки зрения. 

В п. 2 изучается вычисление булевых функций надежными вероят
ностными программами. Для этих программ установлено, что имеются 
области, на которых среднее время работы любой такой программы по 
порядку меньше обычной схемной сложности не более чем в п раз, где 
п — число аргументов вычисляемой функции. 

В п. 3 и 4 изучается вычисление булевых функций произвольными 
вероятностными программами. Для программ, надежность которых не 
меньше 3/4, установлены результаты, аналогичные соответствующим 
результатам для надежных вероятностных программ. Нетрудно пока
зать, что все результаты остаются справедливым для любой надежнос
ти, строго большей 1/2. 
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Таким образом, использование датчиков случайных чисел не поз
воляет избежать недостатков, присущих детерминированным програм
мам. 

1. Основные определения и понятия 
Дадим формальные определения используемых ниже понятий. Мно

гие из них являются аналогами соответствующих понятий для детерми
нированных программ, введенных в [8]. 

Пусть В' = {/ : {О, I} 2 —> {0,1}} — множество всех булевых функ
ций, зависящих не более чем от двух переменных, 7г : {О, I} 2 —• {О, I} 2 — 
тождественный двуместный булев оператор, £ — случайная функция, 
принимающая значения 0 и 1 с равными вероятностями, т. е. Р(£ = 1) 
= Р(£ = 0) = 1/2. Через Хп = {xi,.. .,хп} обозначим множество не
зависимых булевых переменных. Положим В = В' U {я*} U {£}. Неве-
твящейся вероятностной программой с условной остановкой назовем 
последовательность Р = PiP2-->ps<> элементами которой являются опе
раторы р,- = fi(Pi,uPi,2),rjxefi e B,a,piiUpit2 e {pi,... ,p,--i}UXn , причем 
если piti = pk, pi}2 = Ph то fk и // принадлежат множеству В' U {£} U Хп. 
Оператор рг- назовем оператором нулевого типа, или случайным опе
ратором, если /; = £. Оператор pi назовем оператором первого типа, 
или функциональным оператором, если /,- £ В'. Оператор р,- назовем 
оператором второго типа, или оператором остановки, если /,- = 7г. 
Программы, состоящие только из операторов первого и второго типов, 
назовем детерминированными. 

Положим n(pi) = i, т. е. п(р) — номер оператора р в программе 
Р. Пусть pil,...,pim — все случайные операторы из Р, %i < • • • < im. 
Через rt будем обозначать t-ж случайный оператор программы Р, т. е. 
rt — pit. Пусть pj1,..., pjk — все операторы второго типа из Р, Ji < • • • < 
j k . Через qt будем обозначать t-ж оператор второго типа программы Р, 
а через gt|1, qiy2 — первый и второй аргументы этого оператора, т. е. 
операторы pn(qi),i и pn(qt),2-

Для случайных и функциональных операторов программы Р опре
делим их значения на произвольном двоичном наборе х. При любом х 
для каждого случайного оператора г,- положим Р(г((х) = 1) = Р(г{(х) = 
0) = 1/2, если программа не прекращает работу до выполнения ri(x). 
Для функциональных операторов значения на наборе х определим ин
дуктивно. Для первого оператора положим Р\(х) = f\(x), а при г > 1 
положим р{ — fi(pi,i(x),pi)2(x)). Очевидно, что Pi(x) — случайная ве
личина. Пусть в программе Р содержится ровно к операторов второго 
типа. Результат действия программы Р на наборе переменных х обо
значим через Р(х) и определим следующим образом: 

Л » = ?i,i(a0?i,2(s) V qhi(x)(q2ii{x)q2f2 V . . . 
v 9k-i,i(x)(4kti(x)qkt2(x) V qkl(x)pend(x))...), 
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где Pend — последний оператор программы Р. Очевидно, что Р{х) — 
случайная величина. 

Временем работы программы Р на наборе х назовем минималь
ное n(qj) такое, что qj,\{x) — 1, и обозначим через tP(x). Так как 
Чз,\{х) — случайная величина, то tP(x) также является случайной ве
личиной. Легко видеть, что Р(х) не зависит от операторов с номерами, 
большими n(qj). Поэтому можно говорить, что после выполнения n(qj) 
операторов программа Р прекращает работу и tP(x) равно числу опе
раторов, выполненных до остановки программы. Средним временем ра
боты программы Р на наборе х назовем величину 

ТР(х) = M(tP(x)), 

где М — математическое ожидание. Средним временем работы прог
раммы Р на области D назовем величину 

Г(Р) = р | - 1 ^Т Р (х ) . 
xeD 

Обозначение Т(Р) подразумевает одно соглашение: предполагается, 
что фиксирована область I?, ибо изменение области D может повлечь 
изменение Т(Р). 

Будем говорить, что вероятностная программа Р вычисляет частич
ную булеву функцию / : D -» {0,1} с надежностью 1 — £, если для каж
дого х G D справедливо неравенство 

Р(Р(х) ф / (*)) <; е. (1) 

Сложностью L(P) программы Р назовем число операторов, входя
щих в Р. Сложностью Le(f) вычисления функции / назовем сложность 
самой простой программы, вычисляющей / с надежностью 1-е. Слож
ность Le(f) определяет время работы в «худшем» случае. Средним вре
менем вычисления функции f с надежностью 1 — г назовем величину 
T£(f) — minT(P), где минимум берется по всем программам, вычис
ляющим / с надежностью 1 — £. Сложность самой простой схемы из 
функциональных элементов, реализующей функцию / в базисе из всех 
двуместных булевых функций, обозначим через £ ( / ) . Средним временем 
вычисления функции f назовем величину T(f) = minT(P), где минимум 
берется по всем детерминированным программам, вычисляющим / . 

Вероятностные программы, вычисляющие булевы функции с надеж
ностью 1, будем называть надежными. 

Пусть Р = рх .. .pi.. ,ps — произвольная вероятностная программа. 
Представим Р в виде 

P = P1q1...Piqi...Pi-1qt-1Pu (2) 
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где Pi — подпрограммы, состоящие только из операторов первого и ну
левого типов, qi — операторы второго типа. Представление (2) назовем 
нормальным представлением программы Р. 

Двоичный набор у = ( t / i , . . . , yk) назовем допустимым относительно 
вероятностной программы Р и двоичного набора ж, если в процессе вы
числения Р(х) значение г-го оператора нулевого типа из программы Р 
принимает значение уг-, 1 ^ г ^ А:, где к — число операторов нулевого 
типа, выполненных до остановки программы. Пусть Dx — множество 
всех наборов, допустимых относительно программы Р и набора х. Оче
видно, что Dx — префиксное множество, т. е. для любой упорядоченной 
пары ?/, у' £ Dx набор у' не является началом набора у. Легко видеть, что 
элементы Dx можно рассматривать как значения случайной величины 
£Р(Я;), порожденной программой Р и набором ж, причем 

Р(6>(*) = У) = 2-'<»\ £ Р(6, ( 1 ) = у) = 1, (3) 
yeDx 

где 1{у) — длина набора у. Пусть программа Р вычисляет булеву функ
цию / : D —> {0,1} с надежностью 1-е. Обозначим через Р(х,у) ре
зультат работы Р на наборе х при условии, что £р(х) = У- Так как при 
любых конкретных х Е D и у Е Dx величина Р(Р{х) ф f(x) \ £Р(Х) = у) 
равна либо нулю, либо единице, то 

Р(Р(х) ф f(x)) = £ Р(Р(х) ф f(x) | &>(,) = y)P(tP(r) = У) 

= 2№,»)е / ( ж ) )2 -«о . (4) 
y£Dx 

Обозначим через ТР(х,у) время работы программы Р на наборе х 
при условии, что £р(х) = У- Тогда 

T(P) = \D\-1 Y, TP(x,y)P^P{x) = y)=\D\-1 J]) ТР(х,у)2-«У\ (5) 
x£D,y£Dx xeD,y£Dx 

При различных х Е D множества Dx состоят из наборов различной 
длины. Это создает определенные трудности при вычислении надеж
ности и среднего времени работы вероятностных программ. Вводимые 
ниже понятия позволяют преодолеть эти трудности. 

Пусть вероятностная программа Р содержит ровно m случайных 
операторов. Введем множество новых независимых переменных Ym = 
{У1,...,Уш}- Детерминированную программу Р* назовем детерминиро
ванным вариантом вероятностной программы Р, если Р* получена из Р 
заменой всех случайных операторов новыми переменными: г-й случай
ный оператор г{ программы Р заменяется переменной у,-. Переменные 
из Ym будем называть вероятностными переменными. 
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Пусть детерминированная программа Р* зависит от переменных 
# 1 , . . . , жп, ?/i,..., ут. Вероятностную программу Р назовем вероят
ностным вариантом детерминированной программы Р*, если Р полу
чена из Р* заменой всех переменных у\,..., ут случайными операторами: 
г'-я переменная у,- заменяется на случайный оператор г,-. 

Пусть D С {0,1}П и Р* зависит от п + т переменных. Будем гово
рить, что детерминированная программа Р* вычисляет булеву функцию 
/ : D —> {0,1} с надежностью 1 - е , если справедливо неравенство 

ye{o , i}~ 

где х € D и у б {0 ,1} т . 
По аналогии с вероятностными программами для каждой детерми

нированной программы Р*, зависящей от переменных ж ь . . . , хП1 уг,..., 
у т , введем функции Т'Р*(х) и Г'(Р*). Положим 

т;.(х) = 2-т £ Гр.(ам,), г'(П = Р|-1Е2>*(я:)-
ye{o,i>™ *ег> 

В дальнейшем введенные функции будем обозначать так же, как сред
нее время работы детерминированной программы на наборе переменных 
и среднее время работы детерминированной программы на области, т. е. 
будем опускать штрихи. Подобное совпадение не приведет к неоднознач
ности, так как всегда будет ясно, какую именно функцию вычисляет 
рассматриваемая программа. 

Пусть вероятностная программа Р вычисляет функцию / : D —> 
{0,1} с надежностью 1-е. Тогда ее детерминированный вариант Р* 
вычисляет некоторую булеву функцию h(x,y) : D' -» {0,1}, где D' — 
IJ (xxDx). Доопределим функцию h до функции /* : P>x{0, l } m —> {0,1} 

x£D 

следующим образом: f*(x,y) - h(x,y'), если у' G Dx, у' е {0,1}*, у{ - у\ 
при 1 ^ г ^ &, т. е. если набор у' совпадает с началом набора у. Легко 
видеть, что на множестве D х {0 ,1} т программа Р* вычисляет функцию 
/*, т. е. имеет место равенство Р*(х,у) = f*(x,y). 

Справедливо следующее 
Утверждение 1. Пусть D С {0,1}п , вероятностная программа Р 

содержит ровно m случайных операторов и вычисляет булеву функцию 
/ : D —> {0,1} с надежностью 1-е. Тогда ее детерминированный вари
ант Р* также вычисляет функцию f с надежностью 1 — е и для каждого 
х G D справедливы соотношения: 

(a) 2— £ (Р*(х, у) ф f{x)) = £ «Р*(х, у) ф / (*)) 2-'(»>); 
уб{0,1}™ у € # * 

(b) ?>(z) = !>.(*) ; 
(c) Т(Р) = Т(Р*). 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ИЗ (4) следует, что при любом х £ D справед
ливо неравенство 

] Г (Р* (х, у) 8 f(x))2-1^ = £ (Р(х, у) 8 / (*)) 2-'<»> ^ £. 
уе#х уе#* 

Так как для любого у € Dx существует ровно 2т~1^ наборов из {0 ,1} т , 
начала которых совпадают с у, то 

2-т J2 (р*(ж' у)ф я*))= 2_т Е ( ^ » ) ф л*)) 2т~'(!/) 

= ^ ( Р ' К з О е Л * ) ) 2 - ' ^ ^ . 
у€/?х 

Пункты (а) и (Ъ) доказаны. Далее имеем 

ТР.(х) = 2-т Y, TP.(x,y) = 2-mY,Tp-(x,y)2m-Ky) 

ye{o,i}"> »6i>» 

Так как ТР(х) — Тр+{х), то Т(Р) = Т(Р*). Утверждение 1 доказано. 
Утверждение 1 позволяет рассматривать произвольную вероятност

ную программу Р как детерминированную программу с дополнитель
ными вероятностными переменными. При этом можно считать, что ве
роятностные переменные независимы, а их значения не зависят ни от Р, 
ни от входных данных. Следующее утверждение доказывается анало
гично. Поэтому приведем его без доказательства. 

Утверждение 2. Пусть D С {0,1}П, детерминированная програм
ма Р* зависит от переменных ж ь . . . , жп, уи . . . , ут и вычисляет булеву 
функцию f : D —> {0,1} с надежностью 1-е. Тогда ее вероятност
ный вариант Р также вычисляет функцию f с надежностью 1 — е и для 
каждого х £ D справедливы соотношения: 

(a) ТР(х) = Т Р *0); 
(b) Г(Р) = Т(Р*). 
Утверждение 2 является в некотором смысле обратным к утвержде

нию 1 и позволяет переносить результаты, полученные для детермини
рованных программ, на вероятностные программы. 

Пусть вероятностная программа Р содержит ровно га случайных 
операторов. Паре булевых наборов (ж, у), где х £ D С {0,1}п — на
бор длины п, а у — набор длины га, поставим в соответствие ее номер 
NP(x,y) такой, что 1 ^ NP(x,y) <J |P>|2m; NP(x,y) < NP(x',y'), если 
ТР.(х,у) < TP.(x',y')i NP(x,y) < NP(x',y'), если TP.{x,y) = TP.(x'\y') 
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и ху < х'у'', где наборы сравниваются как целые числа, двоичными 
представлениями которых они являются. Так как детерминированные 
программы являются частным случаем вероятностных программ при 
т = О, то функция NP(x) определена также и для детерминированных 
программ. 

Пусть D1 С D С {0,1}П. Сужением функции h : D —> {0,1} на 
область D' называется функция д : D' -* {0,1} такая, что при всех 
х 6 D1 справедливо равенство д(х) = h(x). Сужение функции / на 
область D будем обозначать через fD. 

Определения понятий, используемых ниже, можно найти в [5, 7]. 
Через с и с,-, г — 1,2,.. . , обозначаются подходящие константы. Всюду 
в этой статье log обозначает логарифм по основанию 2. 

2. Надежные программы 

При исследовании надежных программ основным результатом явля
ется теорема 2. В ней для всех достаточно сложных булевых функций 
устанавливается существование таких областей в {0,1}п , что при вы
числении значений функций в этих областях использование датчиков 
случайных чисел малоэффективно. 

Теорема 1. Пусть D С {0,1}п . Тогда для любой функции f : D —> 
{0,1} справедливо равенство 

T\f) = T(f). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Р — вычисляющая функцию / надежная 

вероятностная программа, среднее время работы которой минимально, 
т. е. Т(Р) = Г°( / ) , Р* — детерминированный вариант программы Р , 
у0 — набор вероятностных переменных, на котором среднее время ра
боты программы Р* минимально среди всех наборов вероятностных пе
ременных, т. е. 

Тогда 

' ' x,у ' ' x 

Пусть Р — детерминированная программа, полученная из Р* под
становкой вместо всех вероятностных переменных соответствующих им 
компонент набора у0. Очевидно, что Р вычисляет / и 

T(f) <; Т(Р) <; щ^Тр.(х,Уо) $ Т(Р*) = Т(Р) = г°( /) . 
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Так как детерминированная программа может считаться частным 
случаем вероятностной программы с нулевым числом операторов нуле
вого типа, то для любой функции / справедливо неравенство 

Щ) > т°(/). 
Теорема 1 доказана. 

Теорема 2. Пусть функция f : {0,1}п —• {0,1} такая,что L(f) ^ 
тг2, и пусть q — log(2n + 4 /L(/) log £ ( / ) ) . Тогда, ншдется такая область 
D С {0,1}п, что 

T\fD)>C-LU)-

Доказательство теоремы основано на теореме 1 и двух леммах. Пе
ред доказательством теоремы сформулируем и докажем эти леммы. 

Характеристическую функцию области D С {0,1}п будем обозна
чать через XD • 

Лемма 1. Пусть D С {0,1}п. Тогда для любой f : D -> {0,1} 
и любой константы сх > 1 существуют область D' С D и функция h 
такие, что 

(a) ID\D' — hD\Dr, 
(b) LfaxDwXbbTif)] 
(c)\D'\^\D\/Cl + l. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть P — детерминированная программа, реа

лизующая / , на которой достигается минимальное среднее время, 
и пусть набор х0 такой, что NP(x0) — \D\ — \\D\jc\\. Тогда 

T(f^m\( E Tp(x))> j l I(L|Z? | /c 1 j + l)Tp(a ;o)^Tp(a ; o)/c1 . 

Следовательно, 
TP(X0) ^ ClT(f). 

Пусть <7i,...,<ft — операторы второго типа программы Р, послед
ний из которых останавливает работу этой программы на наборе х0. 

Положим D' = {х\ ТР(х) > Тр(х0)}. Тогда |Я' | $ |D | / C l , XD> = Л ?,м 
t=i 

и значения функции 

h = «1,191,2 V 9i,i(92,i92,2 V • • • V qk_2ti(Qk-iA9k-it2 V ^ - 1 , 1 ^ , 1 ^ , 2 ) • • •) 

совпадают на D \ D' с соответствующими значениями / и равны нулю 
вне этой области. Очевидно, что 

L(h,XD>) ^k + 3k + Tp{x0) ^ 5C lT(/) . 
Лемма 1 доказана. 
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Лемма 2. Пусть D С {0,1}п. Тогда для любой функции f : D 
{О,1} такой, что L(f) ^ п2, существует такая область D' С D, что 

T{fD,)> 
log- ^ 

L{f)\ogL{f) 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Докажем лемму методом от противного. Пусть 

с3 — произвольная постоянная. Положим Т = c3L(f)/log цпхоып ? 
D0 — D. Предположим, что для любой области D1 С JD0 справедливо 
неравенство 

TUD>) < Т. 
Воспользуемся леммой 1, положив сг = 2. В силу этой леммы име

ются область Di С D0 и функция Д1 такие, что 

o\#i - hDo\Di, 

Снова используем лемму 1, применив ее к функции / р ^ В силу этой 
леммы существуют область D2 С Di ж функция h2 такие, что 

fnAni = h2
DAD2, Х(Л 2 ,Х / ) а)<10Г, | £ 2 U | A | / 2 4 - l . 

Повторим подобную процедуру еще к — 2 раза. В результате для 
каждого г, 0 ^ г ^ к — 1, получим области Д + i , A+i С А и функции 
ht+l такие, что 

fDi\Di+l = ^ \ D i + 1 ^ ( 6 ) 

ДЛ'" + 1 ,Х^ + 1 )^ЮГ, (7) 
| Д + 1 | ^ | А | / 2 + 1. (8) 

Из (6) следует, что 

Поэтому 
Л>< = h%g. x D i + i

 v fDi+1Xoi+l-

f = hlxDl V XDA^XD, V • • -{hkxDk V XDJDJ- • •)• 
Следовательно, в силу (7) и последней формулы имеет место неравенство 

L(f)^13kT+L(fDk). (9) 

Оценим сверху мощность множества Dk. В силу неравенства (8) 
имеем 

|Д>| « ||D».,| + 1 < | Q|A,-2| + Л + 1 < ... 

«KK"0 |+i)-))+i4 |D» |+2-
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Положим к — log 4|D| 
L( / ) logL(/ ) + 1. Тогда 

lAbl ^ i ^ l + 2 < ±L( / ) logL( / ) + 2 < h(f)\ogL(f). (10) 

Из [1, 9] для произвольной функции / : D -> {0,1}, где |£>| ^ пС4 и с4 > 1, 
легко извлекается неравенство 

Подставляя (10) в это неравенство, получаем 

4fD.) < \Щ). 

Далее, подставляя полученную оценку в (9) и выражая Т через L(f) 
и |Z)|, получаем 

щ) < тт + \LU) < 13<ffij (log -ц^щ + 2 
° g L ( / ) l o g L ( / ) 

При с3 < 1/26 приходим к противоречию. Таким образом, сделанное 
предположение неверно. Лемма 2 доказана. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2. Из леммы 2 следует, что для любой 
функции / найдется такая область D, что 

В силу теоремы 1 справедливо равенство 

T\fD) = T(fD). 
Используя последние два соотношения, получаем 

T\fD)>CJL(f). 
Теорема 2 доказана. 

3. Вероятностные программы 

Доказываемые ниже теоремы являются аналогами теорем 1 и 2 для 
программ, вычисляющих булевы функции с надежностью, меньшей еди
ницы. Основным результатом этого пункта является теорема 4. 
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Теорема 3. Для любой функции f : {0,1}п —> {0,1} такой, что 
T(f) ^ п2, и любого £ ^ 1/4 справедливо неравенство 

(n - log (T( / ) / n ) )2 ' 

Перед доказательством теоремы 3 докажем две необходимые леммы. 

Лемма 3. Пусть программа Р вычисляет функцию f с надеж
ностью 1 — е ^ 3/4. Тогда для любого натурального I ^ 3 существует 
такая программа Р, вычисляющая f с надежностью 1 - (4е(1 — £)) / /2, 
что 

Т(Р) <: с5/2Г(Р). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Р* = Pi?iP2tf2 • • -P%q% • • -Р, — нормаль
ное представление программы Р*, являющейся детерминированным ва
риантом программы Р. Напомним, что через qiti обозначается первый 
аргумент оператора #г-, а через qij2 — второй аргумент этого оператора. 
Возьмем / экземпляров программы Р*. Через Pj = P(q{ . . .Р- qj . . . Р/ 
обозначим j-u экземпляр этой программы. Определим новую программу 
Р , состоящую из / «параллельно» работающих экземпляров программы 
Р*. Положим 

P^PlP[...PiP[...PsP's, 

где Pi - Pi .. . Р/, Р( — подпрограмма, которая при всех j , 1 ̂  j ^ /, 
(a) вычисляет функции 

i 

<1 = V Й,1> <2 = A-l^^i-lA^i^ 4,2 = ̂ ,1̂ 1,2' 
* = 1 

(b) останавливает вычисления, если Д I V ̂ \ I = 1; 

(c) объявляет результатом работы программы значение М(^/ ) 2 , . . . , 
z\ 2 ) , где М — функция голосования. 

При любых i и j функция z3
ix равна единице только в том слу

чае, когда ко времени вычисления этой функции j -й экземпляр прог
раммы Р* закончил вычисления. При этом значение функции zJ

i2 равно 
значению, вычисленному этим экземпляром программы Р*. Равенство 

Л ( V zt,i 1 — 1 имеет место только в том случае, если все экземпляры 
j=i \t=i ' / ^ 

программы Р* закончили вычисления. Легко видеть, что L(P() = 0(1). 
Следовательно, 

L(P)$c5L(P). (11) 
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Оценим среднее время работы построенной программы на произ
вольном наборе х. Наборы вероятностных переменных у перенумеруем 
так, что 1 <$ N(y) <: 2m; N(y) < iV(y'), если ТР.(х,у) < TF*(z,y'); 
N(y) < N(y'), если ТР+(х,у) = ТР+(х,у') и у < у', где наборы сравнива
ются как целые числа. Пусть Тк — время работы программы Р* на х и 
fc-м вероятностном наборе, т. е. Тк = ТР*(х,у), где N(y) = /г. Тогда 

]b = l 

Пусть, далее, у ь .^., у/ — вероятностные наборы, являющиеся аргу
ментами программы Р, причем набор у,- £ {0 ,1} т является аргументом 
г-го экземпляра программы Р*. Очевидно, что время работы программы 
Р на наборах у\,..., у\ определяется временем работы программы Р* на 
максимальном наборе у,-, т. е. таком, что iV(j/t-) > N(yj) при всех j / ?<• 
Нетрудно показать, что 

T~(x,yu...,yi) ^ c5Tfc, 
где fc = maxi^j^j N(yj). Так как набор с номером к будет максималь
ным ровно для к1 — (к — 1)' наборов вероятностных переменных у ь . . . , у/ 
и (1 - 1/fc)' ^l-l/k при fc ^ 1, то 

Х>(^)~ ^ Е ^ - ^ - и -2" v - , 
fc = l ч 7 jb = l 

Следовательно, в силу,последних неравенств и доказанного в п. 1 утвер
ждения 1 получаем 

Г(Р) ^ съ12Т(Р*) = съ12Т(Р). 
Оценим надежность, с которой программа Р вычисляет функцию / . 

Пусть / = 21' + 1. Поскольку значение Р(х) вычисляется голосованием 
среди значений / экземпляров программы Р*, при е ^ 1/4 имеем 

Р(Р(х) ф f{x)) = J2 ( ! W - e ) ' - " = ( ! - * ) ' Е ( ' . W - e ) - ' 

^ (1 - 6У2'-1 ^ £'(1 - еГ $ (1 - e ) ' 2 ' - l £ ^ 

^2'(£(1-£))''+Ч(4е(1-0)' / 2-
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Лемма 3 доказана. 

Лемма 4. Пусть D С {0,1}П, / : D —> {0,1}, вероятностная прог
рамма Р вычисляет функцию f с надежностью 1 — е и средним временем 
Т£. Тогда для любого а, е < а ̂  1/2, найдутся функция h : D —> {0,1} 
и вычисляющая эту функцию детерминированная программа Р такие, 
что 

(a) w(f 0 К) ̂  a\D\; 
(Ь)Т(Р)^Т£—Lj-. 

1 — e/a 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ДЛЯ детерминированного варианта Р* програм
мы Р и любого х £ D справедливо неравенство 

Следовательно, 
J /G{0 , l } m 

Для произвольного положительного а оценим число 7V, равное мощ
ности множества N, состоящего из всех таких наборов вероятностных 
переменных у, что имеет место неравенство 

Y,{P*{x,y)®f{x))>a\D\. 
x£D 

Легко видеть, что 

Поэтому 

Так как 

aN\D\ < s\D\2m. 

N < e2m/a. • (12) 

то в силу (12) среди наборов вероятностных переменных, не принадле
жащих множеству N, найдется набор у0 такой, что 

Х x,y(N 

2m y^r 2m 1 
^ |D|(2- - N)2™ ^ ? * ( X ' У ) ** (2™-N) e ^ Т^ф, *' 

#>У 
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Пусть Р — программа, полученная из Р* подстановкой компонент 
набора у0 вместо всех соответствующих вероятностных переменных. 
Очевидно, что вычисляемая программой Р функция h отличается от 
функции / не более чем на a|jD| наборах, а для среднего времени Т(Р) 
работы программы Р справедливо неравенство 

Т(Р)^—±-^Те. 1 - е/а 

Лемма 4 доказана. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 3. Пусть Р — программа, вычисляю

щая / с надежностью 1 — е ^ 3/4, на которой для данной надежности 
достигается минимальное среднее время работы, т. е. Т(Р) = Т е ( / ) . 
Положим / = |_6(n - log(T(/)/n))J. Тогда имеем 

£о = (4ф-ЮУ'Ч (?)%(}) ' '% ^ П / ) . 
Из леммы 3 следует существование такой программы Р ' , которая вычис
ляет / с надежностью 1 — е0 ^ 1 - T ( / ) / n 2 n _ 1 и 

r ( P ' ) < c 6 ( n - l o g ( r ( / ) / n ) ) 2 T ( P ) . 

В силу леммы 4 для функции / , программы Р' и произвольной кон
станты а существуют функция h и вычисляющая эту функцию детер
минированная программа Р" такие, что 

w{f@h)^a2\ Т(Р")^Т{Р')Л
 1 . 

1 - е0/а 
Положим a = 2е0. Тогда имеем 

to ( /®fc )<4T( / ) / n , T(P") ^ 2Т(Р'). (13) 

Из результата О. Б. Лупанова о сложности реализации булевых функций 
малого веса схемами из функциональных элементов [4] следует, что 

L(f(Bh)^T(f)/2. (14) 

Пусть Р = РгР2 — программа, состоящая из программ Рх и Р2, где 
Pi моделирует минимальную схему, реализующую функцию / ф Л, а Р2 
вычисляет функцию h и складывает ее с величиной, вычисленной прог
раммой Pi. Программа Р2 может быть легко получена из программы 
Р" так, что Г(Р2) ^ 2Т(Р"). Для этого в каждую подпрограмму Р, из 
нормального представления Р" достаточно добавить по одному функцио
нальному оператору, вычисляющему функцию Р\(х)@ц{г(х), и объявить 
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этот оператор вторым аргументом оператора д,-. Так как Р вычисляет 
/ , то из (13), (14) и равенства Т(Р) = Te(f) следует, что 

T(f) <с L(Pi) + Т{Р2) <; Г ( / ) / 2 + 2Т(Р") 
<: Г ( / ) / 2 + ЩР') ^ Г ( / ) / 2 + 4c6(n - log(T(/)/«))2T(P) 

^ Г ( / ) / 2 + c7(n - log( r ( / ) /u) ) 2 T £ ( / ) . 

Поэтому справедливо неравенство 

Г ( / ) ^ 2 с 7 ( п - 1 о ё ( Т ( / ) / п ) ) 2 Г ( / ) . 

Теорема 3 доказана. 
Положим l o g ^ n — log log .. .log п и log* n — kb если 0 < l o g ^ п ^ 1. 

s v / 
А; раз 

Теорема 4. Для любой функции f : {0,1}п -» {0,1} такой, что 
Ц / ) ^ ?А ^ любого е ^ 1/4 найдется такая область D С {0,1}П, что 

Г*(/|>)^М/)/(?-о1ов*')/ 
где д = log(2n + 4 /2/(/)logZ(/)), a — константа. 

Для доказательства теоремы потребуются две следующие леммы. 

Лемма 5. Пусть D С {0,1}п, функция / : Z? —• {0,1} такая, что 
пс* <£ ю(/) ^ | £ | / а 3 , с8 > 3 я 26 <$ a <$ log |£>|. Тогда 

д/к |jDI 
4alog |D| 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. К функции, удовлетворяющей условиям насто
ящей леммы, можно применить лемму 6 из [8] и получить следующее 
неравенство: 

l°g log О " 
Так как 

шх 

\в\ \ < иг' < / а д Ур|/а3._ ,,„„.. 
;^|/аз;-(|1)|/аЗ)!-^р|/аз; " ^ j ' 

ТО 
-»3\1 л л . /о л З ^ 12(1Д|/а3)1оё(За3) ^ |Х>| 

log((|£»|/a3)log(3a3))"4alog|I>|-

Лемма 5 доказана. 
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Л е м м а 6. Пусть D С {0,1}п и функция f : D -» {0,1} такова, что 
!/(/) ^ п4, L(f)logL(f) ^ c9 |D|, c9 — произвольная константа. Пусть 
программа, Р вычисляет функцию f с надежностью 1 — е, е ^ 1/2(с10)3, 
где с10 — некоторая константа. Тогда существует такая константа с1 Ь 
зависящая от с9 и с10, что 

Г(Р) £ с и Д / ) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силу леммы 4 для функции / и произвольной 
константы а существуют функция h и вычисляющая эту функцию де
терминированная программа Р' такие, что 

W(feh)^a\D\, T(P')^T(P)-^—. 

Положим a = 2e. Тогда имеем 

Т(Р') <: 2Т(Р). (15) 

Из условий настоящей леммы и леммы 5 следует, что 

Ш е fc) < | д | <; т^—Ш)- (16) 
4ci0log|D| 4c10c9 

В силу леммы 2 для функции / найдется такая область D' С D, что 
Г ( / о , ) ^ 1ОД ^ log(16/c9) * С12Ш)-

°gL(f)\ogL(f) 
Так как L(f)logL(f) ^ с9|Р)| и для некоторой константы c i 3 из [1, 10] 
следует, что L(fD,) ^ с131-О'|/ log |Z?'|, то 

Поэтому |£>'|/1^1 ^ c9Ci2/2 

ПЛ £ ПЛ>0щ £ C l 2 ^ ) | ^ = c14i(/). 

Заметим, что с14 не зависит от с10. Пусть Р = Р^Р7 — программа, 
состоящая из программ Р" и Р ' , где Р" вычисляет функцию / ф ft и на 
этой программе достигается оценка (16), а Р ' — программа, доставляе
мая леммой 4, для которой справедлива оценка (15). Так как Р вычис
ляет / , то 

ПЛ^т^--Щ) + 2Т(Р). 
4С 1 0 С 9 
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Следовательно, 

Пусть константа с10 такая, что разность с14 — 1/4с10 положительна. 
Положим СЦ = (с14 — 1/4с10с9)/2. Лемма 6 доказана. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 4. В [9, теорема 5] показано существо
вание таких констант с15, с16, что для любой функции h : {О,1}п —> {0,1} 
найдется такая область D С {0,1}П, что 

X(/tx>)logX(/»1>)>c18|Z)|, Z , (^ )^Z( / i ) / ( ?< : ' ?*«) . (17) 

Пусть D — такая область для функции / , а Р — программа, вы
числяющая fD с надежностью 1 - е ^ 3/4 и работающая минимальное 
среднее время. Положим / = |_201ogCi0J. Тогда получаем 

Из леммы 3 следует, что существует такая программа Р ' , вычисля
ющая fD с надежностью 1 — е' ^ 1 — 1/2(сю)3, что 

Т(Р') ^ с512Т(Р). 

В силу (17) и леммы 6 имеем 

Т(Р') > cnL(fD). 

Следовательно, 
cnL(fD)^T(P')^c5l2T(P) 

или 
Т{Р) > c17L(fD). 

Так как L(fD) > £ ( / ) / (?<&«*«), то Т(Р) > c17L(f)/ (?<&«*«). Положим 
а = c16/ci7- Очевидно, что при таком а 

Т(Р)>Ш)/{Ча]о*'<). 
Теорема 4 доказана. 

4. Вероятностные программы. Общий случай 

Определяя в п. 1 функцию Т(Р) — среднее время работы вероятност
ной программы Р , мы полагали, что появление всех аргументов равно
вероятно. Теперь для вероятностной программы Р определим среднее 
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время работы Г(Р) , не зависящее от распределения вероятностей на мно
жестве аргументов этой программы, а для полностью определенной бу
левой функции рассмотрим ее среднее время работы Т е ( / ) , не зависящее 
от распределения вероятностей на множестве аргументов этой функции. 

Пусть F — распределение вероятностей на {0,1}п , Рр(ж) — веро
ятность появления набора ж. Напомним, что символ £р(х) обозначает 
набор значений случайных операторов программы Р при работе этой 
программы на ж, а ТР(я, у) обозначает время работы Р на наборе х при 
условии, что £р(аг) = У- Положим 

TF(P)= Y, № ( « ) E r ^ , » ) ^ P ( . ) = !l)). T(P) = m*xTF(P), 
*€{0,1}л y£Dx 

где максимум берется по всем возможным распределениям F. Для буле
вой функции / : {0,1}п —> {0,1} положим 

T ' ( / ) = minP(f(i»)), 

где минимум берется по всем возможным программам Р, вычисляющим 
/ с надежностью, не меньшей 1-е. Доказанные выше теоремы 2 и 4 
переформулируем, используя функцию Te(f). Легко видеть, что спра
ведлива следующая 

Теорема 5. Для любой функции f : {0,1}П —> {0,1} такой, что 
L(f) ^ п4, и любого е ^ 1/4 справедливы неравенства, 

(a) Г' ( / )>£( / ) /М° в *' ) ; 
(b) Г°( / ) £ f l ( / ) , где q = log(2"+4/M/) log £ ( / ) ) , а - константа. 
Для доказательства теоремы достаточно рассмотреть области D2 

и DA, доставляемые теоремами 2 и 4, и распределения Р2 и F4, при ко
торых Pri(x) = PFi(x') > 0 для любых х, х' € А и РрД^) = 0, если 
ж £ А . 

В заключение для неветвящихся программ рассмотрим еще одну 
меру сложности. Эта мера сложности часто используется при изуче
нии времени работы вероятностных алгоритмов [7]. 

Будем говорить, что вероятностная программа Р вычисляет булеву 
функцию / : {0,1}п —• {0,1} с надежностью 1 — е за время £, если для 
каждого х 6 {0,1}п справедливо неравенство 

Р(Р(ж) = / (* ) , tP{x)^t)>l-e. 

Легко видеть, что если программа Р вычисляет булеву функцию / с на
дежностью 1 — е за время t и е ^ 1/4, то справедливо неравенство Т£ ^ t. 

Автор благодарен профессору О. Б. Лупанову за внимание к работе. 
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