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Предлагается метод преобразования выделенной части произволь­
ной схемы из функциональных элементов в подсхему, в которой при по­
явлении неисправностей из заданного класса возможно восстановление 
ее правильной работы с помощью фиксирования подходящих значений 
на некоторых входных полюсах. Эти значения определяются по ре­
зультатам тестирования схемы. Работа базируется на разработанной 
ранее автором методике преобразования схем, позволяющей строить 
комбинационные схемы, допускающие тестирование схем с хорошей 
локализацией возникающих в них неисправностей широкого класса. 

§ 1. Формулировка основного результата 

Поиск методов синтеза схем из функциональных элементов, удоб­
ных для контроля возникающих в них неисправностей, представляется 
перспективным направлением в теории контроля управляющих систем. 
С. Редди [9], В. И. Шевченко [7], А. П. Горяшко [1], Н. П. Редькин [6] 
и другие предложили различные методы синтеза легкотестируемых схем 
из функциональных элементов. Авторы таких методов обычно рас­
сматривают неисправности, связанные с неправильной работой базис­
ных элементов схемы. При этом существенно ограничивается класс до­
пустимых неисправностей (самым изученным оказался класс констант­
ных неисправностей на входах и выходах элементов схем). Кроме того, 
для построения схем используется элементный базис, удовлетворяющий 
некоторым ограничениям. 

В [2, 3-5] автором предложены новые методы синтеза удобных для 
контроля комбинационных схем, в которых допускаются неисправности, 
более разнообразные, чем обычно предполагается, а элементный базис 

*) Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда­
ментальных исследований (код проекта 96-01-01634) и Федеральной целе­
вой программы «Интеграция» (код проекта 473). 
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является полным и произвольным. В [4] мы предложили метод преобра­
зования любой части произвольной схемы из функциональных элементов 
в подсхему, для которой возможен тестовый контроль с хорошей лока­
лизацией возникающих в ней неисправностей. В [5] предложена модифи­
кация этого метода для восстановления правильного функционирования 
неисправной схемы. В этой работе описано преобразование произволь­
ной схемы S из функциональных элементов в схему S'. При этом пре­
образовании произвольно заданная часть В схемы многократным дуб­
лированием ее элементов и добавлением некоторой управляющей части 
превращается в схему С, а оставшаяся часть схемы S не изменяется. 

Схема S' имеет больше входов и выходов, чем схема S (рис. 1). Здесь 
и ниже полагаем хг = (жь . . . , хг). 

Исправная схема S' при подаче констант 0 на дополнительные входы 
на основных выходах реализует те же функции от своих основных вхо­
дов, что и схема S. При появлении в части схемы S' неисправностей из 
заданного класса возможно восстановление правильной работы ее части 
С с помощью фиксирования подходящих значений на некоторых входных 
полюсах. Эти значения определяются по итогам предложенного тести­
рования схемы S\ 

Настоящая работа, так же как и [5], базируется на результатах ста­
тьи [4], в которой предложен метод преобразования схемы в такую схему, 
что в заданной ее части возможна хорошая локализация неисправностей 
с помощью тестирования. Мы достигаем результатов, подобных описан­
ным в [5], с помощью более совершенного управления переключениями 
в схеме. Для этого в схему С вводится управляющая переключениями 
подсхема Д. Управление самой схемой Д осуществляется с внешних 
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полюсов схемы. Это усовершенствование в ряде случаев позволяет из­
бежать слишком большого дублирования элементов схемы для возмож­
ности восстановления правильной работы выделенной части схемы. Так, 
в преобразовании схемы, описанном в [5], каждый элемент схемы В за­
менялся т+1 копиями (здесь т — верхняя граница числа допустимых 
неисправностей, которые могут в С возникнуть одновременно). 

В настоящей статье описывается схема С, для которой возможна 
более гибкая организация восстановления ее правильной работы, благо­
даря чему в ряде случаев можно ограничиться менее чем т + 1 копиями 
элементов. (Например, при построении схемы С можно взять лишь по 
2 дубля каждого элемента из В; если возникшие в схеме С неисправ­
ности таковы, что из каждых двух дублей любого элемента /3 из В в С 
хоть один дубль является исправным, а прочие элементы в С исправны, 
то возможно восстановление правильной работы схемы С.) Разумеется, 
класс допустимых неисправностей в С, при которых возможно восстано­
вление ее правильной работы, существенно зависит от А;, т. е. от числа 
дублей в С для каждого элемента из В. Как и в [5], для восстановле­
ния правильной работы схемы мы требуем, чтобы непродублированные 
элементы схемы С работали правильно на тестовых входных наборах. 

Возможность ограничиться небольшим числом копий элементов из 
В при построении схемы С представляется особенно полезной в тех слу­
чаях, когда дублируемые элементы имеют высокую стоимость (это мо­
гут быть сложные микросхемы, встроенные в большую схему). Кроме 
того, ограничения на число дублей могут быть возникнуть из-за боль­
шого физического веса или объема дублируемых элементов. 

Есть еще одно отличие рассматриваемой здесь схемы С от подобной 
схемы, описанной в [5]. Ниже мы не ограничиваем число выходов схемы 
С, тогда как описанная в [5] схема С имеет лишь один дополнительный 
выход. Это вызвано попыткой упростить изложение материала. Нет 
никаких препятствий для использования в рассматриваемом случае до­
полнительной подсхемы, позволяющей сократить число дополнительных 
выходов до одного (в [5] эта подсхема обозначена через f?3). 

Основной результат работы изложен в виде теоремы (см. формули­
ровку ниже в этом параграфе). В ней указаны оценки сложности пре­
образованной схемы и длины теста. 

Перейдем к описанию класса допустимых неисправностей схемы. 
Пусть схема S из функциональных элементов над произвольным конеч­
ным полным базисом 38 = {у?;}, 1 ^ г ^ з, реализует систему q про­
извольных булевых функций от переменных ж ь ж 2 , . . . ,жп. Обозначим 
через а ь . . . ,ад выходы схемы S. Выделим в S произвольную совокуп­
ность функциональных элементов и обозначим ее через Б . Множество 
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остальных элементов из S обозначим через А. Обозначив схему S че­
рез 5(А, 5 ,5П ) , представим ее в виде соединения частей А ж В так, как 
показано на рис. 1. 

Пусть схема В имеет h входов, д выходов, а С — некоторая схема 
из функциональных элементов с h + п + w входами и д + р выходами. 
Заменив в схеме 5(А, В,хп) подсхему В на схему С так, как показано на 
рис. 1, получим новую схему 5(A,C,xn+w;)-

Обозначим через Sa(A,C,xn + u ,) и Sa(A,B,xn) вектор-функции, реа­
лизуемые на выходах а ь . . . , aq схем 5(А, C,xn+W) и 5(А, -В,2П) соответ­
ственно. Через Sb(A,C,xn+w) обозначим вектор-функцию, реализуемую 
на выходах 6 Ь . . . , Ьр схемы 5(А, С, xn+w). 

Объясним, что понимается под допустимыми неисправностями в схе­
ме 5(А, С, xn+w). Пусть /3 — произвольный элемент схемы С с t входами 
и одним выходом, а г>1,... , v* — входные полюсы элемента /3, на которые 
могут поступать сигналы 0 и 1. Считаем t ; b . . . ,vt булевыми перемен­
ными. В схеме С на выходе элемента /3 реализуется булева функция 
/3(г>1,... , v t), а при появлении в С допустимых неисправностей элемент 
(3 может превратиться в элемент /3*, реализующий произвольную булеву 
функцию /?*(vi,... , vt) от переменных vu... , ̂ . Предполагаем, что в С 
одновременно могут быть неисправными не более т элементов. 

Полагаем, что в подсхеме А схемы «Ь(А,С,xn+w) могут появляться 
произвольные неисправности, при которых схема А превращается в схе­
му А*, которая имеет те же входные и выходные полюсы, что и схема 
А, и при этом вся схема остается схемой из функциональных элементов. 
Описанные неисправности схем А ж С будем называть допустимыми. 

При преобразовании схемы В в схему С каждый элемент /3 из В 
заменяется на к одинаковых подсхем, которые будем называть дублями 
элемента /3 (подробнее дубли элементов будут описаны в § 4 (п. 4.3)). 

В схеме С множество всех элементов разбивается на два подмно­
жества: множество главных и множество вспомогательных элементов. 
Главными элементами являются все копии элементов из В и элементы, 
тесно примыкающие в схеме к ним. Остальные элементы схемы С счи­
таются вспомогательными элементами. (Точные определения главных 
и вспомогательных элементов будут приведены в § 5.) 

Введем следующие обозначения: 
А* и С* — схемы, в которые превращаются схемы А и С при по­

явлении в них допустимых неисправностей; 
5(A*,C*,5n+t i ;) — схема, в которую переходит схема 5(А,С,жп+^), 

когда ее подсхемы А и С превращаются в схемы А* и С*; 
h ж t — число входов и число элементов в подсхеме В; 
к — число дублей в С для каждого элемента из В; 



О восстановлении правильной работы 51 

г = шахг(г), где r(i) — число входов базисного элемента у?,-, а мак­
симум берется по всем элементам базиса; 

если D — произвольная схема, то L(D) — ее сложность, т. е. число 
элементов в JD; 

m — произвольное натуральное число; 
log — логарифм по основанию 2. 

Теорема. Пусть S(A,B,xn) — схема из функциональных элемен­
тов в конечном базисе, реализующая систему булевых функций от пе­
ременных xij... , хп. Тогда существуют множество & (3? С {0, l}n+w, 
w = m{ [log t] + Tlog k] )+3) мощности 2 r + 2 +4 и такая схема S(A, С, xn+w), 
что справедливы следующие утверждения: 

(a) L(C) < c(mtlog k + kt + hm), где с — константа, зависящая лишь 
от базиса. 

(b) Sa(A,B,xn) = SaiA.C.Xn.^^O). 
w 

(c) Если Sb(A*,C*,an+w) = Sb(A,C,Sn+Ul) при фиксированных схе­
мах А*, С* и каждом an+w € 2?, то Sa{A',B,xn) = Sa{A' ,C* ,xn, 
О,.. . , 0). Здесь и ниже ( в d.2) А' — произвольная схема, в ко-

торую может превратиться схема А при появлении в ней до­
пустимых неисправностей. 

(d) Множество неисправностей схемы о [A. , С ^xn^.w) можно раз­
бить на два класса так, что 

d.l. Если при некотором an+w 6 & справедливо неравенство 
Sb(A*,C*,an+w) ф Sb(A,C,an+w), то в С* есть неисправные эле­
менты, причем если на входы схемы S(A*,C*,xn+w) последова­
тельно подать наборы из &, то по значениям,появившимся на 
выходах этой схемы, можно выяснить, к какому из двух классов 
принадлежат появившиеся в схеме неисправности. 

d.2. Если в схеме S(A*,C*,xn+w) возникли неисправности пер­
вого класса, то, последовательно подав наборы из £Р на входы 
этой схемы, по появившимся значениям на выходах схемы 
S(A*,C*,xn+w) можно указать набор (е1,... , ew) из нулей и еди­
ниц такой, что Sa(A',C*,xn,eu... ,ew) = Sa(A',B,xn). 

d.3. Если в S(A*,C*,xn+w) возникли неисправности второго 
класса, то выполняется по крайней мере одно из условий: 

(i) в С* есть неисправные вспомогательные элементы; 
(У) в С* неисправны все к дублей некоторого элемента из В. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО теоремы конструктивно: указывается последова­
тельность преобразований, которые превращают схему 5(А, В,хп) в схе­
му 5(А, С, жп+и;), обладающую свойствами, указанными в формулировке 
теоремы. Предложен алгоритм для выяснения того, к какому из двух 
классов принадлежат возникшие в 5(A*,C*,xn+u;) неисправности. 

Преобразования начинаются с дублирования некоторых элементов 
в подсхеме В: один элемент заменяется несколькими его копиями. Од­
новременно к схеме добавляются дополнительные входы и несколько 
экземпляров специальной подсхемы-коммутатора П. Далее к получен­
ной схеме добавляется специальная схема А, выходы которой подключа­
ются к входам схем £2. Схема Д управляет работой схем ft так, что из 
нескольких дублей элемента можно выбрать исправный и «включить» 
его в активную работу схемы, «отключив» при этом другие дубли эле­
мента. Работой самой схемы А можно управлять, пользуясь входными 
сигналами, подаваемыми на ее входы с внешних полюсов всей схемы. 

После указанных преобразований схема В обозначается через Б ' . 
Далее на линиях между внутренними полюсами в схеме В' добавля­
ются по два экземпляра специальной подсхемы К, также играющей роль 
коммутатора, работающего в двух режимах. При работе в первом ре­
жиме коммутаторы проводят без изменения сигналы от некоторых своих 
входов к выходам. Этот режим работы коммутаторов используется 
при функционировании схемы 5(А, С, жп+ад), когда на ее основных выхо­
дах реализуется система функций, которую должна реализовать схема 
S(A,B,xn). 

Работая во втором режиме, коммутаторы позволяют передать значе­
ния с входных полюсов схемы 5(A,C,Sn+ t i ;) на входы некоторых ее эле­
ментов. Этот режим работы коммутаторов используется при диагнос­
тике неисправностей схемы. Он позволяет добиться слабой зависимости 
значений друг от друга на выходах элементов схемы, что обеспечивает 
должный уровень локализации неисправностей в контролируемой схеме. 

Переключение режимов работы коммутаторов осуществляется пода­
чей подходящих значений с входов схемы на входы коммутаторов. 

Ниже через c l5 с 2 , . . . обозначаются константы, зависящие только от 
базиса. 

§ 2. Схемы П и А 

2.1. Схема ft. Эта схема имеет k + flog fe"] входов и один выход. 
j 

Здесь и далее полагаем /x(<7i,... , <7у) = 1 + ]Г} о$~%. Пусть на входы 

с номерами 1 , . . . , к схемы ft подаются значения переменных zu . . . , zk, 
а на входы с номерами к + 1 , . . . , к + flog А;] — значения переменных 
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j / i , . . . , У flog к] • Тогда на выходе схемы П реализуется булева функция 

$!(*!,... ,**,!/!,...,j/pog*l)= \ / ^(^ь...^Гьв||1)УГв''»Пов*11' 

(2.1) 
где дизъюнкция берется по всем наборам {<тх . . .<7pogA?i) таким, что 
/ / ( (7 Ь . . . ,<T|-iog*i) € { 1 , . . . ,&}. Здесь 

, _ Г 1, если у = а; 
\ 0 в противном случае. 

Таким образом, если (с^ .. .ffpogjbi) есть двоичное представление числа 
t - 1, ТО ft(*b... , ^ , ( 7 ! , . . . ,<Tpog*l) = Zf 

Функцию, определенную равенством (2.1), можно реализовать схе­
мой сложности не более сгк в базисе {Л, V,"}. Действительно, согласно 
[8] систему всех конъюнкций {у{1 • • • Уг^м } можно реализовать схемой 
(многополюсником) сложности 2Г1о« *1 _|_ ("log к] —А. Взяв этот многополюс­
ник, к элементов Л и & элементов V, следуя (2.1), получаем схему 12, ре­
ализующую функцию fi(*i, *.. , zk, з/i, . . . , з/pogjbi) такую, что I(fi) ^ с2к. 
Отсюда следует, что в произвольном базисе можно построить такую 
схему 17, что 

I(fi) $ c3k. (2.2) 
2.2. Схема А. Для произвольного булева вектора (<Ji,... , crpiogti) 

такого, что /г(<7ь... , <7pogf|) ^ ?̂ и любого числа j из { 1 , . . . , flog А;]} 
определим булеву функцию 

m 

f = l 

Изменяя значения параметров j и а- ь . . . , <7pogf], получим i flog A;] 
булевых функций gdj ,l^d^t;l^j^. [log к], зависящих от m( [log t] + 
[log fc]) переменных. 

Схема Д реализует систему этих функций. Эта схема имеет 
m{ [log i] + [log A;]) входов и t [log A;]) выходов. 

С л о ж н о с т ь СХЕМЫ А. Пусть схема (7(г), 1 ^ г ^ га, реализует 
систему всех конъюнкций вида z^\.. *z°№*\, где булевы наборы (<ть . . . , 
0"pogf|) принимают все возможные значения. Согласно [8] для построе­
ния схемы U(г) в базисе {Л, V,""} достаточно иметь 2^ o g ^ + 1 + [log t] - 4 
элементов. Для построения всех га схем U(i), 1 ^ г ^ га понадобится 
не более m(2' l og t ' '+1 + [log/] - 4) элементов. Если уже построены все 
схемы U(г), то согласно формуле (2.3) для реализации одной функции 
9fi(ou...,aflostl),j достаточно использовать еще га элементов Л и га - 1 эле­
ментов V. Таким образом, для построения схемы Д достаточно иметь 
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xn + l хп+2 # n + m ( flog *1 +flog t"|) 

i 1 - 1 
Схема А 

(1.1) (l.[logfcl> (d.l) (d.[logfcl> (*•!> (*.flog*l> 
*—~—* *—ГГГ ' ? ~ • 

Рис. 2 

т(2Г1ов*1+1 + [logt] + 4) + 2т*flog А:] элементов базиса {Л, V , - } . Следо­
вательно, для произвольного базиса имеем 

1(A) ^ c4mtlog k. (2.4) 

Заменим переменные yi}j и z8}l на ж п + ь . . . ,a?n+m(pogti+pog*l): 

9 l , l = ^ n + i , • • • , 2/l,pogAf| = Яп + pogATh ' * ' 

2/m,l — хп+(т-1)flogfc"|4-1 э * * * > 2/m,flogifc] — ж п +mflog Af| j ' * " 

^1,1 = # n + m flog Af|+b * * * ? ^ I j logf ] = £ n + m flog Jb] +flog ф * * * 

^m, l = #n+mfIog fc l+ (m- l )pog f |+ l 5 * * * 5 zm,\\ogi] = жn+m(flogjb"| + flogt])-

Будем считать, что выходам схемы А присвоены #-метки — двух­
разрядные векторы (d.j), l ^ d ^ t n l ^ j ^ [log fe]. В схеме А на выходе 
с ^-меткой (d.j), где 1 ̂  d ^t ж 1 ̂  j ^. [log fc], реализуется функция gdj, 
определенная формулой (2.3). Внешние полюсы схемы А приведены на 
рис. 2. 

2.3. Особое свойство схемы А. Если на входы схемы А подается 
набор е = ( е ь . . . , е/), то на выходах этой схемы реализуется i[log&~|-
компонентный вектор ( a i . i , a 1 2 . . . , at.pog*"|)? причем atJ- реализуется на 
выходе с й-меткой (i.j). Разобьем этот вектор на подвекторы А(е, г), 
1 ^ г ̂  t, каждый из которых состоит из [log А:] компонент так, что 

Д(£, 1) = ( а ц , ^ , . . . ,ai.pogibi)? 

Д ( ^ 2 ) - ( а 2 .Ь а2.2, • • • , a2.pog*l )> / 2 5) 

д ( ^ *) = (a*.i> а*.25 • • • >a*.[iog*i )• 

Обозначим через {^ | 1 ^ г ^ и} множество всех неупорядоченных 
выборок по 1,2,.. . ,7п элементов из множества a-меток {(d.j) | 1 ^ d ^ 

m 
*» 1 ^ 3 < &}• Здесь и = X) (**)• Пусть 5 — произвольное число из 
{ 1 , . . . ,£}. 3>8 называется хорошей выборкой, если при любом d, 1 ^ 
d ^ t, в @s содержится не более к — \ меток с первыми компонентами, 
равными d. 
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Лемма 1. Если @$ — хорошая выборка, то существует вектор е = 
( е ь . . . , е/) такой, что если на входы схемы А подать е — ( е ь . . . , в/), то 
на ее выходе получится набор слов А(е, 1 ) , . . . , Д(е, £), обладающий свой­
ством: если d € { 1 , - . . ,t}, p 6 { 1 , . . . ,&} и a-метка (d.p) принадлежит 
9„ то^(А(е^))^р. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть @s —хорошая выборка. Обозначим через 
{d1? d2,... , dv} множество первых компонент всех меток из @s. Если v < 
m, то множество {d1? d2j... , dv} дополним такими числами dv+i, • • • , dm 
из { 1 , . . . , i], чтобы полученное множество {dx, d2,... , rfm} состояло из m 
чисел. Пусть (S\(i),... , ̂ [log^ (0) — булев вектор такой, что /л(8г({),..., 
*nog* l (0 )^01W-i )€ 0,}i i / i ( t f i ( t ) , . . . ,*fiog*l(0) < *• Вектор (*i ( г ) , . . . , 
S[\ogk](i)) с этими свойствами существует, так как в любой хорошей вы­
борке содержится не более к — 1 меток с одинаковыми первыми компонен­
тами. Пусть (7i(0> • • • »7pogf|(0) — такой булев вектор, что / J ( 7 I ( 0 * • • •> 
7n°g*l(*)) = *̂* ^ формуле (2.3) полагаем zi}9 = 7?(г) ПРИ 1^<Z^ [log t] 
и t/jj = Sj(i) при 1 ^ j ^ flog ft]. Нетрудно видеть, что при таких 
значениях аргументов имеем gjj = 0 при d € {1,.. .£} \ {d b . . .<iw} 
и 9dij = */(*) при г = 1?J .. , m; j = 1 , . . . , flog A;]. 

Определим вектор е = ( е ь . . . , em(pogJbi+pogf|)) следующим образом: 

f £,(1), если 5 ^ flog A;]; 
6,(2), если (flog A?] < 5 ^ 2 flog*]; 

I Ss(m), если (m - l)[~log&] < s ^ raflog/Л; 
J 7,(1), если m flog Л] < s ^ raflogfc] + [log/]; 

7«(2), если raflogu] + flog*] < 5 ^ raflogu] + 2flog*]; 

v ъ(т)> е с л и яг flog Л] + (m - l)flogt] < s ^ ra(flogAf) + flog*]). 

Из сказанного следует: при любых d 6 { 1 , . . . ,<} и р 6 { 1 , . . . ,&} 
если (d.p) 6 ^ 5 , то /г(Д(е,еГ)) ^ Р- Лемма доказана. 

§3 . fc-Преобразование схемы S(A,B,xn) 

При /^-преобразовании схема S(A,B,xn) превращается в схему 
S(A,B',zn+t), т. е. подсхема А не изменяется, а подсхема В преобра­
зуется в подсхему В'. Последняя состоит из базисных функциональных 
элементов, а также схем й и Д . 

3.1. /?-шаги при к-преобразовании. Пусть схема S(A,B,xn) 
состоит из N элементов. Занумеруем их числами 1 , . . . ,JV так, чтобы 
числами 1,2,... , t оказались занумерованными элементы из В. 
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Ярусы е 5(А, 5,жп). Это понятие определим индуктивно. К пер­
вому ярусу отнесем элементы схемы 5(А,Б,жп) , входы которых присо­
единены только к входным полюсам. 

Пусть в 5(А, В,хп) определены г первых ярусов. Каждый элемент 
схемы, который не попал ни в один из г первых ярусов, а все входы ко­
торого присоединены к выходам элементов из ярусов с номерами 1 , . . . , г 
или к входным полюсам, относится к (г + 1)-му ярусу. Процесс образова­
ния ярусов продолжается до включения каждого элемента из S(A, Б , хп) 
в соответствующий ярус. 

Схема S(A,B\xn+i) строится последовательно. Сначала строится 
описанная выше схема Д. Дальнейшие процедуры разбиваются на эта­
пы, выполняемые последовательно друг за другом. Эти этапы будем 
называть шагами. 

Каждый шаг состоит в следующем. Выбрав элемент /3 в Б , из ба­
зисных элементов и схем й мы образуем некоторый фрагмент схемы 
и присоединяем его к ранее построенной части схемы. Состав добавля­
емого к схеме фрагмента и способ его присоединения к ранее построен­
ной части определяется тем, какую функцию реализует /3, и тем, как 
этот элемент присоединен к элементам в 5(А,Б,5 П ) . Шаг построения 
фрагмента схемы 5(А, J5, жп), начинающийся выбором элемента /3, назы­
вается /3-шагом. В схеме 5(А, Б',жп+/) всем элементам присваиваются 
а-метки, являющиеся двухразрядными векторами. 

Опишем /3-шаги. Пусть (3 — элемент первого яруса в S(A,B,xn) 
и j — номер этого элемента. Рассмотрим два случая. 

Случай 1. /3 принадлежит подсхеме А. Возьмем копию элемента 
/3. Выбранной копии присвоим а-метку (j.*). Если г-й вход элемента (3 
в 5(А, Я,5?п) присоединен к полюсу ж,, то г-й вход копии присоединяется 
к полюсу х5. (Здесь и далее внешний полюс схемы обозначается так же, 
как и переменная, значение которой подается на этот полюс.) 

Случай 2. (3 является элементом из В. Возьмем к копий элемента (3 
и присвоим им а-метки (j . l) , ( j .2) , . . . , (j.k). Входы каждой копии при­
соединим к входным полюсам новой схемы так же, как присоединены 
в S(A,B,xn) соответствующие входы элемента (3. 

Сделав соответствующие /3-шаги для всех элементов первого яруса, 
получим часть схемы S(A,B',xn+l). Далее делаем /3-шаги, выбирая /3 
во втором, затем в третьем ярусах, и т. д. Предположим, что сделаны 
/3-шаги для всех /3 из г первых ярусов схемы 5(А, В,хп). Пусть /3 — 
элемент из (г + 1)-го яруса схемы и j — номер элемента /3. Опишем 
/3-шаг для такого /3. Будем различать два случая. 

Случай 1. /3 находится в подсхеме А. Возьмем копию элемента 
/3, присвоим ей а-метку (j.*) и входы этой копии присоединим к уже 
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построенной части схемы следующим образом. 
• Если вход с номером / элемента (3 присоединен к полюсу xs, то 

l-ж вход элемента с а-меткой (j\*) присоединяется к полюсу xs. 
• Если l-ж вход элемента (3 присоединен к выходу элемента j с но­

мером s, то в строящейся схеме /-й вход элемента с а-меткой 
(j.*) присоединяется к выходу элемента с а-меткой (з.*). 

Описанную процедуру повторим для каждого входа рассматривае­
мой копии элемента /?. 

На рис. 3 сверху приведен пример преобразования, соответствую­
щего /?-шагу для рассмотренного случая. Слева размещен фрагмент 
схемы S(A,B,xn). В нем трехвходовый элемент /3 имеет номер d, его 
первый и третий входы присоединены в S(A,B,xn) к элементам из В 
с номерами а и с, а второй вход — к элементу из А с номером Ь. Справа 
размещен соответствующий фрагмент схемы S(A, B\ xn+t). Элемент 
с а-меткой (d.*) является копией элемента с номером d. 

Случай 2. (3 является элементом из В. Возьмем к копий элемента 
/3, присвоим им а-метки (i-l), ( j .2), . . . , (j.k). Входы копий присоединим 
к элементам схемы следующим образом. 

• Если /-й вход элемента /3 присоединен в S{A, B,xn) к полюсу жя, 
то 1-й вход каждой копии присоединяется в 5(Л, В\хп+1) к по­
люсу х8. 

• Если /-й вход элемента /3 присоединен в S(A,B,xn) к элементу 
с номером s, то 1-й вход каждой копии присоединяется к выходу 
элемента с а-меткой (s.*). 

Описанные процедуры повторяются для всех входов каждой копии 
элемента /3. Затем берется экземпляр схемы Q и ему присваивается а-
метка (j\*). Вход с номером / схемы ft подключим следующим образом. 
Если 1 ^ / ^ к, то 1-й вход подключается к выходу элемента с а-меткой 
(j./). Если I = к + s, 1 ^. s ^ (logfe], то рассматриваемый вход подклю­
чается к выходу с ^-меткой (j.s) схемы А. 

На этом описываемый /3-шаг завершается. 
На рис. 3 снизу приведен пример преобразования, которое соответ­

ствует /?-шагу для случая, когда (3 является элементом из В. 
^-преобразование схемы считается законченным, когда будут сде­

ланы /3-шаги для всех элементов /3, выбираемых в схеме В. Полученная 
схема обозначается через S(AyB',xn+i). 

3.2. Сложность схемы В'. Пусть L(B) = cbt — сложность схемы 
В. Схема В1 содержит из t схем fi и к копий каждого элемента из В. 
Кроме того, в В' содержится схема А. Отсюда и из (2.2) и (2.4) следует, 
что 

L(B') ^c6kt + c4mt log к. (3.1) 
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§4. Схема 5(А, С,жп+И-з) 

Эта схема получается двумя последовательными преобразованиями 
схемы S(A, B'^Xn+t). Входы и выходы схемы В' принадлежат множест­
вам входов и выходов схемы С. 

4.1. Первое преобразование. Опишем подсхемы Q и D схемы R 
(рис. 4). 

СХЕМА Q. Если на первый, второй и третий входы схемь^ф пода­
ются значения fc, v и w, то на ее выходе реализуется функция kvWkw. 

СХЕМА D. Эта схема осуществляет отображение ( а ь . . . , a2m+1) —> 
6 ( а ь . . . , a 2 m + i ) , где 

{
2m+l 

1, если X) а» > т > 
О в противном случае. 

Ясно, что если схема D ис­
правна, ав R содержится не бо­
лее m неисправных схем Q, то 
R -— самокорректирующаяся 
схема. 

Функция b(au . . . , a2 m +i) яв­
ляется симметрической булевой 
функцией от 2т+ 1 переменных. 
Известно ([8], с. 369), что ее 
можно реализовать схемой в ба­
зисе {Л, V, ~ } , содержащей не бо­
лее с7т элементов. Отсюда в 
произвольном базисе имеем 

L(R) <$ csm. (4.1) 

Пусть u> t l , . . . ,wiit — полюсы схемы А, не являющиеся входными 
полюсами схемы S(A,1?',жп+/), и пусть к полюсам w t l , . . . ,wie схемы 
S(A,Bf,xn+i) подключены входные полюсы схемы В'. Выполним сле­
дующие преобразования. Вход схемы 5 ' , подключенный к полюсу W{19 
переключим на выход схемы Л, а к полюсу w^ подключим вход схемы R, 
Аналогичные переключения выполним для полюсов wt-2, . . . , wis, исполь­
зуя каждый раз новый экземпляр схемы R. В результате между полю­
сами w^,... , wie и входными полюсами схемы В' появятся s одинаковых 
схем R. 

МЕТКИ в D. Всем базисным элементам из D присвоим одноразряд­
ные a-метки (ф). 

хп+1+3 

жп+/+3 
1 Q 3 

1 Q 
ьг+1 

сг+1 

** 2 т + 1 *-
D 

Рис, 4- Схема R 
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На этом первое преобразование схемы £(А,2?',жп+/) заканчивается. 
Схему, в которую превратилась схема В' после первого преобразования, 
обозначим через Вг. 

С л о ж н о с т ь СХЕМЫ Bi. Эта схема есть соединение схемы В1 и h 
схем R. Отсюда и из (2.4), (3.1) и (4.1) получаем 

L(BX) ^ c6kt + c7hm + cAmtlog k. (4.2) 

4.2. Второе преобразование. Это преобразование схемы 
(А,В)Хп) связано с добавлением схем К на линиях, соединяющих не­
которые пары элементов в подсхеме В\. При этом схема Вг преобра­
зуется в схему С. Некоторые подсхемы схемы С получают 7~м е т ки, 
являющиеся трехразрядными векторами. Эти операции изображены на 
рис. 5-8. Пусть <fii, (pq — базисные элементы. На рисунках справа при­
ведены фрагменты схемы С, в которые преобразуются соответствующие 
фрагменты схемы Ви показанные слева. При этом для всех фрагментов 
схемы Вг, указанных в левых частях рис. 5-8, и в схемах, полученных из 
В1 такими преобразованиями, проводятся аналогичные преобразования 
до тех пор, пока в полученной схеме не исчезнут фрагменты, показанные 
в левых частях рассматриваемых рисунков. Преобразования проводятся 
только в тех случаях, когда базисные элементы </?,- и (pq, изображенные 
слева, находится вне схем Q и К. 

СХЕМА К. Эта схема имеет три входа и один выход. Если на ее 
входы с номерами 1, 2, 3 подаются значения ж, у, z, то на выходе схемы 
К реализуется функция ху V xz. 

Обозначим через С схему, полученную из В^ указанными преобра­
зованиями. Элементы схемы С, находящиеся вне схем К и <5, будем 
называть выделенными. Всем схемам Q, К и выделенным элементам 
ставятся в соответствие 7-метки (трехразрядные векторы) по следую­
щему правилу (см. рис. 5-8). 

• Схемы Q получают 7-метки (Q, *, г + 1). 
• Выделенные элементы <# получают 7-метки (</?*, К, *), г — 1 , . . . , #. 
• Схема К получает 7-метку 

(К, Q, г), если ее вход подключен к выходу схемы Q, а выход — 
к г-му входу выделенного элемента; 
(К, (pi, г + 1), если ее вход подключен к выходу базисного эле­
мента <pi, г = 1 , . . . ,#; 
(Ку г,г + 1), если ее вход подключен к полюсу ж,, г ф г + 1; 
(К, г + 1, j ) , если ее вход подключен к полюсу я г + 1 , а выход — 
к j-му входу выделенного элемента; 
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(JRT, К, j ) , если ее вход подключен к полюсу с 7-меткой (К, г, г+1) 
или к полюсу с 7-меткой (К, <pi5 г + 1), а выход — к j-му входу 
выделенного элемента. 

Блоки в С. Будем считать блоками схемы С все ее части, отме­
ченные 7-метками. Таким образом, блоками в С являются все схемы Q 
и К, а также отдельные функциональные элементы. 

ВЫХОДНЫЕ полюсы СХЕМЫ S(A,C,lcn+w). Будем считать, что 
выход каждого блока в С является одновременно и выходом схемы 
5(А,С,жп+н_3). 

С л о ж н о с т ь СХЕМЫ С. Поскольку С получается из В\ добавлением 
не более 2rt схем К сложности 4 (в базисе {Л, V, -}), то 

L(C) < cekt + c7hm + c4mt log k + c8rt. (4.3) 

4.3. Гирлянды, подсхемы, дубли и метки элементов в С. 
Гирлянды в С. Пусть к j-му входу элемента /3 в подсхеме С при­

соединен выход схемы if, а к входу последней присоединен выход еще 
одной схемы К. Такая пара схем К называется гирляндой, подвешенной 
к j-му входу элемента (3. 

Если к j-му входу элемента /3 присоединен выход схемы К, а к входу 
последней присоединен элемент, не являющийся схемой К, то упомя­
нутая схема К тоже называется гирляндой, подвешенной к j-му входу 
элемента (3. 

На рис. 5-8 изображены гирлянды из одной и двух схем К. Вход 
с номером 2 верхней схемы К (рис. 6), называется входом гирлянды. 
Для гирлянды, состоящей из одной'схемы К, входом называется второй 
вход этой схемы К. -

а-МЕТКИ в С. Будем считать, что все элементы схемы С, находящи­
еся вне схем Q и К, получают те же а-метки, которыми были отмечены 
соответствующие элементы в схеме В'. Некоторым схемам К присва­
иваются а-метки. Если вход схемы К подключен к выходу элемента 
с а-меткой (a.j), а £ { 1 , . . . ,£}, j £ { 1 , . . . , &}, то эта схема К получает 
a-метку (a.j.К). Схеме if, вход которой присоединен к выходу элемента 
с a-меткой (a.j.К), присваивается a-метка (a.j.К.К). 

СХЕМЫ R. Пусть R! — одна из схем R ъ В'. Обозначим через R1 

подсхему в С, состоящую из элементов схемы R' с a-метками (ф), и из 
схем К, входящих в гирлянды, подвешенные к входам элементов из R' 
с a-метками (ф). 

Пусть и — выходной полюс схемы А, к которому присоединены 
входы подсхем Q из R. Тогда полюс и называется входом схемы R. 
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СХЕМЫ П. Пусть О' — схема О, с а-меткой (d.*) в В'. Обозначим 
через h' подсхему в С, состоящую из базисных элементов схемы Q' с от­
метками (и) и из схем if, входящих в гирлянды, подвешенные к входам 
элементов из (У с а-метками (о;). В схеме £2' содержится ровно к + [log к] 
гирлянд, входы которых присоединены к элементам с двухразрядными 
а-метками или к полюсам жп+1>--- ,xn+h Входы этих гирлянд будем 
считать входами рассматриваемой^ схемы fi'. Таким образом, схема (У 
имеет к + [log А;] входов. Схеме £2' присваивается а-метка (с/.*), т. е. 
такая же а-метка, которой помечена схема £2' в В*. 

Обозначим через 5(Л,С,жп + /+ 3) схему, в которую превращается 
схема S(A)B)Xn) в результате описанных преобразований. На рис. 1 
справа показано соединение подсхем А ж С в схеме 5(А',С,3?п+/+з) (w = 
/ + 3). 

ДУБЛИ В С для ЭЛЕМЕНТА (3 из В. Пусть элемент (3 из В в схеме 
5(А,1?,2?П) имеет номер d. Подсхему в С, образованную тройкой эле­
ментов с а-метками (d.j),(d.j.K)y(d.j.K.K), назовем дублем элемента 
/3. Отметим, что в соответствии с этим определением в С содержится к 
дублей каждого элемента /?. 

§5. Свойства схемы 5(А. C^Xn+i+ъ) 

5.1. Типы элементов в С. Два класса неисправностей в схе­
ме. Класс допустимых неисправностей в схеме S(A,C,xn+w) определен 
в § 1. Полагая w = / + 3, получим, что допустимые неисправности для 
5(А, С,жп+1+з) определены. 

Обозначим через А* и С* произвольные схемы, в которые могут 
превратиться схемы А ж С при появлении в них допустимых неисправ­
ностей. Тогда 5(Л*,Сг*,жп+/+3) — схема с подсхемами А* и С*. 

Пусть и — точка схемы 5(А, 2?,жп), к которой присоединен вход 
какого-либо элемента из i?, причем и является либо входным полюсом 
в 5(А, J9,#n), либо выходом некоторого элемента подсхемы А. Тогда и 
есть входной полюс подсхемы В, Если к выходу v некоторого элемента 
/3 из подсхемы В присоединен либо выходной полюс схемы 5(А, J?,3fn), 
либо вход какого-либо элемента из Л, то г? есть выходной полюс под­
схемы В. Обозначим через ии . . . , uh и г;ь . . . , г^ входные и выходные 
полюсы подсхемы В схемы 5(А, J9,2?n). Условимся так же обозначать 
соответствующие полюсы в схеме 5(А*,С*,жп+/+3)- Кроме входных по­
люсов ui,... , ̂ л в схеме С есть еще входные полюсы хп+1... , жп+/+3. 

Д В А ТИПА ЭЛЕМЕНТОВ в С. Элемент из С называется главным 
ч элементом, если он имеет а-метку вида (a.j) или (a.j.K) (здесь а и j — 
любые числа из множеств {1 , . . . , £} и { 1 , . . . , ("log к] } соответственно). 
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Элемент схемы С называется вспомогательным элементом, если он 
не является главным элементом и при этом не входит в состав какой-
либо схемы Q или К. 

Вспомогательный элемент схемы С, отличный от схемы Q и эле­
ментов с а-метками (d.j.K.K), где d = 1 , . . . ,/; j = 1 , . . . , fc, называется 
внутренним вспомогательным элементом. 

Для дальнейших рассмотрений нам понадобится таблица, определя­
ющая три множества {п + / + 3)-мерных булевых векторов. Эти множе­
ства обозначаются через &>х, 3?2-> ^ 3 -

В таблице определено множество <^, элементами которого являются 
векторы х из {0,1}п+*+3. Первый столбец задает множество ^ векторов 
&!,... ,ж„+1+з из {0,1}п+/+3 таких, что 

• жг+2? • • • •> хп+\ равны значению жх; 
• £n+f+i и жп+н_з равны единице; 
• Жп+и-2 = 0; 
• ж ь . . . , х г + 1 принимают произвольные значения. 
Аналогично определяются множества ^ 2

 и ^ з - Множества ^ и ^ 2 
содержат по 2 r + 1 векторов, а множество ^ 3 — четыре вектора. В таб­
лице определено множество & = ^ i U ^ U ^з» состоящее из 4 + 2Г+2 

векторов. 
Допустим, что ^ — некоторое множество из векторов из {0,1}п + '+ 3 . 

Схема 5(А% С*,жп+[+з) называется ^ -нормальной относительно блока 
/3 из С% если в схемах 5(А,С,жп+/+з) и 5(А*,С*,жп+?+3) на выходе (3 
реализуются функции, которые не различаются на множестве J?. 

КЛАССЫ НЕИСПРАВНОСТЕЙ В С*. Обозначим через #*(1) множе­
ство, образованное всеми а-метками вида (d.v) такими, что если (d.v) £ 
%?*(!), то среди элементов из С* с а-метками (d.v), (d.v.К) или (d.v.К.К) 
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есть хотя бы один неисправный элемент. Будем говорить, что неисправ­
ности в С* принадлежат первому классу неисправностей, если выпол­
няются следующие условия: 

(с-1) при любом d, 1 ^ d ^ t, множество ^*(1) содержит не более к -1 
меток, в каждой из которых первая компонента равна d; 

(с-2) в схеме С* исправны все внутренние вспомогательные элементы; 
(с-3) все элементы с а-метками (d.j.K.K), l ^ d ^ t , l ^ j ^ k , 

являются «^-нормальными; 
(с-4) все элементы Q являются 3*2 U «^з-нормальными. 

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Используя понятие дубля элемента, условие (с-1) 
можно заменить на эквивалентное: в схеме С среди к дублей любого 
элемента /3 из В есть хотя бы один исправный. 

Будем считать, что допустимые неисправности в схеме С*, не во­
шедшие в первый класс, относятся ко второму классу неисправностей. 

Подсхемы В ж С* схем S(A*, В,хп) и S(A*,C*,xn+i+3) будем рас­
сматривать как самостоятельные схемы. Пусть на полюсы щ,... ,uh 
схем В ж С* подаются произвольные значения, на полюсы жл+/+1, xh+i+2, 
xh+i+3 схемы С* — нулевые значения, а на полюсы Яд+ь • • • ->xh+i схемы 
С* подаются значения e n +i , . . . , еп+/+з такие, что на выходах с <5-метками 
(1.1), (1.2), . . . , (l.flogfc]), . . . , (t.l), ( t .2) , . . . , (t.flogAf|) исправной схемы 
А возникают соответственно значения а1Л, а 1 2 , . . . ? ai.pogjbi?-• •> at.i-> 
Ut.2-> • • • > ttt.pogibV 

Сильный входной НАБОР для СХЕМЫ С*. Предположим, что если 
на входы схемы А подается набор е = ( е п + 1 , . . . , еп + /), то на ее выходе 
с ^-меткой (s.j), l ^ s ^ i ; l ^ j ^ flog it] реализуется значение asj. Если 
(з. /г(а5 . ь . . . ,ae.pogjb-])) £ *<?*(1) при любом з е { 1 , . . . , < } , то набор е̂ +з = 
( е п + 1 , . . . ,еп + / ,0,0,0) называется сильным входным набором для С*. 

Л е м м а 2. Если неисправности схемы С* относятся к первому 
классу, то существует сильный входной набор для С*. 

Эта лемма есть прямое следствие леммы 1. 

Лемма 3. Пусть 
неисправности в С* относятся к первому классу; 
на полюсы п1 ? . . . ,ггл и u\,...,u*h схем В и С* подается (с?1?..., 

dh) — произвольный набор из нулей и единиц, а на полюсы я п +ъ. •., 
жп+/+з схемы С* подается ( е п + 1 , . . . , en+f+3) — сильный входной набор 
для С*. 

Тогда значение, реализуемое на выходе схемы Q, из С* с а-меткой 
(^.*), 1 ^ s ^ t, совпадает со значением, реализуемым на выходе эле­
мента 6 с номером s из В. 
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Прежде чем перейти к доказательству леммы, сформулируем три 
утверждения. 

Утверждение 1* Пусть R — подсхема, в С*. Тогда в условиях 
леммы 3 значения на входе и выходе подсхемы R совпадают. 

В самом деле, в R исправны все элементы с а-метками (ф) и все 
схемы К из гирлянд, подвешенных к входам элементов с а-метками (ф). 
Так как эти элементы и схемы являются вспомогательными, то они ис­
правны (по условию леммы 3 исправны все внутренние вспомогатель­
ные элементы). Поскольку по условию леммы 3 справедливо жп+/+1 = 
#п+/+2 = 0, то значения второго входа и выхода любой исправной схемы 
К одинаковы. В таком случае схема R является самокорректирующейся. 
Отсюда следует утверждение 1. 

Утверждение 2. В условиях леммы 3 значения на входе и выходе 
гирлянды, состоящей из схем К без a-меток и подвешенной к входу 
произвольного элемента 6* из С*, одинаковы. 

Для гирлянды, состоящей из исправных схем К, справедливость 
утверждения 2 очевидна. Схемы К без а-меток являются внутренними 
вспомогательными элементами. По условию леммы 3 они исправны. 

Утверждение 3. Пусть И — схема с a-меткой (s.*). Если выпол­
нены условия леммы 3, то значение на входе с номером ji(А(е, s)) схемы 
f2 совпадает со значением на выходе схемы П. 
^ Справедливость утверждения прямо следует из определений схемы 
fi и сильного входного набора для схемы С*. При этом мы пользуемся 
утверждением 2 и предположением из леммы 3 об исправности всех внут­
ренних вспомогательных элементов. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЛЕММЫ 3 проведем индукцией по номерам яру­
сов, на которые разбивается множество элементов подсхемы С*. 

Я Р У С Ы в С*. Предположим, что входы всех гирлянд, подвешенных 
к входам произвольного элемента /3 с a-меткой (a.j)y I ^ a ^ t; 1 ^ j ^ fc, 
присоединены к выходам схем R' или к входным полюсам ж ь . . . , я п + / . 
Тогда элемент /3 принадлежит первому ярусу. Если элемент с а-меткой 
(a.j) отнесен к первому ярусу, то к этому же ярусу должны быть от­
несены и все элементы с а-метками (a . l ) , ( a . l ) , . . . , (a.&), так как входы 
этих элементов подключены так же, как и соответствующие входы эле­
мента с a-меткой (a.j). Вместе с указанными элементами к первому 
ярусу относится и схема £1 с a-меткой (а.*). 

Пусть в С* определены г первых ярусов. Каждый элемент /3, не 
попавший в i первых ярусов и имеющий a-метку (a.j), 1 ^ а ^ t; 1 < 
j ^ &, или а-метку (а.*), 1 ^ а ^ *, отнесем к (г + 1)-му ярусу, если 
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вход гирлянды, подвешенной к любому входу элемента /?, присоединен 
к одному из следующих элементов схемы: 

• к выходу схемы R'\ 
• к одному из входных полюсов х ь . . . , жп+/; 
• к выходу элемента из предшествующего яруса. 
Пусть схема 12 с а-меткой {эл) находится в первом ярусе схемы С*. 

Тогда входы всех гирлянд, подвешенных к входам рассматриваемой 
схемы П, присоединены к выходам элементов из С* с а-метками (<s.l), 
(5 .2) , . . . , (s.[logк]) или к выходам схемы А. Элементы с а-метками 
(^Л), (^.2),. . . , (s.[logк]) размещены в С* в первом ярусе. Поэтому вхо­
ды подвешенных к их входам гирлянд подключены к выходам схем R 
или к входным полюсам я,-, г € { 1 , . . . , п}. 

Из определения сильного входного набора и утверждений 1 и 2 сле­
дует, что в условиях леммы 3 в С* на выходе элемента первого яруса 
с а-меткой (s.js) реализуется то же значение, которое реализуется на вы­
ходе элемента с номером s в схеме 5 . В условиях леммы 3 из того, что 
схема Q, с «-меткой (<$.*) исправна, следует, что схема А на своих выхо­
дах с ^-метками («s.l),... , (s.[logк]} реализует соответственно значения 
fl,,i,... ^5,riogJbi такие, что /z(a 5 j b . . . ,a5jlogA.-|) = j s . Отсюда следует, 
что на выходе рассматриваемой схемы ft реализуется то значение, кото­
рое появляется на ее j8-M входе, т. е. значение, появившееся на выходе 
элемента в С* с a-меткой ($.js)- Это значение, как отмечено выше, равно 
значению на выходе элемента с номером s в схеме В. Таким образом, 
утверждение леммы 3 справедливо для схемы Я из первого яруса в С*. 

Пусть схема П с a-меткой (з.*) находится в (г + 1)-м ярусе схемы С* 
и г + 1 > 1. Обозначим эту схему через ft'. Предположим, что для всех 
схем fi из С*, находящихся на предыдущих ярусах, утверждение леммы 3 
справедливоиВходы всех гирлянд, подвешенных к входам рассматрива­
емой схемы fi', присоединены к выходам, расположенными в (г + 1)-м 
ярусе схемы С* элементов с a-метками (s . l ) , (s .2) , . . . , (s.|logAf|), или 
к выходам схемы А. Входы гирлянд, подвешенных к входам элемен­
тов с a-метками («s.l), («5.2),... , (s. [log к]), присоединены либо к выходам 
схем О, расположенных в ярусах схемы С* с номерами, не превышаю­
щими г, либо к выходам схем R. 

Обозначим через Tv(s.j) гирлянду, подвешенную к v-му входу эле­
мента с a-меткой (s.j) из С*. Пусть вход гирлянды Tv(s.j) подклю­
чен к выходу схемы Д, а вход этой схемы R — к входному полюсу и*р 
схемы С*. Отсюда следует, что v-ж вход элемента с номером s схемы 
В подключен к входному полюсу ир схемы В, Пользуясь утвержде­
ниями 1 и 2, получаем, что на. выходе гирлянды Tv(s.j) реализуется 
значение dp (то самое значение, которое подается на входной полюс г̂ * 
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схемы С*). По условию леммы 3 то же значение dp подается и на входной 
полюс ир схемы В, Значит, в условиях леммы значение dp одновременно 
появляется как на v-u входе элемента с номером s из схемы Б, так и на 
выходе гирлянды Tv(s.j) схемы С*. 

Пусть вход гирлянды Tv(s.j) подключен к выходу схемы fi" 
с а-меткой (р.*), причем Л" находится на ярусе с номером, меньшим 
г + 1. По предположению индукции на выходе схемы £1" реализуется то 
же значение, что и на выходе элемента с номером р в схеме В. Почти 
дословно повторяя предыдущие рассуждения, приходим к выводу, что 
и в рассматриваемом случае на г;-м входе элемента с номером s из схе­
мы Б и на выходе гирлянды Tv(s.j) из схемы С* появляются одинаковые 
значения. Отсюда и из утверждений 2 и 3 следует лемма 3. 

Лемма 4. Яусть неисправности схемы С* из 5(А*,С*,жп+/) отно­
сятся к первому классу и ei+s — сильный входной набор для С*. Тогда 

Sa{A',C%xn,ew) = Sa(Af,B,xn), 

где А! — произвольная схема, в которую может превратиться схема А 
при появлении в ней допустимых неисправностей. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Входные полюсы подсхемы А! в 5(А', С*, жп+и-з) 
присоединены только к внешним полюсам и к выходам элементов П 
схемы С*. Отсюда и из леммы 3 следует, что в условиях леммы 4 на 
выходных полюсах подсхемы А из 5(А',С*,жп+?+3) и на соответству­
ющих полюсах схемы А! из 5(А', Б,жп) реализуются равные значения. 
Если /3* является элементом схемы С*, выход которого есть выходной 
полюс схемы 5(А',С*,яп_|_/+3), то выход элемента /3* является выходом 
некоторой схемы fi. Из леммы 3 следует, что на выходе этого элемента 
и на соответствующем выходном полюсе в 5(А', 5 , хп) реализуются оди­
наковые значения. Отсюда следует утверждение леммы 4. 

Лемма 5. Если схема 5(А,С,жп+/+3) исправна, то 

SaiA^x^^^O) = Sa{A,B,xn). 
i+з 

Эта лемма является очевидным следствием леммы 2. 

5.2. О диагностике неисправностей в S(A*,C*,2fn+/+3). 
ОКРЕСТНОСТЬ БЛОКА. ДЛЯ каждого блока /3 из С укажем совокуп­

ность блоков, составляющих окрестность блока /?, обозначаемую через 



О восстановлении правильной работы 69 

• Если /3 является блоком К, вход которого присоединен к выходу 
блока Q, то 0(/3) состоит из блоков К и Q. 

• Если /3 является базисным элементом, то 0(/3) состоит из блока 
/3 и всех блоков АГ, выходы которых присоединены к входам 
блока /3. 

• Если /3 является блоком К, вход которого присоединен к выходу 
блока, являющегося базисным элементом <£>, то 0(/3) состоит из 
блоков /3, (р и блоков А', выходы которых присоединены к входам 
блока ср. 

• Если /3 является блоком А', вход которого присоединен к выходу 
другого блока А\ то 0(/3) состоит из этих двух блоков А\ 

• Если /3 является блоком К, второй вход которого присоединен 
к полюсу ж{, г 6 { 1 , . . . ,п + / + 3}, то 0(/3) состоит только из 
блока /3. 

• Если /3 является блоком <5, то 0(/3) состоит только из блока /3. 

Пусть /3 — произвольная подсхема схемы 5(А,С,хп+/+3)- Обозна­
чим через /3' схему, в которую превращается схема /3 при появлении 
в 5(,4,С,жп+/+з) допустимых неисправностей, т. е. при преобразовании 
схемы 5 ,(А,С,жп+/+з) в схему 5(А*,С*,жп+/+3)- Ниже используются оди­
наковые обозначения для схем /3 и /3'; например, обе схемы могут быть 
обозначены через /3. Это не приведет к неоднозначности в рассужде­
ниях, поскольку будет указано, для какой из схем, S(A, С,жп+/+з) или 
S(A* ,C* ,xn+i+3), схема /3 является подсхемой. Ввиду этого соглашения 
можно полагать, что в схеме 5(А*,С*,жп+/+3) определены подсхемы С, 
К, Q и т. д. 

Условимся считать, что если схема /3 из S(А, С, хп+1+3) является бло­
ком, то /3 из 5(Л*, С*, хп+1+3) тоже является блоком. Если блок £ входит 
в окрестность блока /3 из 5(Л, С, 2п+/+з)> то в этом и только в этом слу­
чае соответствующий блок 6 из 5(А*,С*,жп4./+з) входит в окрестность 
блока /3 из 5(А*,С*,#п+/+з)-

Допустим, что ^ — некоторое множество из {0,1}п+/+3. Схема 
S(A*, С*,жп+/+3) называется ^-правильной относительно блока /3, 
если в схемах S(A, С, жп+/+з) и 5(А*, С*, жп+/+3) на выходе любого блока 8 
из окрестности блока /3 реализуются функции, которые не различаются 
на множестве ^ . 

Обозначим через С* совокупность блоков в С*, не являющихся бло­
ками типа Q. Положим 
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&(U,V,W)={ 

9>и если ([/,У,W) e {(<ft,tf,*)}, t = 1 , . . . ,р; 
^ 2 U ^ 3 , если (t/, У, W) 6 {(K,KJ), ( t f ,Q , j ) , 

(K,r+l,j)}, j = l , . . . , r ; 
^ i U ^ 2 , если(С/ ,У,ТУ)е{(А^^г+1) , (JT,j,r + l )} , 

i = 1 , . . . ,p, j = 1 , . . . ,r , r + 2 , . . . ,n; 
^ , если (tf, V,W) = ( Q , * , r + 1). 

Пусть ([/, У, ТУ) является 7-меткой блока /3 £ С*. Схема 5(А*,С*, 
жп+/+з) называется ^-совершенной относительно блока /3, если она 
является 3*(U, У, Неправильной относительно /3. 

Лемма 6. Пусть (3 € С*. Тогда 
если 5(А*,С*,жп+/+3) не является ^-совершенной схемой относи­

тельно /3, то в окрестности /3 найдется неисправный блок] 
если S(A*,C*,xn+i+3) является ^-совершенной схемой относитель­

но /3, то блок 0 исправен. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЭТИХ утверждений приведено в ([4], леммы 3 и 4). 
ЗАМЕЧАНИЕ 2. Отметим, что выяснение того, является ли схема 

S(А*, С*, жп+/+3) «^-совершенной относительно блока /3, может быть осу­
ществлено путем подачи всех наборов из 2? на входы схемы S(A*,C*, 
жп+ц-з) и наблюдением значений, появляющихся при этом на одном из 
выходных полюсов схемы 5(А*,С*,жп+/+з)- Подходящий выходной по­
люс — выход блока /3 (выход блока /3 является и выходом всей схемы). 

Лемма 7. Если Sb(A*, С*, <$n+j+3) = Sb(A, С, en+i+3) при фиксирован­
ных схемах А*, С* и каждом <5п+/+з б &, то 

Sb(A',C*,хп,0 ... ,0) = Sb(A',B,xn), 

где А' — произвольная схема, в которую может превратиться А при 
появлении в ней допустимых неисправностей. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В условиях леммы 7 схема 5(А% С*, 3fn+j+3) 
является ^-совершенной относительно всех элементов из С*. Это озна­
чает, что по лемме 6 все внутренние вспомогательные элементы в С* 
исправны. В этом случае вектор е1+3 — (0 ,0 , . . . ,0) является сильным 
входным набором для С*. Отсюда и из леммы 3 непосредственно следует 
утверждение леммы 7. 

Лемма 8. Для того чтобы неисправности в подсхеме С* схемы 
5(А*,С*,£п+*+з) принадлежали первому классу, необходимо и доста­
точно, чтобы одновременно выполнялись условия: 
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(у-1) для любого d € { 1 , . . . , t} найдется j £ {I,... , к}, при котором 
схема S(A*,C*,xn+i+3) является 3*-совершенной относительно 
элементов с a-метками (d.j), (d.j.К), (d.j.K.K); 

(у-2) схема S(A*,C* ,хп+(+3) является ^-совершенной схемой относи­
тельно любого внутреннего вспомогательного элемента. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточность. Пусть выполнены условия 
(у-1), (у-2) леммы 8. Тогда 

из условия (у-1) прямо следует свойство (с-1), приведенное в опреде­
лении первого класса неисправностей; 

из условия (у-2) и леммы 6 непосредственно следует, что в С* ис­
правны все внутренние вспомогательные элементы, т. е. выполняется 
свойство (с-2); 

поскольку к выходам элементов с а-метками {d.j.K.K) подключены 
входы вспомогательных элементов /3, имеющих одновременно а-метки 
(UJ) и 7-метки вида (<Pi.j.*)> то условие, состоящее в том, что S(A*,C*, 
£„+/+з) является ^-совершенной схемой относительно /?, означает, что 
схема 5(А*,С*,жп+/+3) должна быть ^-нормальной относительно эле­
ментов с а-метками (d.j.K.K), т. е. справедливо (с-3); 

свойство схемы S(A*, С*, хп+1+3) быть «^-совершенной относительно 
элементов с 7 " м е т к а м и (K.Q.i), i 6 { 1 , . . . , г } , означает, что схема 
5(А*, С*, хп+{+3) должна быть ^ U^-нормальной относительно блоков 
Q, т. е. справедливо (с-4). 

Таким образом, при условиях (у-1) и (у-2) выполняются свойства 
(с-1)-(с-4). Это означает, что неисправности в С* принадлежат первому 
классу. 

Необходимость. Предположим, что неисправности в С* принадле­
жат первому классу, т. е. выполнены условия (с-1)-(с-4). Докажем, что 
тогда выполняются условия (у-1) и (у-2). 

Пусть d — произвольное число из { 1 , . . . ,t}. Из условия (с-1) сле­
дует, что найдется j G { 1 , . . . , к} такое, что (d.j) g ^?*(1). Это означает, 
что блоки в С* с а-метками (d.j), (d.j.К), (d.j.K.K) исправны. Покажем, 
что в окрестностях этих блоков содержатся только исправные элементы. 

Во-первых, окрестность блока с а-меткой (d.j.K.K) состоит из него 
самого и блока с а-меткой (d.j.К). Оба этих блока исправны. 

Во-вторых, в окрестность блока с а-меткой (d.j.К) входит он сам, 
блок /3 с а-меткой (d.j), a также p(d) блоков К, принадлежащих гирлян­
дам, подвешенным к входам блока с а-меткой (d.j) (здесь p(d) — число 
входов блока с а-меткой (d.j)). Указанные p(d) блоков К не имеют а-
меток. Блоки без а-меток относятся к внутренним вспомогательным 
элементам и при условии (с-2) являются исправными. Число j выбрано 
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таким, что блоки с а-метками (d.j) и (d.j.K) исправны. Таким образом, 
в окрестности блока с а-меткой (d.j.K) все блоки исправны. 

В-третьих, окрестность блока с а-меткой (d.j) содержится в окрест­
ности блока с а-меткой (d.j.K). Выше показано, что последняя окрест­
ность состоит только из исправных блоков. 

Из сказанного и леммы б следует, что схема 5(A*,C*,2?n+j+3) явля­
ется «^-совершенной относительно элементов с а-метками (d.j), (d.j.K) 
и (d.j.К.К), т. е. выполняется условие (у-1). 

Пусть блок /3 является внутренним вспомогательным элементом. 
Рассмотрим случаи (i), (ii) и (Ш), различающиеся составом окрестности 
элемента /3. 

(i) Если окрестность блока /3 состоит только из внутренних вспо­
могательных элементов, то все они исправны согласно условию (с-2). 
Пользуясь леммой 7, получаем, что схема 5(А*,С*,жп+м_3) является &-
совершенной относительно /3, т. е. справедливо (у-1). 

(ii) Если блок /3 — внутренний вспомогательный элемент, в окрест­
ности которого есть вспомогательный элемент, не являющийся внутрен­
ним, то /3 является либо элементом с а-меткой (а;), либо схемой К, 
в окрестности которой находится схема Q. Если /3 является блоком с а-
меткой (а;), то /3 — один из базисных элементов. Пусть это элемент (pi 
с p(i) входами. 

В окрестность блока /3 входит он сам, p2(i) блоков К без а-меток 
и Pi(i) блоков К с а-метками вида (s.j.K.K), где s — некоторое чис­
ло из { 1 , . . . ,£}, a j принимает Р\(г) значений из { 1 , . . . , к]. При этом 
должно выполняться равенство Р\(г) + p2(i) — КО (Рг(0 может прини­
мать нулевое значение). Пусть (K.K.ji), (K.K.j2),... , (K.K.jp^) — со­
вокупность всех 7-меток, приписанных этим элементам. Из условия (с-3) 
следует, что элемент (блок) с а-меткой (s.jv.K.K), 1 ^ v ^ р(г), явля­
ется «^-нормальным. Рассмотрим значения, появляющиеся на входах 
блока /3, когда на входы схемы 5(А*,С*,жп+1+з) последовательно пода­
ются наборы из &х. На выходе блока с 7-меткой (K.K.jv) при значениях 
( а ь . . . , ап+/+3) из «^1, подаваемых на входы схемы 5(А*, С*, жп+{+3), ре­
ализуются значения ajv^ v — 1 , . . . ,р(г) (те же, что и в исправной схеме). 

Таким образом, если на входы схем S( А*, С*, ж„+/+3) и S( А, С, жп+ц_3) 
подается набор (а 1 ? . . . , ап+/+3) из ^ ь то в обеих схемах на входы блока 
/3 подается один и тот же набор значений. Если допустить, что в этом 
случае значения на выходах блоков /3 в 5(А*, С*, a?n+j+3) и 5(А, С, жп+н_3) 
различаются, то это означает, что в 5(А*,С*,жп+?+3) блок /3 является 
неисправным блоком. Но это противоречит условию (с-2). Отсюда сле­
дует, что при любом наборе ( a i , . . . , a n + / + 3 ) £ ёР\% поданном на входы 
схемы 5(А*,С*,жп+/+3), значение, реализуемое на выходе блока /3, 
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совпадает со значением на выходе соответствующего блока /3 в S(A, С, 
*п+/+з). 

Из сказанного следует, что схема 5(А*,С*, Sfn+j+3) является ^ - п р а ­
вильной относительно /3. Поскольку &{y>i,K, *) = «З^, то схема 
5(А*,С*,жп+/+3) является ^-совершенной схемой относительно /3. 

(ш) Почти те же рассуждения можно привести и для случаев, когда 
в окрестность блока (3 входит блок Q. В этом случае /3 является блоком 
с 7-меткой вида (K.Q.i), г £ { 1 , . . . , г } . Поэтому схема 5(_А*,С*,жп+1+з) 
должна быть &2 U ^-правильной относительно блока /3 и, следова­
тельно, ^-совершенной схемой относительно блока /3. 

Таким образом, при выполнении условий (с-1)-(с-4) схема 5(А*,С*, 
жп+/+3) является «^-совершенной относительно любого внутреннего 
вспомогательного элемента, т. е. выполняется условие (у-2). Лемма 8 
доказана. 

§ 6. Заключение 

Убедимся в том, что определенная в §4 схема 5(Л,С,жп+/+з) обла­
дает свойствами, перечисленными в формулировке теоремы. Пусть вы­
полнены условия: 

ор — множество, определенное в § 5, его мощность равна 2Г+2 + 4; 
с = тах(с 4 , с7, с8), где с4, с7, с8 — константы, фигурирующие в соот­

ношении (4.3); 
w = m([logt| + flog*l) + 3. 
Тогда 
— утверждение (а) теоремы следует из (4.3); 
— утверждение (Ь) следует из леммы 5; 
— утверждение (с) следует из леммы 7; 
— утверждение d.l следует из леммы 8 и замечания 2; 
— утверждение d.2 следует из леммы 4; 
— утверждение d.3 следует из леммы 8. 
Таким образом, все утверждения теоремы доказаны. 
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