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БИЦИКЛИЧЕСКИЕ ГРАФЫ 
И ИХ РЕБЕРНЫЕ ГРАФЫ 

С СОВПАДАЮЩИМ ИНДЕКСОМ ВИНЕРА*) 

А. А. Добрынин, И. Гутман, В, Иовашевич 

Рассматривается инвариант W(G) связных неориентированных 
графов G, равный сумме расстояний между всеми парами вершин 
графа G. Этот инвариант интенсивно изучается в теории графов 
и имеет многочисленные приложения. Приводятся результаты поиска 
графов, обладающих свойством W{G) = W(L(G))> где L(G) есть ре
берный граф для G. Установлено, что имеется в точности 26, 166, 503 
и 1082 бициклических графа с указанным свойством среди графов с 9, 
10, 11 и 12 вершинами соответственно. Для всех наименьших графов 
приведены их диаграммы. 

Введение 

В работе рассматривается инвариант W(G) связных неориентиро
ванных графов G без петель и кратных ребер, определяемый как сумма 
расстояний между всеми парами вершин в графе G, т. е. 

W(G) = 2 *<*'*)' 
{u,v}CV(G) 

где под расстоянием d(u, t;) между вершинами и и v понимается длина 
кратчайшей по числу ребер цепи, соединяющей вершины и и v в G. 
Этот инвариант изучается в работах по теории графов с конца 50-х гг. 
и известен под названиями «полный статус» [12], «тотальный статус» 
[2, с. 42], «дистанция графа» [4, 5], «трансмиссия» [17, 18], «сумма всех 
расстояний» [6, 20]. 

Некоторые авторы исследовали близкий инвариант, называемый 
«средняя дистанция» и равный W(G)/(l) для р-вершинного графа 
[1, 3, 14]. Однако еще в 1947 г. американский химик Г. Винер исполь
зовал этот инвариант для установления корреляционных зависимостей 
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между значениями инварианта W молекулярных графов и свойствами 
соответствующих химических соединений [19]. Библиография по при
менению инварианта W в химии насчитывает сотни наименований (см., 
например, обзоры [9, 10]). Так как Г. Винер, по-видимому, впервые ис
следовал и математические свойства этого инварианта, то в математи
ческой литературе он также называется индексом (или числом) Винера 
[7, 15, 16]. 

Реберный граф L(G) для графа G определяется следующим образом. 
Каждому ребру графа G ставится в соответствие вершина графа L(G). 
Две различные вершины в L(G) являются смежными тогда и только 
тогда, когда соответствующие им ребра смежны в G. Впервые ма
тематические свойства индекса Винера для реберных графов исследо
вал Ф. Бакли [1]. К настоящему времени известно сравнительно мало 
результатов, касающихся W(L(G)) [1, 5, 8, 11]. В [5] сформулирован 
вопрос: существуют ли графы G (отличные от простого цикла) такие, 
что 

W(G) = W(L(G)). (1) 
Характеризация графов, удовлетворяющих условию (1), представля

ет интерес, с одной стороны, для теории графов, так как точное соотно
шение между W(G) и W(L(G)) известно только для деревьев. С другой 
стороны, нахождение таких графов может иметь применение при ис
следовании зависимости типа «структура — свойство» для соединений 
органической химии, так как индекс Винера интенсивно используется 
для установления структурного подобия молекулярных графов. 

В работе найдено несколько семейств графов, удовлетворяющих ра
венству (1), в том числе все наименьшие графы с данным свойством. 

1. Основные результаты 

Напомним, что среди связных р-вершинных графов только простой 
цикл Ср изоморфен своему реберному графу L(CP). Обозначим через 5fp 
множество всех связных р-вершинных графов, отличных от простого 
цикла Ср. Под моно- и бициклическими графами будут пониматься 
графы с цикломатическим числом Л = 1 и А = 2 соответственно. 

Первые примеры графов со свойством (1) были построены в [11]. Не
обходимым условием существования таких графов является выполнение 
неравенства А ^ 2. 

Теорема 1 [11]. Если G является ациклическим или моноцикличес
ким графом, то W{G) > W(L(G)). 

Там же приводятся и бесконечные семейства графов, удовлетворя
ющие условию (1). При построении таких графов использовались два 
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треугольника с одной общей вершиной, к которой присоединялись спе
циально сконструированные деревья. 

Теорема 2 [11]. Существует бесконечно много бициклических гра
фов, удовлетворяющих условию (1). 

В следующих утверждениях сформулированы результаты компью
терного поиска всех графов с малым числом вершин, удовлетворяющих 
условию (1). 

Утверждение 1. Яря любом р ^ 8 любой граф из &р не удовлетво-
ряе т условию (1). 

Оказалось, что все графы с указанным свойством и числом вершин 
р = 9,10 исчерпываются бициклическими графами. 

Утверждение 2. В % имеется точно 26 графов, удовлетворяющих 
условию (1). Все такие графы являются бициклическими. 

Утверждение 3. В £?10 имеется точно 166 графов, удовлетворяю
щих условию (1). Все такие графы являются бициклическими. 

Утверждение 4. В &п имеется точно 503 бициклических графа, 
удовлетворяющих условию (1). 

Утверждение 5. В &12 имеется точно 1082 бициклических графа, 
удовлетворяющих условию (1). 

Утверждения 1-3 были установлены анализом всех графов из клас
сов Sfp для р ^ 10. Проверка равенства (1) для всех бициклических гра
фов с числом вершин р = 11, 12 показала справедливость утверждений 
4 и 5. 

Известно, что \%\ = 162 079 и |^10| = 11 716 570 [13]. Следовательно, 
среди графов из % и #10 доля бициклических графов G со свойством 
W(G) = W(L(G)) очень мала. Диаграммы графов, наименьших как по 
числу вершин (р = 9), так и по числу ребер (q = 10), приведены на 
рис. 1. Рядом с каждым графом указаны два числа. Первое из них 
есть порядковый номер графа; второе число является значением индекса 
Винера. 

2. Структура бициклических графов 

Для выяснения того, как устроены бициклические графы с числом 
вершин р > 9, был проведен анализ соединения циклов в графах друг 
с другом. 
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Рис. i. Наименьшие графы со свойством W(G) = I^(L(G)) 
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х К> Ю К> 
1:5/13/37/50 2:2/29/27/28 3:0/0/7/86 4:0/0/0/35 

5:0/10/11/7 6:0/0/1/61 7:0/0/0/8 

•Ф- «а О <J 
8:0/34/60/0 9:16/29/63/92 10:0/9/80/108 11:0/0/6/109 

• — • -
п> го 

12:3/15/6/6 13:0/0/34/90 14:0/0/0/60 

Ф <гл <s> 
15:0/14/22/0 16:0/13/50/76 17:0/0/38/53 

18:0/0/34/75 19:0/0/25/102 20:0/0/2/36 

Рис. 2. Циклические части бициклических графов 
Если из всех бициклических графов с р вершинами, 9 ^ р < 12, 

удалить их древовидные ветви, то в результате останутся циклические 
части графов, изображенные на рис. 2. Рядом с каждой циклической 
частью указаны четыре числа. Первое число есть порядковый номер 
части; остальные числа показывают, сколько графов из &р содержат 
данную циклическую часть при р = 9, 10, 11, 12 соответственно. По
лезно заметить, что во всех рассмотренных графах присутствует хотя 
бы один треугольник или четырехугольник. 
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При р ^ 12 кроме бициклических графов найдены и другие графы, 
удовлетворяющие условию (1). Так , существует 71 граф с 12 верши
нами и цикломатическим числом А = 3 (при р = 11 графов с А = 3 не 
существует). В связи с этим представляет интерес ответ на следующий 
вопрос. 

В о п р о с 1. Для каждого ли А ^ 4 существуют такие графы G 
с цикломатическим числом А, что W(G) — W(L(G))'i 

Так как 12-вершинные графы со свойством (1) были найдены для 
нескольких значений цикломатического числа (А = 2 ,3) , то возникает 
и другой вопрос. 

В о п р о с 2. Каково наибольшее число А такое, что среди всех 
р-вершинных графов имеется граф G с цикломатическим числом А, 
удовлетворяющий условию (1). 
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