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А-замыкание на множестве функций многозначной логики опреде­
ляется как замыкание относительно операций суперпозиции и перехода 
к двойственным функциям относительно подстановок из знакоперемен­
ной группы. Класс Ik идемпотентных функций при k ^ 5 является од­
ним из двух, а при к — 4 — одним из четырех А-предполных классов 
в Рк. На множестве Ек определяется 12 типов стандартных отноше­
ний, называемых основными. Доказывается, что любой Л-замкнутый 
класс функций из 1к, который определяется произвольными двумест­
ными отношениями, можно задать подходящим набором основных от­
ношений. 

Введение 

Пусть Рк обозначает множество всех функций &-значной логики [14]. 
В работах [2, 3, 5, 7-9] показано, как построить эффективную и нетриви­
альную классификацию множества Рк, которая базируется на операциях 
суперпозиции и перехода к произвольным двойственным функциям (5 -
классификация). Из [3, 5, 8, 9] вытекает, что при любом &, к ^ 3, число 
5-замкнутых классов в Рк конечно и зависит от к сверхэкспоненциаль­
ным образом. Дальнейшие исследования [4, 10, 11] показали, что эф­
фективные и нетривиальные классификации множества Рк можно стро­
ить подобно 5-классификации, опираясь на группы подстановок, обла­
дающие достаточно большой степенью транзитивности. Из всевозмож­
ных групп подстановок, отличных от полной симметрической группы, 
прежде всего выделяется знакопеременная группа. Ее отличают мак­
симально возможное число элементов и максимально возможная сте­
пень транзитивности. Кроме того, ввиду массивности знакопеременной 
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группы есть основания полагать, что необходимые выкладки для соот­
ветствующей классификации множества Рк (А-классификации) можно 
еще выполнить в полном объеме. 

Систематическое исследование А-классификации функций много­
значной логики начато в [4], где доказано, что при любом k ^ 5 в Рк 
имеется два, а при к = 4 — четыре А-предполных класса (часть из этих 
результатов получена также в [10, 11]). При любом к, к ^ 4, одним из 
А-предполных классов в Рк является класс 1к идемпотентных функций. 
В [6] построена А-классификация частичных одноместных инъективных 
функций, где наряду с операциями суперпозиции и перехода к двой­
ственным функциям для подстановок из знакопеременной группы рас­
сматривается также операция обращения функции. Этот результат чи­
сто функционального характера в дальнейшем мы применяем для полу­
чения А-классификации отношений, определяющих А-замкнутые классы 
из Д. Именно, с использованием теории Галуа для алгебр Поста [1] мы 
находим и описываем на языке отношений все А-замкнутые классы из 
1к. Для этого мы предварительно изучаем все множества отношений, 
содержащие отношение х = 0 и замкнутые относительно операций пере­
хода к двойственным отношениям для подстановок из знакопеременной 
группы и еще некоторых логических операций (А-замкнутые классы от­
ношений). Это исследование ввиду его громоздкости проводится в два 
этапа: сначала изучаются А-замкнутые классы из 1к, определяемые дву­
местными отношениями, а затем — отношениями от большего числа пе­
ременных. Часть первого этапа (на языке функций) выполнена в [б]. 
В настоящей статье мы завершаем первый этап: определяем 12 стан­
дартных отношений, называемых основными, и доказываем, что любой 
А-замкнутый класс функций из 1к> задаваемый произвольными двумест­
ными отношениями, можно определить с помощью основных отношений. 

1. Основные понятия 
Дадим необходимые определения. Пусть Ек = { 0 , 1 , . . . , к - 1 } , Рк — 

множество всех конечноместных функций на Ек. Через Ак обозначим 
множество всех четных подстановок на Ек, т. е. знакопеременную под­
группу полной симметрической группы подстановок на Ек. Селектор­
ными называем функции e"(xi,... , ж,-,... , хп) = xiy где n ^ l n l ^ i ^ n . 
Если / ( x i , . . . , хп) в Рк и ж — подстановка на Ек, то функция 

называется двойственной к / относительно подстановки ж. 
На множестве Рк предполагается заданной операция супер­

позиции [14]. Если F С Р*, то через [F] обозначается замыкание мно­
жества F относительно операции суперпозиции. Множества вида [F] 
называются замкнутыми классами. Замкнутый класс из Рк называем 
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А-замкнутым, если вместе с любой функцией / ему принадлежат все 
функции вида /*, где 7Г € Afc. Через [F]A обозначаем А-замыкание мно­
жества функций F. 

Наряду с функциями на Ек рассматриваем также отношения на 
Ек. Совокупность всех отношений на Ек обозначаем через Щ. Если 
/?(#!,... , хт) и сг(жх,... , хп) принадлежат Щ, то конъюнкцией отноше­
ний р, а называем (га + п)-местное отношение 

р(хи... ,хт)ка(хт+и... ,ж т + п ) . 

Проекцией отношения р ( х ь . . . ,хт) по переменной хг(1 ^ г ^ га) 
называется (га - 1)-местное отношение 

(Зх{)р(хи... ,ж£ , . . . , х т ) . 
Операции перестановки и отождествления переменных для отношений 
предполагаем известными. Если р G Щ, 7Г — подстановка на £*, то 
отношение 

/ > * ( Ж Ъ . . . , Ж т ) = / ) ( 7 T ( a : i ) , . . . , 7 г ( ж т ) ) 

называем двойственным к р относительно подстановки 7г. Диагоналями 
называем отношения, которые можно получить из элементарных диа­
гоналей вида Xi = Xj с помощью операций конъюнкции, перестановки 
и отождествления переменных. Если й С Щ, то через [R] обозначаем 
множество всех отношений из Щ, которые можно получить из отноше­
ний в Д и диагоналей с помощью операций конъюнкции, проектирования, 
перестановки и отождествления переменных. Множества вида [R] назы­
ваем замкнутыми классами (отношений). Замкнутый класс отношений 
[R] из Щ называем А-замкнутым, если вместе с любым отношением р 
классу [R] принадлежат все отношения вида /)*, где 7Г 6 А*. Через [R]A 
обозначаем А-замыкание множества отношений R. 

Пусть f(xu... ,xn) G Pk и р ( х ь . . . ,ж т ) 6 Щ. Говорят, что функция 
/ сохраняет отношение />, если для любых п наборов (а1 Ь . . . , а т 1 ) , . . . , 
((Zin,... , атп) из £™, удовлетворяющих отношению р, набор ( / ( а п , . . . , 
a i n ) , . . . , / ( a m i , . . . ,am n)) также удовлетворяет отношению />. Множе­
ство всех функций из Р*, сохраняющих отношение />, обозначим через 
Ро1/>, а множество всех отношений из Щ, которые сохраняет функция 
/ , — через Inv/. Легко проверяется, что для любой функции / и любого 
отношения р множество Polp является замкнутым классом функций, со­
держащим все селекторные функции, а множество Inv/ — замкнутым 
классом отношений, содержащим все диагонали. 

Отображения Pol и Inv распространим на все подмножества из Щ 
и Рк: если Й С Щ и ^ С Р ^ т о 

РоШ = Р | Polp, InvP = р | Inv/. 
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Отображения Pol и Inv определяют соответствие Галуа [12, 13] между 
частично упорядоченными по включению множествами всех под­
множеств из Pk и всех подмножеств из Щ. При этом Галуа-замкнутыми 
множествами являются замкнутые классы функций из Рк, которым при­
надлежат все селекторные функции, и замкнутые классы отношений из 
Щ, содержащие все диагонали [1]. Более того, отображение Pol (или Inv) 
задает антиизоморфизм между частично упорядоченными множествами 
замкнутых классов функций и замкнутых классов отношений. Нетрудно 
видеть, что для рассматриваемых соответствий Галуа А-замкнутым 
классам функций отвечают А-замкнутые классы отношений и А-замк­
нутым классам отношений — А-замкнутые классы функций. 

Таким образом, описание Л-замкнутых классов функций, содержа­
щих селекторные функции, равносильно описанию Л-замкнутых классов 
отношений, содержащих диагонали. 

Если 7Г — подстановка, то отношение ж(х) — у называется графиком 
подстановки 7г. Через \Е\ обозначаем число элементов в множестве Е. 

Для любого к. к ^ 4, следующие отношения на Ек называем основ­
ными: 

(1) ЕЦх) = (хб Е{), l^i<k. 
(2) /4(х, у) = Е1{х)кЕЦУ)к{х ф у) V (х, у € {2 ,3 , . . . , г - 1})& 

(х = у), 2 ^ г < к. 
(3) «/•(*, у) = (х = ОЩу = 1) V (х, у G {2 ,3 , . . . , i})k(x = у), 

2 ^ г ^ к- 1. 
(4) r,i(x, у) = Е1{х)кЕ1{у)к{х + 1 = у) V (х, у € { 3 , . . . , г - 1})& 

(х = у), где сложение рассматривается по модулю 3 и 3 ^ г ^ к. 
(5) вк(х, у) = ЕЦхЩх +l = y)v(x,ye{3,...,k- 1}Щх = у). 
(6) кк(х,у) = {ЕЦх)кЕ1{у) V (х,у € {2,3}Щх ф у). 
(7) (к(х, у) = (хе{0,2,...,к- 2})к{х + 1 = 2/), где к четно. 
(8) {к(х, у) = (х = ОЩу = 3) V (х = 2)к(у = 1) V (х е {4 , . . . , 

к — 2})к(х + 1 = у), где к кратно 4. 
(9) Xk(x,y) = Е1{х)кЕ{(у) \lx = y = i - l , 2^г^к. 
(10) Хк(х, у, z) = Е1(х)кЕ1(у)кЕ2

к(г)к{х + у + г = 0), где сложение 
рассматривается по модулю 2. 

(11) *\(х,у) = Е*(х)Ьк4(х,у). 
(12) хг +х2 — х3 + х4, где + обозначает сложение в поле Галуа GF(4) 

с нулем 0 и единицей 1. 
Основные отношения (1)~(7), (9)—(12) вводились в работах [2, 3]. 

Кроме того, отношения (2)-(8), (11) представляют собой графики соот­
ветствующих основных инъективных функций из [6]. 
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0 1 2 t - 1 г Jb-1 0 1 2 t t + 1 Jb-1 

0 1 2 t - 1 t Jb-1 0 1 2 t t '+l fc-1 

/4 

0 1 2 3 t - 1 t Jb-1 0 1 2 3 Jb-1 

0 1 2 3 t - 1 i Jb-1 0 1 2 3 Jb-1 

vi о* 

0 1 2 3 4 Jb-1 0 1 2 3 Jb-2 Jb-1 

0 1 2 3 4 Jb-1 

ttJb 

0 1 2 3 Jb-2 Jb-1 

0 1 2 3 4 5 Jb-2 fc-1 0 1 2 3 

0 1 2 3 4 5 Jb-2 Jb-1 0 1 2 3 

6 

0 1 t - 1 t Jb-1 

0 1 t - 1 t Jb-1 

Рис. 1 

На рис. 1 отношения (2)-(9), (11) изображены в виде двудольных 
графов, ребра которых соответствуют наборам, удовлетворяющим дан­
ным отношениям. 
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Класс Ik состоит из всех идемпотентных функций из Рк, т. е. та­
ких функций / , что / (ж , . . . , ж) = х. Как нетрудно видеть (см., на­
пример, [4]), класс 1к определяется всеми отношениями вида х = а, где 
а (Е Ек. Иными словами, 1к — Ро1{# = 0 , . . . ,ж = к — 1}. Так как 
класс 1к является Л-замкнутым, а множество [{£*(я)}]д включает все 
отношения х — 0 , . . . ,ж = к — 1, то 1к ~ Ро1[{Ек(х)}]А. Тем самым 
описание всех А-замкнутых классов идемпотентных функций, содержа­
щих селекторные функции, можно свести к описанию всех Л-замкнутых 
классов отношений, содержащих отношение Ек(х). С использованием 
этой редукции ниже на языке отношений будет сформулирован основной 
результат из [6] (теорема 1). 

Отметим, что если / , # — частичные одноместные инъективные 
функции, а /9,(7 — графики этих функций, т. е 

/>(*> У) = № ) = У), Ф, У) = (#0) = У), 

то суперпозиции gf соответствует график (3z)(p(x,z)$za(z, у)), обраще­
нию f~l — график р(у, ж), а функции /*, двойственной к / относительно 
подстановки 7Г, — график р1Г(ж, у). Поэтому если частичная одноместная 
инъективная функция д получается из аналогичных функций / i , . . . , fs 
с помощью операций суперпозиции, обращения и перехода к двойствен­
ным функциям для подстановок из А*, то график функции д можно полу­
чить из графиков функций / 1 ? . . . , / , с помощью операций конъюнкции, 
проектирования, перестановки переменных и перехода к двойственным 
отношениям для подстановок из А*. 

В [6] доказано, что при любом &, к ^ 3, всякая непустая инъективная 
функция, определенная на некотором подмножестве множества Ек, А-
эквивалентна (в смысле операций суперпозиции, обращения и перехода 
к двойственным функциям для подстановок из А*) одной из основных 
функций а{,р{,и{,т]Ьвк,кк,(к,$к,к\. Функции Н\,и{,т1ивк,кк,(к,(;к,к\, 
за исключением функции v\, в качестве графиков имеют соответствую­
щие основные отношения (2)-(8), (11). График функции v\ представим 
в виде (х - 0)к(у = 1), а функции a\. — в виде Е[{х)к(х = у). Так как 
последнее отношение Л-эквивалентно отношению Ек, приходим к сле­
дующей форме основного утверждения из [6]. 

Теорема 1. Пусть к ^ 3,/>(я, у) — отличное от диагонали отноше­
ние из Щ вида 

(х е ЕЩж(х) = у), (1) 

где \Е\ ^ 2 и 7г — подстановка на Ек. Тогда отношение р А-жвивалентно 
одному из основных отношений (1)-(8), (11). 
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2* Вспомогательные результаты 
Перейдем к изучению двуместных отношений, отличных от отноше­

ний (1). Далее предполагаем, что k ^ 4. 
Лемма 1. Пусть отношение р(х,у) из Щ имеет вид 

(х = агЩу е {6Ь Ь2}) V (х = а2)к{у = Ь2), (2) 
где ai ф а2 и Ьг ф Ь2. Тогда xl € [{р}]л- Кроме того, если (bub2) = 
(a2 ,ai) , то / i | g [{/>}]А; если fc = 4 и {a b a 2 } П {61,62} = 0? то множеству 
[{p}U принадлежит одно из отношений £4 ### £4; во всех остальных 
случаях, если (6Х,62) ^ ( a b a 2 ) , то v\ G [{р}]д. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ЕСЛИ ( 6 Ь 6 2 ) — ( a b a 2 ) , то отношение xl двой­
ственно к р относительно любой четной подстановки, переводящей 0 в а! 
и 1 в а2 (такие существуют, поскольку к ^ 4). 

си a2 &i а2 ai a2 ai a2 а! а2 

6i 62 a2 ai ai а2 а! 62 а,\ Ь2 о i 
Р Pi Рч Рз р4 />б 

а2 62 ах 62 аг а2 ах а2 ах 6Х ах а2 

Ъ2 ах а2 ах 

Рю Рп 
Ь\ а2 Ьх Ь2 

Ры Р\ъ 

Рис. 2 

Если (6l562) = (a2,ai), то пусть с, d — различные элементы из Ек \ 
{ai,a2}. Определим pi — р*', где тг = (aia2)(cd) (мы указываем лишь 
неодноэлементные циклы в цикловом разложении подстановок), и поло­
жим 

р2(х,у) = р(х,у)кр1(х,у) 
(рис. 2). Тогда р?к будет двойственно к р2 относительно любой четной 
подстановки, переводящей 0 в ах и 1 в а2. Относительно этой же под­
становки xl двойственцо отношению, которое определяется формулой 

(3z)(p(x,z)&p2(z,y)). 
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Пусть {bub2} ф { а ь а 2 } . Рассмотрим сначала случай, когда 
{bi>b2}r){aua2} Ф 0. 

Если &i = аг (и, следовательно, Ь2 £ {ai,a2}), то при k ^ 5 вы­
берем различные элементы с, d из множества Ек \ { a b a 2 , i 2 } , образуем 
отношение ръ (см. рис. 2), двойственное к р(у,х) относительно четной 
подстановки (a262)(cd), и положим 

р4(х,у) = р(х,у)кр3(х,у). 

Тогда v\ будет двойственно к р4 относительно любой четной подста­
новки, переводящей 0 в а2, 1 в Ь2 и 2 в аг. 

Полагая 
/?5(Ж,^/) = (Эг)(/9(ж,г)&/94(у,2г)), 

видим, что для отношения ръ можно воспользоваться рассуждениями, 
проведенными выше для отношения р в случае (&i,62) = (ai ,a2) . Со­
гласно этим рассуждениям имеем xt £ [{/^Ib-

Пусть к = 4 и &i = ах. Можно считать, что ах = 0 и а2 = 1, 
поскольку в противном случае вместо отношения р можно взять отно­
шение, двойственное к р относительно четной подстановки, переводящей 
О в <2i и 1 в а2. Если Ь2 — 2, то пусть отношения Рб>/>7 (см. рис. 2) двой­
ственны к р относительно четных подстановок (123) и (132). Положим 

р8(х,у) = (3*)(рб(*,аО&/>7(У>*))-
Тогда v\ двойственно отношению 

р9(х,у) = р(х,у)кр8(х,у) 

относительно четной подстановки (012). Кроме того, имеем 

xl(x,y) = {lz){p(x,z)kp9(y,z)). 

Случай Ь2 — 3 рассматривается аналогично. 
Пусть Ьг = а2. Возьмем отношения рю,/>ц, двойственные к /? отно­

сительно четных подстановок (a262a2) и (ага2Ь2), и положим 

р12{х,у) = (3z)(p10(^)&/>n(;?,z)), />1з(ж,у) = р(х,у)кр12(х,у). 

Тогда формула (Э2г)(/)(ж,^)&/)1з(у,<г)) приводит к рассмотренному слу­
чаю (bub2) = ( a b a 2 ) . Поэтому х* £ [{/ОЬ- Кроме того, согласно 
лемме 11 из [6], рассматриваемой для соответствующих отношений, 
имеем v\ G [{/>1з}]л-

Пусть Ь2 = аг. Положим р14 — рж, где ж = (ахагб^. Тогда отношение 
(3z)(/>(^,2:)&/>14(^,2/)) приводит к рассмотренному случаю Ьг = а2. 

Случай 62 = а2 сводится к случаю Ьг = ах перестановкой перемен­
ных. 
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Предположим, что {61,62} П {a>i}a2} = 0. Пусть /915 = /t>*, где ж = 
(a1a2)(6i62). Положим 

ргб(х, у) = р(ж, y)kpi5(x,y). 

Как и выше, для получения отношения х* обращаемся к отношению 
(3z)(p(x, z)&pi6(y, z)), которое можно рассматривать в качестве отноше­
ния р в случае (61,62) = (ai,a2). Если fc ^ 5, то включение v\ 6 [{/>1б}]л 
следует из леммы 11 [6]. Если же к — 4, то согласно лемме 12 из [6] 
отношение р16 А-эквивалентно одному из отношений £4 или £4- Лемма 1 
доказана. 

Лемма 2. Пусть р(х,у) — отношение из Щ вида (2), которое не 
является А-эквивалентным отношению xl- Тогда, в множестве {p\,vl, 
С4>&} найдется такое отношение а, что отношение р А-эквивалентно 
множеству {сг,х1ь}. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Используем обозначения ai,a2,6Ь62 из леммы 1. 
Если (6Ь62) = (a2 ,ai) , то по лемме 1 имеем {pl,xl} Я [{Р}]А- С дру­
гой стороны, отношение р двойственно к (3z)(pl(x,z)&xl(ziy)) относи­
тельно любой четной подстановки, переводящей ах в 1 и а2 в 0. 

В случаях, когда {^, X*} С [{/>}]л, согласно лемме 5 из [6] множеству 
[{ИЬ}]А принадлежат отношения 

Oi(s, у) = (х = ai)&(y = 0) V (х = a2)k(y = 1), 
a2(x, у) = (х = ОЩу = 60 V {х = l)k(y = 62). 

Из отношений х\->а\ и ^2 получаем отношение р: 

р(ж, у) = (3zl)(3z2)(al(x, zx)kxl(zu z2)ka2(z2, у)). 

Пусть к — 4 и {б!,62} П {a!,a2} = 0. Тогда согласно лемме 1 имеем 
{СьХ*} С [{Р}]А ИЛИ {£4,Х4> С [{/>}]А> причем отношение р16 (см. рис. 2), 
принадлежащее множеству [{/>}]А, А-эквивалентно соответствующему 
отношению (4 или £4- Если {(4^X4} С [{/>}]л, т о возьмем отношение х? 
двойственное к xl относительно четной подстановки, переводящей а! в 0 
и а2 в 1. Так как в этом случае />i6 £ [{(4}]л и 

р(х, у) = (Эг)(х(ж, z)kpl6{z, у)), 

то имеем р 6 [{С4,Х4)]л- Аналогично рассматривается случай, когда 
{биХ^} С [{/>}]л- Лемма 2 доказана. 

Лемма 3. Пусть отношение р(х,у) из Щ имеет вид 

(х £ ЕЩу € F)k(x = aVy = b), (3) 
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где Е С Ek,FCEk,ae Е иЪв F. Если 

i = mm(|J5|, |F|) ^ 2 , j = max(|£|, \F\) > 3, 

то отношение p А-эквивалентно отношению xi при j < k и множеству 
{El(x)iXk} npnj = k. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ДЛЯ определенности будем считать, что г = \Е\, 
j = \F\. Сначала предположим, что j < к. Имеем (у 6 F) = (Зх)р(х,у). 
Следовательно, множеству [{/>}]л принадлежит отношение (х € F)k(x = 
2/). Тогда по лемме 1 из [6] в [{/>}]д входит любое отношение вида 
(х G G)k(x = у), где |G| ^ |F | , и, значит, отношение х £ G. Поэтому 
множеству [{/о}]л принадлежит отношение 

Рг(я, У) = О € К с})&(у € {ft, б?})&/>(>> У), 

где с — элемент из 2?, отличный от а, и d — элемент из F , отличный от 
Ъ. Поскольку j ^ 3, выберем элемент d таким, чтобы согласно лемме 1 
в множество [{/>I}]A ВХОДИЛО отношение v\. Пусть 7Г — какая-либо чет­
ная подстановка на Ekj отображающая Ej на F , р2(х,у) = />*(#> 2/)? 
е = 7г~1(а), 5 = 7г_1(с). Если в соответствии с леммой 5 из [6] в множе­
стве [{^}]л выбрать отношение 

Рз(х, у) = (х = 0)к(у = е) V (х = % - 1)&(у - д), 

то будем иметь 
(3z)(p3(x, z)kp2(z, у)) = х{ (ж, у). 

Теперь докажем, что /э 6 [{х*}]л- Так как в приведенных выше до­
казательствах в качестве отношения р можно рассматривать отношение 
xj., то {Ek(x),vk} С [{х*}]л- Построим отношение х*- Если j ^ 4, то 
пусть отношение рА двойственно к xi относительно четной подстановки, 
переводящей 0 в 0, i - 1 в j - 1 и сохраняющей множество Ej. Тогда 

Е[{у)крА(х,у) = х\{*,У)-

В случае j = 3 и « = 2 для получения отношения \\ следует образовать 
отношение (у G {0,2})&х*(ж>2/) и воспользоваться леммой 1. Таким 
образом, xl € [{х!}]л-

Пусть отношение /95 двойственно к х\ относительно четной подста­
новки 7гь отображающей множество Е на множество J3t и переводящей 
а в г - 1, отношение />б двойственно к xl относительно четной подста­
новки 7Г2, отображающей F на 2?, и переводящей Ьв j — 1. Пусть также 
с = 7ГГ1(0) и ^ = ^г"1^) (рис. 3). Если в множестве [{^}]л взять отно­
шение 

р7(х, у) = (х = a)k(y = d)V(x = с)к(у = 6), 
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то будем иметь 
/>0, у) = (3^)(3г 2)(р 5(>1, ж)&/97(^1, ^2)&Рб(^2, »))• 

с a d Ь с а 

' Ь '" d'" 

Р7 

Рис. 3 

Предположим, что j = fc, т. е. F = !?*. Справедливость леммы уста­
навливается так же, как и при j < к. Исключение составляет случай, 
когда i = к. В этом случае дополнительные рассуждения необходимы 
для доказательства принадлежности отношения Е%(х) множеству [{/>}]А-

Если а ф 6, то (х £ {а, Ь}) = />(ж, ж). Если же а = 6, то пусть с, d, e — 
различные элементы из 2?* \ {а}. Возьмем отношение />8, двойственное 
к р относительно четной подстановки (ac)(de). Тогда 

р(ж, у)кр*{х, у) = (х,у £ {а, с})&(ж ^ у). 
Из этого отношения проектированием по переменной у получаем отно­
шение х £ {а, с}. Лемма 3 доказана. 

Лемма 4. Пусть отношение р(х,у) из Щ имеет вид (3). Тогда /) 
Л-эквивалентно одному или двум основным отношениям. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Сначала предположим, что одно из множеств 
E,F одноэлементно. Пусть, например, Е = {а}. Тогда 

p(x,y) = (x = a)b(yeF). 
Проектируя отношение р(х,у) по переменным ж и у, получаем, что мно­
жеству [{р}]д принадлежат отношения х = а и у £ F. Поэтому в случае 
\F\ < к отношение р А-эквивалентно отношению Е{(х), где j — |F | , 
а в случае F — Ек — отношению Е\{х). 

Если каждое множество E,F содержит не менее двух элементов, то 
утверждение леммы следует из лемм 2 и 3. 

Лемма 5. Пусть отношение р(х,у) из Щ имеет вид 

(х = аг)к(у £ {ЬиЬ2}) V (ж = а2)к{у = Ь3), 
где элементы каждого из множеств { а ь а2}, {Ьь'Ь2, Ь3} попарно различны. 
Тогда{\к,х1}с[{р}}А. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как проекция отношения р(х, у) по перемен­
ной у совпадает с отношением х € {a,i,a2}, то множеству [{/?}]А принад­
лежит отношение Е%(х). Положим (рис. 4) 

рг(х, у) = (3z)(p(z, x)&p{z, у)). 

CLi d2 Ьх Ь2 &з 0 1 2 0 1 2 0 1 2 

Ьх Ь2 Ь3 Ьг Ъ2 Ь3 0 1 2 0 1 2 0 1 2 

Р Р\ Р2 Рз РА 

0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 

0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 

РЪ Рб р! Р% р9 

0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 

0 1 2 0 1 2 

PlS />16 
Рис. 4 

0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 

PlO P\\ Pl2 Pl3 Pl4 

0 1 2 0 1 2 

Можно считать, что Ьг = О, Ь2 = 1, 63 = 2, поскольку в против­
ном случае можно рассмотреть отношение, двойственное к pi относи­
тельно четной подстановки, отображающей множество {0,1} на множе­
ство {bub2} и 2 в 63. 
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Образуем отношение р2у двойственное к рх относительно четной под­
становки (021), Пусть 

рг(х,у) = (lz){pl(x,z)kp2(z,y)). 

Замечаем, что отношение /)3(ж, у) отличается от отношения Ek(x)kEk(y) 
только набором (2,0), который не удовлетворяет отношению />3. Любое 
аналогичное отношение, которое отличается от отношения E%(x)kEl(y) 
одним набором (а, 6), где а ф 6, совпадает либо с рз(у, ж), либо с отноше­
нием, двойственным одному из отношений />3(ж, у), Ръ{у->х) относительно 
четных подстановок (012), (021). Конъюнкция таких отношений позво­
ляет «удалить» из отношения El{x)hE\(y) любое число наборов (а,Ь), 
где а ф Ь. В частности, таким путем получаем отношения />4>/>5- Имеем 

Xl(x,y) = (х е {0,2})&р4(х,у). 

Аналогичная формула с заменой /)4 на ръ дает отношение />6. Отно­
шение р7 двойственно к (у € {1,2})&/>б(я,у) относительно четной под­
становки (021). Пусть отношение /98, как и отношения р$,рь, получается 
из отношения Ek(x)kEk(y) удалением соответствующих наборов и 

р9(х,у) = E2
k(x)kp8(x,y). 

Положим 

рю(х,у) = (3z)(p7(x,z)kp6(z,y)), рп(хуу) = (3z)(p10(xyz)kp9(z,y)). 

Возьмем отношение р12, двойственное к р2 относительно четной подста­
новки (021), и определим 

р1з(х,у) = {3z)(pl2(x,z)kpu{z,y)). 
Как видно из рис. 4, отношение ргг(х^у) отличается от отношения 

El(x)&El(y) только набором (1,1), который не удовлетворяет отноше­
нию р13. С помощью четных подстановок (012), (021) можно получить 
два двойственных к рхз отношения, которые в этом смысле отвечают на­
борам (0,0) и (2,2). Вспоминая аналогичные свойства отношения />3, при­
ходим к выводу, что множество [{р}]л содержит все девять отношений, 
которые отличаются от отношения Ek(x)kEk(y) только одним набором. 
Следовательно, конъюнкцией соответствующих отношений этого типа 
можно получить отношения pi^PibiPie- Полагая 

Ри(х, У, z) = (3v)(pl4(x, v)kplb(y, v)kpi6(z, v)), 

видим, что отношению р17 удовлетворяют лишь наборы (0,0,0), (0,1,0), 
(0,1,1), (1,0,0), (1,0,1), (1,1,0). Поэтому 

Хк(ху у, z) = р17(х, 2/, z)kp17(x, z, y)kp17(y, z, x). 
Лемма 5 доказана. 
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Лемма 6. Пусть отношение />(ж, у) из Щ не имеет вида (1), (3) или 

(х е ЕЩу е П (4) 

где E,FC Ek. Тогда {\k,xD С [{E3
k(x),p}]A. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть 

(хеЕ) = (Зу)р(х,у), (yeF) = (3x)p(z,y). 

Отношение р в этом доказательстве удобно рассматривать в виде гра­
фика частичной многозначной функции ж с областью определения Е 
и областью значений F, т. е. р(х,у) = (у £ я"(#))- Так как р не 
имеет вида (1), то 7г не является (однозначной) инъективной функцией. 
Это означает, что для некоторого а из Ек хотя бы одно множество 
7г(а),7г~1(а) содержит более одного элемента. Пусть для определен­
ности это будет множество 7г(0). Предположим еще, что величина 
|7г(0)| максимальна среди величин |я"(г)|, где % G Е. В силу выбора мно­
жества 7г(0) возможны лишь следующие случаи. 

1. Существует такое i,i £ J5, что 7г(0) П 7г(г) = 0. 
2. Существует такое г, г £ Е, что множества 7г(0) \ 7г(г), 7г(0) П 7г(г), 

7г(г) \ 7г(0) непусты. 
3. При любом г, г £ Е, выполняется включение 7г(г) С 7г(0). 
В случае 1 пусть a, b — различные элементы из 7г(0) и с 6 7г(г). 

Тогда отношение 

(х £ {О, i})k(y £ {а, 6, с})&р(*. У) (5) 

принадлежит множеству [{Ек(х),р}]А и удовлетворяет условиям 
леммы 5. 

В случае 2 в каждом из перечисленных непустых множеств выберем 
по элементу и обозначим их через а, 6, с. Определим отношение рг(х^у) 
по формуле (5) и положим 

р2(х,у) = (3z)(pl(z)x)kpl(z,y)), р3(х,у) = (х £ {а,6})&/>2(я,2/) 

(рис. 5). Для отношения />3 выполняются условия случая 3. Поэтому 
далее будем рассматривать лишь отношения />, для которых имеет место 
случай 3. Заметим, что тогда F = 7г(0). 
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Рис. 5 

Из условий леммы следует, что в 2?\{0} либо имеется такой элемент 
г, что 1 < |тт(г)| < |F | , либо имеются два элемента iyj такие, что |7г(г)| ф 
|7r(j)|, либо два элемента г, j , для которых |тт(г)| = \n(j)\ = 1 и 7г(г) ф 
7r(j). Последовательно разберем эти три возможности. 

Пусть для некоторого г из Е \ {0} выполняются неравенства 1 < 
|7г(г)| < |F | . Выберем различные элементы а,Ь из 7г(г), элемент с из 
F \ 7г(г) и определим отношение р4 по формуле (5) (см. рис. 5). Пусть 
далее d — такой элемент из {а, Ь}, что из отношения (у £ {d, с}) &р±(х, у) 
по лемме 1 можно получить отношение v\. Согласно лемме 5 из [6] 
множеству [{^|}]л принадлежит отношение 

ръ(х, у) = {х = ОЩу = i) V (ж = i)k(y = 0). 

Положим 

Рб(х,у) = (3z)(ps(x,z)$zp4(z,y)), р7(х,у) = (3z)(p4(z,x)bp6(z,y)). 
Как видно из рис. 5, отношение р7 отличается от отношения 

(х <Е {a,b,c})k(y€ {a,b,c}) 
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только набором (с, с), который не удовлетворяет отношению р7. Обо­
значим через />8>/>9 отношения, двойственные к р7 относительно четных 
подстановок (abc) и (acb). Пусть 

/>юО, у) = р7(х, y)kps(x, y)kp9(x, у), ри(х, у) = (х € {а, с})&рю(я, у). 

Тогда 
/>2(ж, у) = (3z)(pn(z, x)kpn(z, у)). 

Если отношение р12 двойственно к р2 относительно четной подстановки 
(а&е), то отношение 

(х е {a>,c})kp2(xyy)kp12(x,y) 

удовлетворяет условиям леммы 5. 
Продолжая доказательство, предположим, что в Е\ {0} существуют 

такие элементы г, j , что |тт(г)| ф J7r(j)|. Можно также считать, что усло­
вия рассмотренного выше случая не выполняются, т. е. |тг(01> kCJ)! £ 
{1, |F |} . Пусть, например, |7г(г)| = 1, 7r(j) = F. 

Если 7г(г) = {а} и Ь £ F \ {а}, то определим 

р13(х,у) = (хе {0,ij})b(ye{a,b})kp(x,y). (6) 

Тогда отношение р13(у,х) можно взять в качестве отношения р4(х,у) 
и воспользоваться приведенными выше построениями. 

Пусть для любого х из £ \{0} множество тг(х) одноэлементно и суще­
ствуют такие г, j из £ \ {0} , что тт(г) ф TT(J). ЕСЛИ 7г(г) = {а} и w(j) = {6}, 
то определим отношение ры по формуле (6). Полагая 

Р1ъ(х9у) = (3z)(pl4(x,z)kp14(y,z)), 

видим, что к отношению р15 можно применить те же рассуждения, что 
и к отношению />12. Лемма 6 доказана. 

Лемма 7. Если отношение р(х, у) из П4 имеет вид 

(х е ОгЩу е Нг) У(хе G2)k{y € # 2 ) , (7) 

где \Gi\ - |G2|, | # i | = \H2\,GX П G2 = 0,Нг П Я2 = 0 я хотя бы одно яз 
множеств G\ U G2, # i U Я2 совпадает с Е4, то {р\, хг + х2 = х3 + х4} С 
[{Е1(х),р}]Л. Если отношение р(х,у) из Щ не имеет вида (1), (3), (4) 
или (при к = 4) вяда (7), то {А*,х|} С [{£*(*),/>}]л-

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть сначала р(х,у) — отношение из П4, име­
ющее вид (7). Предположим для определенности, что Нг U Н2 = 2?4. 
Тогда |Я1| = |Я2 | = 2 и 

ех(х,у) = (3z)(p(2, *)&/>(*, у)) 
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представляет собой отношение эквивалентности на ЕА с двумя классами 
эквивалентных элементов Нг и # 2 . Два других отношения эквивалент­
ности £2 ,г3 на Е4 с двухэлементными классами эквивалентных элемен­
тов двойственны к ег относительно четных подстановок (012) и (021). 
Будем предполагать, например, что для отношения ег классы # i , # 2 
суть {0,1} и {2,3}. Имеем тогда 

£ ^ ) = (3z)(£44z)fei(*,z)). 

Положим (рис. 6) 

afay) = E2
4(x)k(3z)((z e {0,3})ke2(x,z)kel(z,y)), 

а2(х,у) = El(x)ke2(x,y), a3(x,y) = El(x)ke(z,y). 
Тогда 

\A(x,y,z) = (Э^)(а!(х,г;)&а-2(у,1;)&аз(^,1;)). 
Полагая далее 

а4(ж, у, z) = (3vi)(3v2)(3v3)(A4(vi, t72, v3)&<ri(tfi, «)&ai(v2, y)&<7i(v3, *))> 
(8) 

убеждаемся в том, что область истинности отношения <т4 представима 
в виде 

{0, l } 3 U {0,1} х {2,3}2 U {2,3} х {0,1} х {2,3} U {2,3}2 х {0,1}. 

0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 

0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 
£i £2 ез 

О 1 

0 1 

Рис. 6 

0 1 2 3 0 1 2 3 

0 1 2 3 
а7 

Аналогично, если определить отношение сг5(ж,у,^) по формуле (8) 
с заменой <7\ на сг2, то его область истинности можно представить в виде 

{0,2}3U {0,2} х {1,3}2U {1,3} х {0,2} х {1,3}U {1,3}2 X {0,2}. 



А-Замкнутые классы 49 

Отсюда следует, что 

(х + у + z = 0) = а4(х, у, г)к(тъ{х, у, z), 

где + обозначает сложение в поле GF(4). Далее получаем 

(а?! + х2 = х3 + х4) = (3j2r)((a?i + ж2 + z - 0)&(ж3 + ж4 + * = 0)). 

Пусть 

а6(х, у) = (3z)(ori(2r, x)ka2{z, у)), а7(х, z) = a6(z, у)&£3(я, 2/) 

(см. рис. 6). Тогда отношение /х| двойственно к <т7 относительно четной 
подстановки (012). 

Перейдем ко второй части доказательства леммы, когда отношение 
р из Щ не имеет вида (1),(3),(4) или (7). В силу леммы б-в этом случае 
достаточно установить, что множеству [{Е1(х),р}]Л принадлежит от­
ношение Е%(х). Если воспользоваться обозначениями E,F,ir из преды­
дущей леммы, то для выполнения этого включения достаточно, в свою 
очередь, чтобы хотя бы одно из множеств Еу F, 7г(а),7г~1(а) (где а £ Ек) 
содержало более двух, но менее к элементов. В связи с этим можно 
предполагать, что каждое из множеств Е, F, 7г(а), тг_1(а) либо совпадает 
с jEfc, либо содержит не более двух элементов. Так как отношение р не 
имеет вида (4), то ни одно из множеств E,Fne может быть одноэлемент­
ным, а поскольку р не имеет также вида (1) или (3), то по крайней мере 
одно из множеств £ , F содержит более двух элементов. Таким образом, 
в силу симметрии достаточно исследовать, например, две возможности: 
\E\ = 2,F=Ek*E = F = Ek. 

Предположим, что \Е\ - 2 и F = Ек. Можно считать, что Е = 2?2, 
поскольку в противном случае вместо отношения р можно взять отно­
шение, двойственное к р относительно четной подстановки, отобража­
ющей Е2 на Е. Так как к ^ 4, то должно выполняться неравенство 
|7г(0)| + |тг(1)| ^ 4, а так как отношение р не имеет вида (3), то не может 
реализоваться случай, когда одно из множеств 7г(0), 7г(1) одноэлементно, 
а другое совпадает с Ек. 

Если |тг(0)| = |тг(1)| = 2, то в силу неравенства к ^ 4 получаем к = 4 
и 7г(0) П 7г(1) = 0, т. е. отношение р имеет вид (7), что невозможно по 
предположению. 

Пусть тг(0) = Ек и тг(1) = {ij}, где г ф j . Если {ij} = {0,1}, то 
возьмем отношение />1? двойственное к р относительно четной подста­
новки (01) (34), и положим 

р2(х, у) = (3z)(px(z, x)kp(z, у)) 

(рис. 7). Далее образуем отношения />з,/>4> двойственные к р2 относи­
тельно четных подстановок (012) и (021). Проектированием отношения 

Рь(х,у) = р2(х, у)кр3(х, у)кр4(х, у) 

по переменной у получаем отношение Ек(х). 
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о 1 j t - i О 1 * - 1 

J b - 1 J b - 1 

J b - 1 

J b - 1 

0 1 2 J b - 1 0 1 2 J b - 1 

J b - 1 J b - 1 

0 1 2 3 

2 3 

k-l 

k-l 

Pe 
0 1 

P7 
Рис. 7 

Предположим, что {i^j} ф {0,1}. Если 0 £ {hj}, то пусть, напри­
мер, г ф 1. Определив 

ре(х,у) = (у € {0,г})&р(ж,2/), 

по лемме 1 заключаем, что z/| 6 [{рб}]л- Значит, согласно лемме 5 из [6] 
в [{рб}]л входит отношение р7 (см. рис. 7). Тогда отношение 

{lz)(p7(x,z)kp{z,y)) 

возвращает нас к случаю {г, j} = {0,1}. 
Если О G { м } , то пусть / $ {1,г, j } . Полагая 

ps{x,y) = (ye {0,1})&р(х,у), 

по лемме 1 из отношения /)8 получаем отношение i/| и далее по лемме 5 
из [6] — отношение /х|. Отношение (Э^)(^(ж, z)Up{z,у)) приводит к рас­
смотренному случаю {г, j } ф {0,1} и 0 £ {г, j } . 

Предположим, что Е = F = Ек- Сначала покажем, что для некото­
рого г одно из множеств ^(г) ,^- 1^) состоит из двух элементов. Допус­
тим, что это не так. Все множества 7г(0),... ,7г(& - 1) не могут быть 
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одноэлементными, поскольку в этом случае либо F ф Ек, либо отноше­
ние р имеет вид (1). Поэтому будем считать, что, например, 7г(0) — Ек. 
Если среди множеств 7г(1),... , 7г(Л: - 1) еще хотя бы два множества со­
впадают с Ек, то для любого j множество тг"1^') содержит не менее трех 
элементов и согласно сделанным выше предположениям относительно р 
должно совпадать с Ек. Следовательно, приходим к тождественно ис­
тинному отношению р, т. е. отношению вида (4). 

Пусть только одно из множеств тг(1),... , 7г(& — 1), например тг(1), 
совпадает с Ек. Если существуют такие элементы г, j из {2 , . . . , к - 1}, 
что 7г(г) ф 7r(j), TO каждое из множеств ir^1(7r(i))J7r~1(ir(j)) содержит 
более двух, но менее к элементов, что противоречит предположениям 
относительно р. Если же для любого г, г ^ {0,1}, и некоторого / вы­
полняется равенство 7г(г) = /, то при m ф I множество 7г_1(га) состоит 
только из двух элементов 0 и 1. 

Предположим, что |тг(1)| = . . . — \к{к —1)| = 1. Если существуют та­
кие i,j из Ек \ {0}, что тг(г') ф 7Г(j), то j £ 7r~1(7r(i)) и потому 7г~1(7г(г)) = 
{0,1}. Случай 7г(1) = . . . = п(к - 1) невозможен, поскольку отношение р 
не имеет вида (3). 

Итак, для некоторого г одно из множеств 7г(г), 7г~1(г) состоит из двух 
элементов. Тогда в [{Ек(х)^р}]Л входит любое отношение вида х £ С, 
где |G| = 2. Если для некоторых элементов г, j отношению 

(3x)((xe{i,j})kp(x,y)) (9) 

удовлетворяет более двух, но менее к элементов, то лемма 7 доказана. 
В связи с этим далее предполагаем, что любому отношению вида (9), 
а также аналогичному отношению, полученному перестановкой перемен­
ных ж и у , удовлетворяет либо &, либо не более двух элементов. 

Допустим, что не существует такого г, что 7г(г) = Ек. Как отме­
чалось выше, все множества 7г(0),... ,тг(& — 1) не могут быть одноэле­
ментными. Выберем такое г, что |тт(г)| — 2. Если равенство \ъ(])\ = 1 
выполняется для некоторого j , то в силу предположения об отношениях 
(9) будем иметь ir(j) 6 7г(г). Так как к ^ 4, то должно существовать 
такое j , что \ir(j)\ = 2 и ir(j) П тт(г) = 0 (случай \TT(J) П 7г(г)| = 3 мы 
уже исключили). При к ^ 5 приходим к противоречию с предположе­
нием об отношениях (9). Если же к = 4, то для любого а из Ек \ {г, j } 
должно выполняться одно из включений 7г(а) С 7г(г) или ж (а) С 7r(j). 
При |тг(а)| = 1 имеем 7г(а) G тг(г) и поэтому вновь приходим к противо­
речию с предположением об отношениях (9) (вместо г следует взять а). 
Предположим, что |яг(а)| = 2 для любого а из Е4 \ 0', j } . Если функция 
ж отображает три элемента множества ЕА в одно из множеств 7r(z),7r(j), 
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например в 7г(г), то получаем противоречие, рассматривая отношение 
вида (9): 

Ш((у€1г(г))кр(х,у)). 
Случай, когда функция ж отображает два элемента из Ек в множест­
во 7г(г) и два элемента — в множество 7Г(j), приводит к отношению р 
вида (7). 

Предположим, что для некоторого а выполняется равенство 7г(а) = 
Ек. Симметричным образом можно также предполагать, что для неко­
торого г справедливо равенство 7г~"1(г) = Ек. Допустим, что |тт(Ь)| = 2. 
Тогда отношение (х £ {а,Ь})кр(х,у) возвращает нас к рассмотренному 
случаю, когда \Е\ = 2,7г(а) = Ек и |7г(6)| = 2. Аналогично рассуждаем, 
если для некоторого j справедливо равенство jтг~~х(̂ /)| = 2. Лемма 7 
доказана. 

Лемма 8. Для любого г, 2 ^ г ̂  к, множество [{АА,х1ь}]л содержит 
все отношения вида 

Е1
к{хх)к .. .&Ei(xm)k(j(xu . . . , xm\ (10) 

где a — произвольное отношение из Щ. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО данной леммы отличается от доказательства 

аналогичной леммы 18 из [2] незначительными техническими деталями, 
обусловленными спецификой группы А*. Поэтому приведем лишь основ­
ные моменты доказательства. 

В случае г = 2 замечаем, что 

xl(x,y) = El(x)kEl(y)k(x^y), (3z)((z=l)b\k(x,y,z)) = ti(xty), 
(3z№(x,z)kxl(z,y)) = El(x)kEl{y)k{x < у), 

где х — булево отрицание переменной х. Из отношений х = 1,\к не­
трудно получить все отношения вида 

Е1(хг)Ь . . . кЕЦх^Цх, + . . . + хт = а), (11) 

где т ^ 1 , а ? £ 2 и + обозначает сложение по модулю 2. 
Пусть т нечетно, ^ ( ^ x , . . . ,ж т) есть отношение (11) при a = 0, 

( а ь . . . , а т ) G 2?2- Положим 

р(жь . . . 9хт) = (3zx).. .(3^m)(J5,2(x1)fe .. .&Bft
2(*m)& 

(Ж?1 <С ZX)k . . . к(х^ $ 2m)&*l(*b . . . , 2ТО)), 

где ж° = ^j и х1- = ж,. Убеждаемся, что отношение /)(#i, . . . , хт) отлича­
ется от отношения Ek(xi)k . . .&.Е|(жт) только набором ( а ь . . . , а т ) , ко­
торый не удовлетворяет отношению р. Следовательно, отношение (10), 
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которому удовлетворяет s наборов из E™(s > 0), можно получить в виде 
конъюнкции s отношений типа отношения />. 

В случае четного га следует взять а = 1. 
Пусть г ^ 3. Так как xl £ [{х!ь}]л? п о доказанному в множество 

[{^bXSJb 6УДУТ входить все отношения вида (10) при г = 2. Если 

г(ж,9) = (уе{1,<-1})&х1(ж5у), 

то согласно лемме 1 в [{т}]д содержится отношение i/|. Пусть отноше­
ние Хо двойственно к xl относительно четной подстановки (0, (г - 1), 1) 
(рис. 8). 

г-1 

О 1 t - 1 0 1 i - l 

^0 (fl 

О 1 2 • - 1 

t - 1 

О 1 t - 1 0 1 2 

Рис. 8 

Взяв отношение /i2
k из множества [{^}]л, определим 

Если i ^. к - 2 ж 1 ^ j ^ г — 2, то пусть отношение Xj двойственно к xl 
относительно четной подстановки (j, г - \){к — 2, к - 1), а отношение 

г,-(ж, у) = (ж = у = 0) V (ж = 1)&(» - j ) 

взято из множества [{^|}]л- Положим (см. рис. 8) 

<РЖХ>У) = (3^)(гу(ж,2г)&ху(г,у)). 

В случае г 6 {А; - 1, к}, г ̂  4, при получении отношений ^ ( 1 ^ j ^ г - 2) 
по той же схеме рассматриваем четную подстановку (1, г — 1, г — 2) при 
j = 1 и четную подстановку (1, j , i - 1) при j ф 1. В случае & - 4 
и г = 3 для получения отношения фх берем отношение ф (см. рис. 8), 
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двойственное к %4 относительно четной подстановки (012), и в множестве 
[{^ |}]А определяем отношение 

ш(х, у) = (х = ОЩу = 2) V (х = у = 1). 

Тогда имеем 
<рг(х,у) = (3z)(u(x,z)b1>(z,y)). 

Таким образом, при любом &, к > 4, в множестве [{XJ.}]A определены 
отношения-<р0 - ^ t_2, изображенные на рис. 8. Далее взяв в множестве 
[W}U отношение 

Ti-i(x, у) = (ж = р = 0) V (ж = 1)&(у = г - 1), 

получаем отношение 

¥>,--г(ж,у) = (Э2:)(гг-_1(ж02:)&х1(^,У))-

Заметим теперь, что при подстановке в отношение 

<Po(&i, y)b(pi(x2, у)к . . . &¥>i-i(a?t-, у) (12) 

вместо переменных ж ь . . . , жг- наборов значений 

( 1 , 0 , . . . , 0 ) , ( 0 , 1 , . . . , 0 ) , . . . , ( 0 , . . . , 0 , 1 ) (13) 

полученному одноместному отношению будет удовлетворять соответ­
ственно только один элемент 0 , 1 , . . . , г — 1. Это позволяет кодировать 
значения из Е{ с помощью отношения (12). Именно, для произвольного 
отношения <т(жь... , жт) из Щ согласно первой части доказательства 
леммы 8 следующим образом определим отношение <У2(Х\, . . . , жг-,..., 
ж™,... , ж™). Если для некоторого £, 1 ^ t ^ га, набор (а*, . . . ,а |) из • 
Е%

к отличен от наборов (13), то отношение 

ложно. Пусть (а*,. . . , a j ) , . . . , (a™,... , а™) — наборы вида (13). Тогда 
положим (72(aj,... , а\,.• • , а™,... , а™) истинным в том и только том 
случае, когда истинно значение a(bi,... ,6m), где величины Ь1 ? . . . ,6™ 
определяются из соответствия 

( 1 , 0 , . . . , 0 ) - 0 , ( 0 , 1 , . . . , 0 ) - 1 , . . . , ( 0 , . . . , 0 , 1 , ) - ( г - 1 ) . 

Теперь нетрудно видеть, что отношение (10) совпадает с отношением 

(3zl)...(3z?)(<?0(z{,x1)k...k<pi-1(zlx1)k... 

&¥>о(*Г> * " ) & • • -^i-i(^,xm)ka3(zl... , г,1,... , z?,... , zj"))-

Лемма 8 доказана. 
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3. Основной результат 

Основным результатом настоящей работы является следующее 
утверждение. 

Теорема 2. Пусть р — произвольное двуместное отношение из Щ. 
Тогда множество {Е1(х),р} А-эквивалентно некоторому набору основ­
ных отношений. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Сначала рассмотрим случай, когда к = 4 и р 
имеет вид (7). По лемме 7 имеем {/4,2?i + xi — жз + #4} С [{Е\(х),р}]А. 
Покажем, что {Е\(х),р} С [{^Xi + х2 = х3 + х4}]А. Множеству [{/4}]А 
принадлежит отношение Е\(х), поскольку р\(х,х) = (х £ {2,3}]. Так 
как 

<тг(х, у) = (3zl)(3z2)((z1 = 0)&/4(ж, z2)k{x + y = zx + z2)) 

совпадает с отношением 

El{x)k{y = 1) V (х € {2,3})&(y = 0)), 

то (см. рис. 6) 

Если в представлении (7) для отношения р имеем \G\\ = \G2\ = | # i | = 
|Я2 | = 2, то в множестве [{/4)Ь в соответствии с леммой 2 из [6] выби­
раем такие отношения 

<72(>,у) = ( ^ ( я ) = у ) , С73(Ж,У) = (7Г2(ж) = 2/), 

что 7гь7г2 — подстановки на J^^iCCi) = Е2,ж2(Е2) = # i . В результате 
получаем 

Случай, когда какая-либо пара (G1}G2) или ( # ь # 2 ) состоит из одно­
элементных множеств, сводится к предыдущему, поскольку множество 
[{/4)Ь содержит все отношения вида х G Е> где \Е\ - 2. 

Предположим, что отношение р отлично от (7). Если оно имеет 
вид (1) и отлично от диагонали, то применяем теорему 1, а если вид (3), 
то лемму 3. Пусть отношение р имеет вид (4). Тогда в качестве ис­
комого основного отношения можно взять отношение Е™(х), где m — 
max( |£ | , |F | ) , если max(|J5|,|F|) < к, и m = min(|J5|, |F|) в противном 
случае. 

Допустим, что отношение р не имеет вида (1), (3), (4) или (7). Тог­
да по леммам 7 и 8 множеству [{Е1(х),р}]А принадлежат все отношения 
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вида (10), где г — 3, и, в частности, отношения А*,х?. Определим мно­
жества £ , F: 

(х е Е) = (Эу)р(ж, у), (ж 6 F) = (3»)p(i/, ж). 

Пусть для определенности |JS| < |F | . Если j = \F\ ^ 3, то в силу леммы 8 
имеем [{Е1(х),р}]А - [{А*,х*}]л- Предположим, что,j > 3. Тогда А-
эквивалентность множеств {2^(ж),/)}, {Afc,xi} будет следовать из лем­
мы 8, если показать, что х{ € [{Е1(х),р}]А. Так как xl € [{El(x),p}]Aj 
то, рассуждая по индукции, предположим, что множеству [{Е1(х),р}]А 
принадлежит отношение х*? гДе 3 ^ / < j . 

Так как \Е\ ^ |JF| и отношение р не имеет вида (1), то по край­
ней мере для одного а из £ отношению />(а, у) удовлетворяет не менее 
двух элементов. Выберем поэтому в множестве Е различные элементы 
а ь . . . , а8 (3 ^ s ^ /) таким образом, что отношению р(аи у) удовлетво­
ряет максимально возможное число элементов, отношению 

р(аъу) V р(а2,у) V . . . V р(а„у) — (14) 

га элементов, где т > /, и отношение р(а8,у) отлично от отношения 
р (а ь у) . Это можно сделать, поскольку отношение р не имеет вида (4). 
Если к > 4 или s > 3, то пусть отношение а4 двойственно к х{ относи­
тельно четной подстановки у>, переводящей с̂  в 0, а, в з - 1 и множество 
{а 2 , . . . , ae_i} в множество { 1 , . . . , s - 2}. Если fc = 4 и 5 — 3, то ука­
занная подстановка <р может оказаться нечетной. Чтобы сделать ее чет­
ной, поменяем местами элементы а1,а2, если отношениям р (а ь у), />(а2, у) 
удовлетворяет одинаковое число элементов, либо элементы а2,а3 — 
в противном случае. Положим 

Pi(x>v) = (Э*)(*4(я, *)&/>(*, у)). 

Тогда отношение p^ai^y) совпадает с отношением (14), а отношение 
Pi(a>s<>y) — с отношением /)(а4,у). Если отношению p(as,y) удовлетво­
ряет только один элемент, то по лемме 3 в множество [{/)I}]A входит 
отношение х*\ a значит, и отношение х[- Поэтому далее предполагаем, 
что отношению р(а8,у) удовлетворяет более одного элемента. 

Пусть отношению p^ai^y) удовлетворяют элементы Ь ь . . . , Ьт. Так 
как v\ е [{Е1(Х),Р}]А> ТО МОЖНО считать, что {alyas} С {&i,.-. ,&m} и, 
например, аг - buas = 6m, />i(6m,6m) истинно, a pi(6m,6i) ложно. Если 
отношение />i(bi,j/) отличается от отношения р\{Ът,у) более чем одним 
элементом и га ^ 5, то пусть 7г1?... ,тг< — все четные подстановки на 
£"*., которые сохраняют каждый из элементов 6i,6m, а также отношение 
Pi(&b2/)- Тогда отношение 
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возвращает нас к рассмотренному случаю, когда отношению р(ах,у) 
удовлетворяет один элемент. 

Пусть га = 4 и отношению pi(b4> у) удовлетворяют два элемента: 64 
и, например, Ь3. В множестве [{^|}]л возьмем отношение 

сгь{х, у) = (х = у = Ьг) V (х = b3)k{y = Ь4) 
и п о л о ж и м (рис . 9) 

/t>2(ar, у) = (3z)(<r5(z,*)&:/>i(2,2/)). 

Ь\ Ь2 Ь3 64 &i Ь2 Ь3 64 ^i ^2 Ь3 ^ 

IWl IH ^ 
Ь\ Ь2 Ь3 ЪА Ьг Ь2 Ь3 b4 6i 62 Ь3 К 

Рг Рч Рз 
Рис. 9 

Далее определим отношение р3(хуу), которое является двойственным 
к р2 относительно четной подстановки (62^4^3)• Тогда отношение 
pi{x,y)&zp3{x,y) вновь приводит к случаю с одноэлементным отноше­
нием р(а5, у). 

Предположим, что отношение />i(6i,t/) отличается от отношения 
Pi{bm->y) только одним элементом Ьх. 

h b2 Ь3 bm Ьх Ь2 Ь3 bm 61 62 63 bm 

Ш\ Ш Ш 
Ь\ Ъ2 b3 bm bx b2 b3 bm Ьг b2 b3 bm 

Р\ РА РЬ 

Рис. 10 

Пусть отношение р4(ж, у) (рис. 10) двойственно к />i относительно четной 
подстановки (bib3b2). Полагая 

Ръ(х,у) = (3z)((T6(x,z)kp4(z,y)), 
где 

<т6(ж, у) = (х = ЬгЩу = Ь2)У(х = у = bm) — 
отношение из [{^}]л, ВИДИМ, ЧТО отношение р\{х,у)&р*>{х,у) приводит 
к случаю, когда отношение px{bi,y) отличается от отношения />i(6m,y) 
более чем одним элементом. Теорема 2 доказана. 
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Следствие . Пусть R — множество одно- и двуместных отношений 
яз Щ и РоШ С Д . Тогда множество R А-эквивалентно некоторому 
набору основных отношений. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Так как РоШ С Д , то можно считать, что 
Е\(х) € R. Далее применяем теорему 2. 
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