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ЧАСТОТА ВХОЖДЕНИЯ СЛОВ 
В DOL-ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ*) 

А. Э. Фрид 

Получена рекуррентная формула для вычисления эргодической 
меры //, порожденной DОL-noследовательностью, т. е. символьной по
следовательностью, задаваемой с помощью итераций морфизма. Фак
тически мера /i(it) слова и представляет собой частоту, с которой слово 
и встречается в последовательности. 

Введение 

DOL-последовательности составляют хорошо изученный класс сим
вольных последовательностей. К настоящему времени они активно ис
следовались как с точки зрения комбинаторики и теории формальных 
языков, так и с точки зрения порожденных ими топологических систем. 

Эргодическая мера д, порожденная DOL-последователыюстью, мо
жет быть описана как частота, с которой каждое слово встречается 
в этой последовательности: для каждого слова и значение fi(u) равно 
пределу отношения числа вхождений слова и в начальный отрезок DOL-
последовательности к длине этого начального отрезка. Условия суще
ствования меры /i подробно изучены в [6]. Там же приведен алгоритм ее 
вычисления. 

В [3] дано полное описание эргодической меры, порожденной двумя 
конкретными хорошо известными примерами неподвижных точек мор-
физмов, а именно последовательностью Туэ-Морса и последовательно
стью Фибоначчи. 

В данной работе впервые предложен сравнительно простой естест
венный подход к вычислению эргодической меры, порожденной произ
вольной DOL-последователыюстью (если, конечно, эта мера для дан
ной последовательности существует). Получена рекуррентная формула, 

*) Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда
ментальных исследований (код проекта 96-01-01800) и Федеральной целе
вой программы «Интеграция» (код проекта 473). 
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позволяющая выразить меру произвольного слова, используя меру более 
коротких слов. Применены те же комбинаторные методы, что и в рабо
тах [1, 2, 5]. 

1. Основные определения 
и некоторые известные результаты 

Пусть Е = { 1 , . . . ,д} — заданный алфавит. Через Е* обозначается 
множество всех конечных слов в алфавите Е. 

Отображение <р : Е* —• Е* называется морфизмом, если <p(uv) = 
(p(u)<p(v) для всех и, v из Е*. Ясно, что морфизм (р может быть задан 
значениями <р(г), где г Е Е. Слова у>(г), г € Е, будем называть блоками. 
Длина слова и обозначается через \и\. 

Пусть для некоторого а £ Е слово <р(а) начинается с а, а длина 
слов <рк(а) неограниченно возрастает. Неподвижной точкой морфизма 
(р называется такая символьная последовательность w = w(<p), что 

w(<p) = lim (pk(a). 

Без ограничения общности считаем, что а = 1. Неподвижные точки 
морфизмов называются также DOL-последовательностями. 

Слово v называется подсловом слова и, если и = si vs2 для некоторых 
5 Ь 5 2 € Е*. Слово t; называется допустимым (в последовательности to), 
если оно является подсловом какого-то начального отрезка последова
тельности w. Здесь и далее Lv(u) обозначает число вхождений слова v 
в слово и в качестве подслова. Через wn обозначается начальный отрезок 
длины п последовательности w. 

Инвариантная относительно сдвига эргодическая мера /хш = /х, по
рожденная DOL-последовательностью w, определяется для каждого 
слова и € Е* как предел 

^ ) = Н т ^ Ы . (1) 
n-*oo П 

Вообще говоря, предел, стоящий в определении меры //, может и не 
существовать. Приведенное ниже достаточное условие существования 
предела (1) доказано в [5]. 

Матрицей морфизма <р называется квадратная матрица М((р) по
рядка д, элементы которой обозначают число вхождений символов в 
блоки: mij = Li(<p(j)). Заметим, что М(<рп) = (М(<р))п. 

Матрица М называется примитивной, если для некоторого нату
рального к элементы матрицы Мк строго положительны. Морфизм ср 
называется примитивным, если его матрица М(<р) примитивна. 
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Теорема 1 (Perron-Frohenius). Пусть матрица М примитивна и ее 
компоненты неотрицательны. Тогда у матрицы М существует строго 
положительное собственное число в кратности один, превосходящее 
по модулю любое другое собственное число матрицы М, Существует 
собственный вектор со строго положительными компонентами, соответ
ствующий собственному числу в. 

Собственное число в называется собственным числом Перрона-Фро-
бениуса матрицы М. 

Следующие предложения были доказаны в [5]. 

Предложение 1. ЕСЛИ морфизм (р примитивен, то мера ц, опреде
ленная равенством (1), существует, и если слово и встречается в после
довательности w(<p), то /л(и) > 0. 

Рассмотрим эргодическую меру \х, порожденную неподвижной точ
кой примитивного морфизма w(<p). 

Предложение 2. Вектор, составленный из значений fi(i), где iG S, 
является собственным вектором матрицы М(<р), соответствующим ее 
собственному значению Перрона-Фробениуса. 

Заметим, что, поскольку ]Г) fi(i) = 1, предложение 2 позволяет од-

нозначно определить /г(г) по матрице морфизма. 

Предложение 3. Существует предел в отношения длин слов 
<pn+1(a) и <pn(a), не зависящий от начального слова а и равный собствен
ному числу Перрона-Фробениуса матрицы морфизма (р, т. е. 

п—оо |<£>п(а)| 

Мера [I, определенная равенством (1), может существовать и в слу
чае, когда морфизм не является примитивным. В дальнейшем нам не по
надобятся ни примитивность морфизма <р, ни строгая положительность 
значений меры \i слов, встречающихся в w(<p). Однако мы предполагаем, 
что верны следующие допущения. 

1. Для любого слова и 6 £* существует мера ц{и) = lim MM1*0)) t 

2. Существует Нт^ Ь £ ^ = в > 1. 
Напомним, что начальный символ неподвижной точки морфизма ср 

мы считаем равным 1. 
Из этих двух предположений выведем формулу для значений меры 

/х, для применения которой достаточно знать значения /х(г) для г £ Е. 
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2. Формула и ее применение 

Тройка (a0ai . . .a n + i , i , j f ) , где а0аг...ап+1 € £*, 0 ^ г, < |<£>(а0)| 
и 0 < j < |<^(an+i)|, называется интерпретацией слова и относительно 
морфизма у>, если и может быть получено из слова (р(а0., .a n + i ) сти
ранием г первых и j последних символов. Слово а0аг.. .an+i назы
вается предком слова и или, что точнее, предком его интерпретации 
( a 0 a i . . .an+i? hj)- Заметим, что слово a 0 a i . . .a n + 1 может быть предком 
нескольких различных интерпретаций слова и. 

Множество всех интерпретаций слова и обозначаем через 1(и). Пре
док интерпретации s € 1(и) обозначается через a(s). 

Заметим, что слово допустимо в DOL-последовательности w(<p) тог
да и только тогда, когда хотя бы один его предок допустим в w(<p). 

Предложение 4. Яря всех гг, v 6 Е* выполняется равенство 

Lv(<p(u))^ ] Г 1Ф)(и)-

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Каждому вхождению слова v в <р(и) соответ
ствует вхождение какого-то его предка в и и наоборот. 

Теорема 2. Для любого слова и £ Е выполняется равенство 

м<о = J £ /*«*))• (2) 
«е/(и) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ИЗ предложения 4 следует, что 
^(рп+1(1)) = £ XeW(^(l)). 

Разделив последнее равенство на длину слова <рп+1(1) и переходя к пре
делу при п —> оо, получаем 

= V lim | у П ( 1 ) | L«'№W) 

= Е ^(a(e)) = ̂  Е /*(а(в))-
»e/(u) »e/(u) 

Формула (2) является основной для вычисления значений меры ц. 
Будем считать, что известны значения ц{г) для символов i 6 S (см. яред-
ложение 2). Если морфизм <р является нестпирающим, т. е. никакой блок 
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у>(г), где г е S, не является пустым словом, то по формуле (2) можно по
следовательно найти значения меры fi на всех словах длины 2, 3 и т. д. 

Действительно, предположим для простоты, что морфизм <р явля
ется строго удлиняющим, т. е. \<p(i)\ ^ 2 для всех символов г € S. В том 
случае, если |м| ^ 3, а слово г; является предком слова гх, |г;| < \и\. По
этому, чтобы по формуле (2) последовательно найти значения меры fi 
для всех слов длины больше двух, достаточно знать значения /л(и) для 
всех слов и длины один и два. 

Итак, пусть мера каждого слова длины один известна. Рассмотрим 
произвольное слово и длины два и обозначим через А(и) множество всех 
интерпретаций слова и, предки которых имеют длину два. Формула (2) 
для слова и преобразуется к виду 

№)=](<*)+ Е М*(*)))> (3) 

где с(и) равна сумме значений меры \х на предках длины один интер
претаций слова и. Система уравнений (3), выписанных для всех слов 
длины два над алфавитом £ , представляет собой систему из q2 линей
ных уравнений с q2 неизвестными. Так как каждое слово длины два 
является предком только одного слова длины два, а в > 1, то строки 
этой системы линейно независимы. Значит, система позволяет найти 
значения меры \х для всех слов длины два. 

После этого, как было замечено выше, формулу (2) можно приме
нять напрямую для вычисления значения меры /х любого слова длины 
не меньше трех. Если же морфизм не является строго удлиняющим, 
то, возможно, приходится решать еще одну или несколько аналогичных 
систем для мер слов длины три, четыре и более, после чего формула (2) 
применяется напрямую. 
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