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Для символьных последовательностей, порожденных симметри­
ческими булевыми функциями, в классе схем конкатенации слов по­
лучена квадратичная верхняя оценка сложности. Для последователь­
ностей, порожденных поясковыми симметрическими функциями, до­
казана уточненная оценка. Для одного подкласса последовательностей 
получена линейная верхняя оценка сложности. 

Существует ряд моделей синтеза символьных последовательностей. 
Так, в работе [3] при синтезе символьных последовательностей в ал­
фавите А к уже построенной части слова присоединяется произвольное 
подслово построенного слова или подслово, дополненное буквой из А. 
При возведении числа в заданную степень с использованием символьной 
последовательности в однобуквенном алфавите [5] разрешается присо­
единять только построенные ранее фрагменты. 

При синтезе слов в произвольном алфавите с помощью операции кон­
катенации А. А. Евдокимов предложил многократно использовать уже 
построенные слова, подобно тому как это делается при реализации бу­
левых функций схемами из функциональных элементов [1]. Ниже мы 
используем такой подход. Он представляется естественным. Для не­
которых классов символьных последовательностей изучается сложность 
их синтеза. 

Рассматриваются слова в алфавите {0,1}. Длиной слова W назы­
вается число входящих в него символов. Операция конкатенации слов 
U и V определяется как запись слова V за словом U и обозначается че­
рез U • V. В некоторых случаях знак • опускается. Слово V называется 
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подсловом слова W, если для некоторых (возможно, пустых) слов X ж¥ 
справедливо равенство W = X • V • Y. 

Последовательность слов 0,1, X, У, . . . , Z называется схемой конка-
гпенации слова Z и обозначается через S(Z), если для любого слова W из 
этой последовательности, начиная со слова X, в ней имеются такие слова 
{/, V (возможно, U = У), предшествующие слову W, что W = U *V. 

Обозначим через L(S(Zj) число слов в последовательности X, Y, 
. . . , Z и L(S(Z)) назовем сложностью схемы S(Z). Пусть L{Z) = 
min//(5(Z)), где минимум берется по всевозможным схемам конкате­
нации слова Z. Величина L{Z) называется мультипликативной слож­
ностью слова Z. 

Булева функция называется симметрической, если она не меняется 
при любом переименовании ее переменных. В настоящей работе уста­
навливается верхняя оценка для мультипликативной сложности слова, 
задаваемого столбцом значений произвольной симметрической булевой 
функции от п переменных, когда этот столбец является столбцом зна­
чений функции при лексикографическом перечислении наборов значений 
переменных. При этом, не уменьшая общности, предполагается, что на­
бор ( а ь . . . , ап) меньше набора (/Зь . . . , /?п), если аг = /? ь . . . , ак = /Зк 
при некотором к < п и ак+г — /Зк+г. 

Из определения симметрической функции следует, что она прини­
мает одно и то же значение на всех наборах с одинаковым числом единиц. 
Очевидно, что каждая симметрическая булева функция Д ж ь . . . , хп) мо­
жет быть задана последовательностью (<70, ^ ь • • • ? &п) такой, что сг,- есть 
значение функции /(a?i , . . . ,жп) на любом наборе значений переменных, 
содержащих г единиц и п - г нулей. Такую последовательность 
(<т0? о и • •. > сгп) назовем характеристической для / ( # i , . . . , хп). 

Обозначим через S*a0loit...,<rn(f(xu • • • >жп)) слово длины 2П, являю­
щееся столбцом значений симметрической булевой функции с характе­
ристической последовательностью (сг0, <т1?... , <тп). 

Ниже мы используем отображение £ последовательности а слов 
а0 , « i , . . . , а г в последовательность /3 слов /?о>/?ъ • • • ̂ r - ь определяемое 
следующим образом: Д = £(2) = а0 • а ь ai • a 2 , . . . , a r_i • a r . Ясно, что 
в результате r-кратного применения отображения £ к последовательно­
сти а получается одно слово С(®)-

Теорема 1. Если последовательность ( J 0 , ^ I , . . . , <rn) является ха­
рактеристической для симметрической функции f(xx, . . . , хп), то 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть / (ж х , . . . ,жп) — симметрическая функ­
ция с характеристической последовательностью (<r0,<7i,... ,(7П). Эту 
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функцию представим в виде 

f(xu... ,хп) = Xi / (0 ,z 2 , . . . ,xn)V xxf(l,x2,... ,xn). 

Ясно, что / (0 , ж2 , . . . , жп) и / ( 1 , а?2,... , хп) являются симметрическими 
функциями с характеристическими последовательностями (а"0,... , <Jn-\) 
и ((71?... , сгп) соответственно. 

Теперь воспользуемся индукцией по п. При п = 1 имеем £(0,0) = 
^оо = 00; f (0 , l ) = ^ o i = 0 1 ; £(1,0) = ^ 1 0 = 10; £(1,1) = У1Х = 11. 
Предположим, что теорема верна при любом & ̂  п — 1. Убедимся в ее 
справедливости при к = п. 

Используя определение отображения £, нетрудно видеть, что 

По предположению индукции имеем 

Г ^ К ^ Ъ - - - ,<7n_i) = ^го,^,...,*„__! (ДО, Ж2,... ,ЖП)), 
f ~ V b * 2 , . . . ,*!») = ^ ^ , . . . ^ ( / ( 1 , ^ 2 , . . . ,Ж„)). 

Поэтому 

^ " ( ^ 0 ^ 1 , . . . ^ п ) 

— *>̂ то<Г1...<Гп-1 ( / ( 0 ? #2> • • • ) хп 

Пользуясь этим фактом и тем, что столбец значений функции f(xu . . . , 
хп) является конкатенацией столбцов значений функций / (0 , х 2 , . . . , хп) 
и / ( 1 , ж2,.. • , жп), имеем 

^ П ( а 0 , ( Т ь . . . ,СГП) = ^ 0 < T i . . . a n ( / ( « i , . . . , 3 n ) ) . 

Теорема 1 доказана. 

Теорема 2. При любом п ^ 1 и любой последовательности 
<г = (0"о> • • • > 0"п) справедливо неравенство 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Слова последовательности £(<х) получаются 
в результате конкатенации символов 0 и 1, а слова последовательнос­
ти £*(£) — в результате конкатенации слов последовательности ^г~1(?), 
2 ^ г ^ ?г. Следовательно, последовательность 5(£п(<х)) = 0,1, 
£(<т),... ,£п(£) есть схема конкатенации слова £п(<т). Последователь­
ность £г(^)> 1 О ^ W, содержит п — г + 1 слово. Поэтому 
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Теорема 2 доказана. 
В схеме S(£n(a)) каждая последовательность £•(<?), 1 ^ г ^ га— 1, 

содержит слова одинаковой длины и каждое слово может встретиться 
более одного раза. Во всех га - 1 последовательностях удалим некоторые 
слова, оставив для каждого слова по одному представителю. В резуль­
тате «чистки» путем удаления некоторых слов схемы S(£n(a)) полу­
чим схему конкатенации слова £п(Э) с меньшей сложностью. Установим 
условие, позволяющее проводить «чистку» схемы S(qn(d)). 

Лемма 1* Если в последовательности а имеются две одинаковые 
подпоследовательности (<rv,(Jv+w- ,<?v+s) я {crw,crw+i,... ,tf«,+«), v ^ О, 
w ^ 0, v ф Wj s ^ 1, то в схеме S(€n(a)) конкатенации слова £П(Э) 
содержится ('+1) продублированных слов. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть v — 0, w — n-s. Рассмотрим два случая: 
2s ^ га и 2s > ?г. 

Для 2s ^ га позиции символов (Т0, <хь . . . , сг4, <тп_д, <rn_5+i,... , crn в по­
следовательности Э не пересекаются (кроме случая 2s — га) и все слова 
одинаковых подпоследовательностей ^ ( я о ^ ъ • • • ^ л ) и ^(^n-*, 0п-*+ь 
. . . ,<тп) встречаются в последовательностях С(&) ПРИ в с е х *? 1 ^ 2 ^ s, 
на разных позициях. Следовательно, все слова всех подпоследователь­
ностей £*(<r0,<Ti,... ,<тл), 1 ^ t ^ s, продублированы и схема 5(£п(<х)) 
содержит (s + 1)^/2 продублированных слов. 

Для 2s > 71 одинаковые последовательности ( O - Q , ^ , . . . , а,) И (<тп_в, 
<тп_5+1,... , сгп) располагаются на всех га + 1 позициях и справедливы 
равенства символов £тг- = <тг-+(п_в), 0 ^ г'^ s. Для каждой последователь­
ности v (?), 1 ^ j ^ з, из равенства символов а{ = crt+(n_e), 0 ^ i ^ s, 
следуют равенства слов, расположенных на позициях, отстоящих друг 
от друга на расстоянии (га — s). Следовательно, в каждой последова­
тельности &(Э), 1 ^ j ^ «s, все слова, занимающие позиции, начиная 
с позиции (n ~ s), продублированы и схема S(£n(a)) содержит (s + l)s/2 
продублированных слов. Лемма 1 доказана. 

Последовательность <т, в которой все символы 0"*,<7*+ъ • • • ?^т? 
О ^ к ^ т ^ тг, равны единице, а все остальные — нулю, обозначим 
через а(ку га). Слово (n(d(k, m)) задает столбец значений поясковой сим­
метрической булевой функции, т. е. функции, принимающей единичное 
значение на наборах, содержащих не менее к и не более га единиц. 

Теорема 3. Яри любых га ^ 1, к ^ 0, га, тг ̂  га ^ к, справедливы 
неравенства 

L(C(v(k,m))) 
fn + l\ (n- m\ (к - 1\ (m - k\ 

4 2 ) - { 2 ) - { 2 ) - { 2 )"P»k>n-™> 
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fn + l\ fn-m-l\ fk\ (m-k\ 
<( 2 H 2 ) - Ы " С 2 J «!»*< —»• 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть k ^ n - т. Последовательность d(kym) 
содержит две одинаковые подпоследовательности (<T0,<XI,... , <7n-m-i) 
и (Ут+ъ ^т+з? • • • 9 сгл). По лемме 1 схема S(£n(a(k, га))) содержит (n"^m) 
продублированных слов, образующих подпоследовательности £г(сгт+1, 
( 7 т + 2 , . . . ,crn), 1 ^ г ^ га — га. Удалим их из схемы. Затем (используя 
попарно одинаковые последовательности (<т0, <ть . . . , с*-2) и (^"I, <т2,... , 
^fc-i); О ь ^ + ъ - . . ,<rm_i) и (afc+bCTfc+2,... ,am)) из схемы последова­
тельно удалим (*2Х) и (mJfc) с л о в - Справедливость первого неравенства 
теоремы 3 доказана. Поменяв к на га и га на &, получим второе утверж­
дение теоремы 3. 

Последовательность <т, в которой а{ — <rt+tx, 0 ^ г ^ га —t/, обозначим 
через д(и). 

Теорема 4. Яря любых га ^ 1, w ^ 1, n > и, справедливо нера­
венство 

«пад»«("^)-("-; + 1). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Последовательность $(?/) содержит две одина­

ковые подпоследовательности (<70, <̂ ь • • • ? ^n-u) и (^«? 0"и+ь • • • ? ^п)« По 
лемме 1 схема S(£n(d(u))) содержит (n~2+1) продублированных слов. 
Теорема 4 доказана. 

При и = 2 верхняя оценка теоремы 4 совпадает с известной точной 
оценкой [2] для последовательности Туэ-Морса [4, с. 23]. 

Автор выражает благодарность С В . Августиновичу за обсуждение 
результатов и полезные советы в процессе оформления работы. 
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