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Реберной раскраской графа называется приписывание ребрам гра­
фа цветов таким образом, что смежные ребра получают разные цвета. 
Наименьшее число цветов, в которые можно раскрасить ребра графа 
G, называется хроматическим индексом графа G и обозначается че­
рез х ' (^)- Говорят, что G принадлежит классу 1, если x'(G) =• A(G), 
где A(G) — степень графа G; иначе G принадлежит классу 2. То­
тальной раскраской графа называется приписывание вершинам и реб­
рам графа цветов таким образом, чтобы смежные или инцидентные 
элементы получили разные цвета. Наименьшее число цветов, в ко­
торые можно тотально раскрасить граф G, называется тотальным 
хроматическим числом G и обозначается через X T ( G ) . Говорят, что 
G принадлежит типу 1, если XT(G) = A(G) -f 1; G принадлежит 
типу 2, если X T ( G ) = A(G) -f 2. В данной работе рассматривается 
проблема классификации интервальных графов. Доказано, что лю­
бой интервальный граф с нечетной максимальной степенью вершин 
принадлежит классу 1 и его ребра могут быть раскрашены в мини­
мальное число цветов алгоритмом, временная сложность которого не 
превосходит 0 ( | V G | + \EG\ + (A(G))2). Затем показано, что для ин­
тервальных графов выполняется предположение Бехзада и Визинга 
о том, что XT(G) ̂  A(G) + 2. Кроме того, доказано, что любой интер­
вальный граф с четной максимальной степенью вершин принадлежит 
типу 1 и его элементы могут быть раскрашены в минимальное чис-
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0(\VG\ + \EG\ + (A(G)Y). 

1. Основные факты и определения 

Все не определяемые здесь понятия могут быть найдены в [3]. 
Реберной раскраской графа называется приписывание ребрам графа 

цветов таким образом, что смежные ребра получают разные цвета. Наи­
меньшее число цветов, в которые можно раскрасить ребра графа G, на­
зывается хроматическим индексом графа G и обозначается через x!{G). 
Максимальная степень вершин графа G обозначается через A(G). 

*) Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда­
ментальных исследований (код проекта 98-01-00748). 
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Известно, что в общем случае задача реберной раскраски графа 
является NP-полной [7]. 

Классическим в этой области является следующий результат. 

Теорема Визинга [1]. Хроматический индекс любого графа G ра­
вен либо Д(Сг), либо Д(С) + 1. 

Естественным образом встает проблема классификации графов: го­
ворят, что G принадлежит классу i, если x'(G) = Д(6У); и н а ч е G при­
надлежит классу 2. 

Проблема классификации графов решена для некоторых частных ви­
дов графов (полных, двудольных, плоских графов максимальной сте­
пени не меньше 8, а также графов большой по сравнению с числом 
вершин максимальной степени). Известны полиномиальные алгоритмы 
раскраски ребер в таких графах в минимальное число цветов [6]. 

Граф G называется р-критическим, если Д(С) = />, G принадле­
жит классу 2 и после удаления произвольного ребра из G получается 
граф с меньшим хроматическим индексом. Свойства критических гра­
фов изучались многими авторами [5, 6]. В настоящее время основным 
достижением в данном направлении является лемма Визинга о смеж­
ности. 

Лемма (Визинг, [6]). Пусть G — р-критический граф, v и w — 
смежные вершины в G и deg(t;) = k. Тогда 

(1) если к < р, то вершина w смежна по крайней мере с р — к + 1 
вершинами степени р\ 

(2) если к — г, то w смежна по крайней мере с двумя вершинами 
степени р. 

Тотальной раскраской графа называется приписывание вершинам 
ж ребрам графа цветов таким образом, что смежные или инцидентные 
элементы получают разные цвета. Наименьшее число цветов, в которое 
можно тотально раскрасить граф G, называется его тотальным хрома­
тическим числом и обозначается через X T ( G ) . 

Известно, что в общем случае задача тотальной раскраски графа 
является NP-полной [14]. 

Гипотеза Бехзада [4] и Визинга [2] о тотальной раскраске: 
для любого графа G выполняется неравенство XT(G) ^ Д(С) + 2. 

В настоящее время предположение о тотальной раскраске графов 
доказано для некоторых частных классов графов (полных г-дольных, 
графов с большой относительно числа вершин максимальной степени, 
графов со степенью вершин, не превышающей 5, плоских графов макси­
мальной степени, не меньшей 8) [8, 9, 15]. 
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Говорят, что G принадлежит типу 1, если XT(G) = A(G) + 1; G 
принадлежит типу 2, если XT(G) — A(G) + 2. 

Полностью проблему классификации графов удалось решить, напри­
мер, для графов G таких, что A(G) ^ \VG\ — 2, двудольных графов и не­
которых частных видов регулярных графов [15]. 

Граф называется интервальным, если он допускает представление 
конечными замкнутыми интервалами на действительной оси и вершины 
графа смежны тогда и только тогда, когда соответствующие им интер­
валы пересекаются. 

Широко известным характеристическим свойством интервальных 
графов является следующее [10, 11]: граф G является интервальным 
тогда и только тогда, когда множество его максимальных клик {Ki}iei 
может быть линейно упорядочено таким образом, что для любой вер­
шины v графа G выполняется условие 

если v £ К{, v £ Kj и г < j , то v £ Ки / = г, г + 1 , . . . , j . 

Произвольную фиксированную таким образом упорядоченную после­
довательность максимальных клик в дальнейшем будем называть харак­
теристической последовательностью максимальных клик. 

Пусть G — интервальный граф, {А\}г-е/ — его характеристическая 
последовательность максимальных клик. Кластером KL(v), индуци­
рованным вершиной v, будем называть множество максимальных клик, 
содержащих вершину v, т. е. KL(v) = {Ki \ % £ / , v £ Ki}. 

Непосредственно из определений следует, что кластер, индуциро­
ванный любой вершиной графа, является отрезком характеристической 
последовательности максимальных клик. 

2. Основные результаты 
Основными результатами являются теоремы 1-3. При их доказа­

тельстве используются следующие вспомогательные факты. 

Лемма 1. [6]. Пусть Кп — ПОЛНЫЙ п-вершинный граф. Тогда, 

Пт, ч Г Щ если п = 2га + 1; 
X (Кп) =< 

I п — 1, если п = 2т. 

Лемма 2 [15]. Пусть Кп — полный п-вершинный граф. Тогда, 

. . [ п, если п = 2га + 1; 
Хт(Кп) = \ 

[ п + 1, если п — 2т. 
Теорема 1. Пусть G — интервальный граф с A(G) = 2га + 1. 

Тогда G может быть раскрашен в 2га + 1 двет алгоритмом сложности 
0(\V(G)\ + \E(G)\ + (A(G)y)). 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть КХ,К2,... ,KN — произвольная фикси­
рованная характеристическая последовательность максимальных клик 
графа G. Без ограничения общности можно считать, что существует 
вершина vf 6 Ki такая, что deg(V) = A(G) = 2m + 1 (в противном 
случае можно добавить необходимое количество фиктивных вершин в 
jRTi). Так как любое ребро графа принадлежит хотя бы одной макси­
мальной клике, то реберная раскраска графа G эквивалентна раскраске 
ребер всех максимальных клик графа С, удовлетворяющей следующим 
требованиям: 

1) если ребро графа принадлежит нескольким кликам, то во всех 
кликах оно имеет один и тот же цвет; 

2) любые два ребра, инцидентные одной вершине, имеют разные 
цвета. 

В дальнейшем будем пользоваться следующим обозначением: 

Trans (г, г + 1) = {v | v е Кг П Кг+1]. 

Окраску ребер всех максимальных клик, удовлетворяющую указан­
ным выше свойствам, можно получить с помощью следующего алго­
ритма. 

Алгоритм. 
Шаг 0. Берется клика на 2 т + 2 вершинах. 
Вершины клики нумеруются произвольным образом. 
Ребра клики красятся в 2 т + 1 цвет (см. лемму 3.1). 
Создается матрица А = (а{;) размера ( 2 т + 2) х ( 2 т + 2). 
Матрица А заполняется по правилу: если ребро ( i , j ) окрашено 

в цвет с, то dij := с, с € {1 ,2 , . . . , 2 т + 1}. 
Шаг 1. Вершины из KL(v') нумеруются произвольным образом. 
Ребра из KL{v') красятся по правилу: если а.%- = с, то цвет ребра, 

соединяющего вершины i и j , полагается равным с. 
Шаг i. Пусть i f i , / ^ , . . . ,A'r — клики, ребра которых уже окра­

шены. Подсчитывается Trans (г, г + 1). 
Среди вершин из Trans (г, г + 1) выбирается вершина v*, являю­

щаяся самой первой вершиной из Trans (r,r+ 1), встречающейся при 
просмотре последовательности максимальных клик слева направо. 

Рассматривается кластер KL(v*). Некоторые его вершины уже 
были занумерованы на предыдущих шагах алгоритма. Поскольку 
deg(t;*) ^ 2 m + l , имеем \KL(v*)\ ^ 2 т + 2. Поэтому остальные вершины 
из KL(v*) можно занумеровать таким образом, чтобы номер любой вер­
шины из KL(v*) не превышал 2m -f 2 и никакие две вершины не имели 
одинаковых номеров. 
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После завершения нумерации каждому неокрашенному ребру из 
KL(v*), соединяющему вершины с номерами i и j , приписывается цвет с 
тогда и только тогда, когда atJ- = с. 

Конец. 

КОРРЕКТНОСТЬ АЛГОРИТМА. Доказательство проводим по ин­
дукции. 

Правильность раскраски ребер первого кластера на шаге 1 следует 
из того, что мы фактически построили изоморфное вложение первого 
кластера в окрашенную клику на 2га + 2 вершинах. Предположим те­
перь, что на первых г шагах алгоритма построена корректная частичная 
окраска ребер графа. Пусть К\, А'2, • • • ,КТ- клики, ребра которых были 
окрашены на первых г шагах. Пусть Kh Ar/+i,... , Kr, Kr+U . . . , /C+c — 
кластер, индуцированный вершиной v* £ Trans (r,r+ 1), выбранной на 
(г + 1)-м шаге алгоритма. 

Предположим, что после раскраски ребер из KL(v*) получилась не-
корректная частичная раскраска графа, т. е. существуют два ребра 
ег = (а,6),е2 = (&,с), окрашенные в один и тот же цвет. 

По предположению индукции окраска ребер из клик Ki, К2-> • • • > Кг 
была корректной. Поэтому хотя бы одно ребро из {ei, e2} не лежит в кли­
ках КХ,К2,.. • , Кг. Без ограничения общности можно считать, что реб­
ро е2 обрабатывалось впервые на (г + 1)-м шаге алгоритма. Поскольку 
вершина Ь принадлежит хотя бы одной из клик Krj... , Кг+С, то из спо­
соба выбора вершины г;* следует, что вершина а, а значит, и ребро ег 
обязаны лежать в KL(v*). Все вершины из KL(v*) на (г+1)-м шаге полу­
чили различные номера. Предположим, что N(a) — г,Лг(6) = j и N(c) = 
к. Из работы алгоритма следует, что ребра (i, j ) , ( j , к) в правильно рас­
крашенной клике получили одинаковые номера, что противоречит на­
чальному условию правильности раскраски клики. 

ВРЕМЕННАЯ с л о ж н о с т ь . Все множества Trans (г, г + 1), а также 
вершины v* могут быть найдены еще при построении характеристиче­
ской последовательности максимальных клик. Построение последова­
тельности максимальных клик осуществляется за 0 ( | V G | + \EQ\) шагов 
[10, 11]. Окраска клики с A(G) + 1 вершинами и заполнение матрицы А 
с информацией об окраске потребует 0((Д(С?))2) шагов. 

Так как каждая вершина получает единственный номер и каждое 
ребро окрашивается только один раз, то из сказанного следует, что вре­
менная сложность алгоритма не превышает 0 ( | V G | + \EG\ + (A(G))2). 
Теорема доказана. 

В случае интервального графа с четной максимальной степенью ана­
логичная теорема не справедлива, поскольку в качестве контрпримера 
можно взять полный граф с нечетным числом вершин. 
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Приведенные ниже теоремы доказываются аналогично теореме 1 
с использованием леммы 2. 

Теорема 2. Пусть G — интервальный граф с A(G) = 2m. Тогда G 
может быть тотально раскрашен в 2т + 1 двет алгоритмом сложности 
0(\V(G)\ + \E(G)\ + (A(G)n 

В случае интервального графа с нечетной максимальной степенью 
аналогичная теорема неверна. В качестве примера интервального графа 
с нечетной максимальной степенью, принадлежащего второму типу, 
можно взять полный граф с четным числом вершин. Таким образом, 
при Д(С) = 2т + 1 даже один кластер не обязательно принадлежит 
первому типу. 

Теорема 3. Пусть G — произвольный интервальный граф. Тогда 

XT(G) ^ A(G) + 2. 

Из теоремы 3 следует, что предположение о тотальной раскраске 
верно для всех интервальных графов. 

Заключение 

Как уже упоминалось выше, в случае раскраски ребер графа G с чет­
ной максимальной степенью A(G) = 2m даже один кластер не обяза­
тельно принадлежит первому классу. В то же время известен критерий 
принадлежности кластера первому классу. 

Теорема 4 [12, 13]. Пусть G — граф нечетного порядка 2s + 1, 
содержащий вершину, смежную со всеми остальными вершинами графа. 
Тогда G принадлежит первому классу тогда и только тогда, когда G 
имеет не более 2s2 ребер. 

Понятно, что необходимым условием принадлежности графа пер­
вому классу является принадлежность первому классу всех кластеров, 
индуцированных вершинами степени A(G). Кажется правдоподобным, 
что это условие является также достаточным. 

ГИПОТЕЗА. Пусть G — интервальный граф с максимальной степе­
нью вершин, равной 2т. Тогда G принадлежит второму классу тогда 
и только тогда, когда в G существует вершина v* такая, что deg(V) = 
2т и KL(v*) принадлежит второму классу. 

Выражаю искреннюю признательность В. А. Евстигнееву, А. В. Ко­
сточке и Л. С. Мельникову за конструктивное обсуждение этого резуль­
тата, полезные замечания, а также помощь, оказанную при написании 
настоящей статьи. 
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