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О ЗАДАЧАХ 
ЛЕКСИКОГРАФИЧЕСКОЙ ОПТИМИЗАЦИИ*) 

В. А. Емеличев, О. А. Янушкевич 

Статья является продолжением исследований, начатых в [2] и по­
священных вопросам разрешимости проблемы нахождения всех лек­
сикографических оптимумов многокритериальной (векторной) задачи 
оптимизации в классе алгоритмов линейной свертки критериев. Опи­
раясь на комбинаторную технику доказательств, авторы получили но­
вые достаточные условия такой разрешимости в терминах понятий, 
сходных с оптимумом Джоффриона. 

Пусть на множестве (допустимых) решений X определен векторный 
критерий 

f{x) = (Л(ж), / 2 (ж) , . . . , fn(x)) E R n , n > 2, 

компоненты которого — частные критерии — будем считать минимизи­
руемыми, т. е. для любого г из Nn = {1 ,2 , . . . , п} 

fi(x)-> mm. 

Будем использовать обычную терминологию векторной оптимиза­
ции [1, 10]. Напомним, что множество оптимумов Парето или эффек­
тивных решений задается равенством 

/>(*,/) = { * e x |*(x) = 0}, 

где 
ж(х) = {х' G X | f{x) > f(x')}. 

В задаче лексикографической оптимизации частные критерии упо­
рядочены (пронумерованы) по важности. При этом возникает понятие 
лексикографического оптимума. 

*) Работа выполнена при финансовой поддержке Фонда фундаментальных ис­
следований Республики Беларусь (гранты Ф95-70 и МП96-35), а также 
Международной Соросовской программы образования в области точных 
наук (грант «Соросовский профессор» для первого автора). 
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Пусть Sn — множество всех п\ перестановок чисел 1,2,... ,п. Для 
каждой перестановки s = ( s i , s 2 , . . . ,sn) £ ^n B критериальном про­
странстве R" вводится отношение лексикографического порядка векто­
ров у = (уиу2,.,. ,уп) и у' = (у\,у'2,... ,у'п): 

У <* У1 

тогда и только тогда, когда выполняется одно из условий: 
1)у = у'; ' 
2) существует j € Nn такое, что при каждом i из Nj-i выполняются 

соотношения ySj < у'9. и ySi - y's.. 
Здесь и далее будем считать, что N0 = 0. 
Множество 

£(*,/)= (J L(XJ,s), (1) 
s£Sn 

где Z(X, / , s) = {ж е X | f(x) -<8 f(x') при любом х' е X называется 
лексикографическим, а его элементы — лексикографическими оптиму-
мами. Легко видеть, что Х(Х, / ) С Р ( Х , / ) . 

В дальнейшем будем предполагать, что непустое множество реше­
ний X и векторный критерий f(x) таковы, что лексикографическое мно­
жество Z(X, / ) непусто. 

Будем говорить, что задача нахождения лексикографического мно­
жества £(Х, / ) разрешима с помощью алгоритма линейной свертки кри­
териев, если для любого х° 6 L(X,f) существует А 6 Лп такое, что 
Ф(х% А) = тш{Ф(:г, А) | х € X} , т. е. ЦХ, / ) С Л(Х, / ) , где 

Л(Х,/) = U Л(Х,/,А), 
Л6Л П 

п 

Лп = | А <G Rn | ^Г Xi = 1, А,- > 0 при любом г е Nn [, 
4 = 1 

П 

Л(Х,/ ,А) = argmin{0(ar, А) | х <Е Х } , Ф(аг, А) = ] £ А,-/*(а?). 

Пусть тг = 2, X = {ж | 0 <С х <: 1}, /г(х) = ж, /2(ж) = (1 - ж)2. Не­
трудно убедиться, что 1 € £ ( Х , / ) \ Л(Х, / ) , т. е. в этом случае задача 
нахождения множества £(Х, / ) не разрешима с помощью алгоритма ли­
нейной свертки критериев. 

Возникает вопрос: какие условия должны выполняться, чтобы за­
дача нахождения лексикографического множества i ( X , / ) была разре­
шима в классе указанных алгоритмов? 
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Следуя [12] (см. также [1, 10]), введем множество G(X, / ) оптимумов 
Джоффриона или собственно эффективных решений: х° из Р(Х, / ) при­
надлежит множеству G(X, / ) тогда и только тогда, когда существует 
такое 0 > 0, что при любых х £ X и i £ Nn имеется j £ Nn такое, что 

6{(х%х) >Q=> 6i(x°,x) + еб](х%х) < 0. 

Здесь 6i(x°,x) = fi(x°) - fi(x) при любом i £ Nn. 
Как отмечалось в [2], из теоремы Джоффриона (Л(Х, / ) С G(X, / ) ) 

вытекает следующее утверждение: 

L(X, / ) С Л(Х, / ) => L(X, / ) С G(X, / ) , (2) 

т. е. необходимым условием разрешимости рассматриваемой задачи 
является выполнение включения L(X,f) С G(X^f). 

Установлению достаточных условий разрешимости предпошлем 
вспомогательные понятия и две леммы. 

Зафиксировав перестановку s = ( s i ,5 2 , - . . , 0 £ ^п? введем мно­
жество U(Xjf,s): элемент х° из P(X,f) принадлежит множеству 
U(X,f,s) тогда и только тогда, когда существует такое 0 > 0, что 
при любых х £ X и г = 2 , 3 , . . . , п имеется j £ ЛГ,-_1 такое, что 

6ш.(х°,х) > 0 = > 6e.(x%x) + eeSj(x%x) <С 0. 

Методом от противного легко доказать, что при любом s £ Sn 

U(XJ,s)CL(XJ,s). (3) 

Введем обозначение 

U(X,f)= U U(X,f,s). 
sesn 

Тогда, пользуясь (3) и (1), убеждаемся в справедливости следующей 
леммы. 

Лемма 1. U(XJ) С L(XJ). 
Лемма 2. U(XJ)CA(XJ). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть х° £ U(X,f). He нарушая общности, 

можно считать, что х° £ [/(X,/ ,5), где s = 1,2,... ,п. Тогда, введя 
множество индексов 1(х°,х) = {г £ Nn | ^(ж°,ж) > 0}, легко убедиться 
в справедливости следующего факта: существует такое 0 > 0, что при 
любых ж £ X и i £ 7(#°,ж) существует j( i) £ A^-i такое, что 

й,-(х°,х) + е « л о ( а ; в , х ) < 0 . (4) 
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Нетрудно видеть, что в качестве вектора А € Лп , удовлетворяющего 
неравенствам 

Ф(х°,\)<:Ф(х,\) 
при любом х € X (они свидетельствуют о том, что х° € Л(Х, / ) ) , можно 
взять вектор А° с компонентами 

\°=(П 1)^ приг-gJV», P = ]T(n-iy.Qn-i. 

Действительно, учитывая (4) и очевидные соотношения 

6j(i)(x°,x) ^ 0 при любом i Е I(x°,x); 
j{i) = к => г ^ к + 1 (& < п); 
|{i € 7(жв,я:) | j ( 0 = А}| < те — Аг, 

убеждаемся в справедливости следующих неравенств. При любом х 6 X 

Ф(х%\°)-Ф(х,\°) 

^ ( E (n-i)\en~%(x%x)- Y, (n-i)\Qn-i+16j(i)(x%x)) 

Р ^ iCNn\J(x°,x) 

J2 £ (n-iy.Qn-i+1Sm(x°,x))^0. 
\ Кто ~Л icT(r° <гЛ / k£Nn\I(x°,x)iel(x°,x) 

j(i)=k 

Лемма 2 доказана. 
Из лемм 1 и 2 следует 

Теорема 1. Для того чтобы задача нахождения лексикографичес­
кого множества L(X, / ) была разрешима с помощью алгоритма линей­
ной свертки критериев, достаточно выполнения равенства L(X,f) = 
U(X\f). 

Введем еще одно подмножество V(X, / ) множества Парето Р(Х, / ) : 
х° из Р(Х, / ) принадлежит множеству V(X, / ) тогда и только тогда, 
когда существует такое 0 > 0, что при любых x£X,i€Nnvij€Nn 

справедлива импликация 

(6{(х%х) > 0 к Sj{x\x) < 0) = * 6{(Х°,Х) + Щ(х\х) ^ 0. 

Из определений множеств L(X,f),U(X,f) и V(X,f) следует, что 

L(XJ)nV(XJ)CU(XJ). 
Отсюда и из (2), леммы 1 и теоремы 1 вытекает 
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Теорема 2. Справедлива цепочка импликаций 

ЦХ, / ) С V(X, / ) = > L(X, f) = U(X, f) 
= * L(X, f) С Л(Х, / ) = * L(X, / ) С G(X, / ) . 

Отметим, что импликация L(X,f) С У ( Х , / ) = > L(X,f) — Л(Х, / ) 
ранее была доказана в [2] с помощью аппарата выпуклого анализа, 
в частности, с использованием теорем Страшевича и Каратеодори. 

Утверждения, обратные импликациям теоремы 2, вообще говоря, не­
верны. Приведем соответствующие примеры. 

Пример 1. Пусть п = 3, X = [0,1] U {2}, 

Г ж2, если х е [0,1], 
^ и, если ж — 2, 

Г - х , если ж е [0,1], 
[ — 1, если ж — 2, 
( ж , если х е [0,1], 
(̂  1, если ж = 2. 

Легко видеть, что L(XJ) = f/(X,/) = {0,2}. 
Однако 0 ^ V(Jf , / ) , поскольку 

———— = > оо при ж -» 0. 

Поэтому импликация 

L(X, / ) = [/(X, / ) = > L(X, / ) С V(X, / ) 

неверна. 
Пример 2. Пусть п = 3, X = [0,1] U {2,3}, 

{ ж'̂ , если ж G [0,1], 
0, если х — 2, 
4, если ж = 3, 

( —ж, если х £ [0,1], 

/2(ж) — < 1, если ж = 2, 
v —2, если ж = 3, 

{ ж, если ж G [0,1], 

— 1, если ж = 2, 
—2, если ж = 3. 

Легко видеть, что L(X,f) = {0,2,3}. 
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Далее, пусть А = ( | , | , | ) . Тогда при любом х G (0,1] очевидны 
соотношения 

ф(х, А) = 1-х2 > 0 - Ф(0, А) = Ф(2, А) - Ф(3, А), 

из которых следует, что L(X,f) С A(X,f). Однако 0 £ U(X,f), по­
скольку 

А2(0,з?) 1 П 
—-7—гт = ^оо при х —» 0. 
Ai(a?,0) ж 

Следовательно, импликация 

i ( X , / ) С А(Х, / ) = • L(X, / ) = U{X, / ) 

неверна. 
Ложность импликации 

L(X, / ) С G(X, / ) = > L(A\ / ) С Л(Х, / ) 
установлена в [2]. 

Так как в приведенных примерах количество критериев может быть 
увеличено на любое число без изменений множеств, которые в них фи­
гурируют, то при n ^ 3 необходимое условие не является достаточным, 
а достаточные условия не являются необходимыми. Следовательно, при 
п ^ 3 существуют многокритериальные задачи такие, что G(X,f) ф 
U(XJ)K(*nv)G(X,f)^V(X,f). 

Отметим несколько частных случаев полученных результатов. 
Наряду с множеством векторных оценок 

У = f(X) = {f(x) \xex} 
введем также множество эффективных векторных оценок 

P(Y) = P(f(X)) = {f(z)\xeP(X,f)}. 

Множество Р(У) называется внешне устойчивым [10], если для лю­
бого у 6 У \ P(Y) существует у0 Е P(Y) такое, что у0 > у. 

В [2] показано, что если множество P(Y) конечно и внешне устой­
чиво, то задача нахождения множества L(X, / ) разрешима с помощью 
алгоритма линейной свертки критериев. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Как свидетельствуют многочисленные примеры (см., 
например [3-9, 11]), для разрешимости задачи нахождения множества 
оптимумов Парето Р(Х, / ) с помощью алгоритма линейной свертки кри­
териев недостаточно не только условий внешней устойчивости и конеч­
ности множества Р(У), но даже конечности множества X. 
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Т е о р е м а 3 . Если множество эффективных векторных оценок P(Y) 
внешне устойчиво и всякий оптимум Парето является лексикографичес­
ким оптимумом, то 

Р ( Х , / ) = G(X, f) = V(X, / ) = U(X, / ) = L(X, f) = A(X, / ) . 

Доказательство следует из теоремы 2, конечности множества 
f(L(X, / ) ) и равенства V(X, / ) = Р(Х, / ) , справедливость которого при 
выполнении условий теоремы доказана в [2]. 

Так как в случае двух критериев (п = 2) справедливо равенство 
V(X, / ) = G(X, / ) , то из теоремы 2 вытекает 

Т е о р е м а 4 . В случае двух критериев (f(x) — ( / i ( ^ ) , / 2 ( x ) ) ) следу­
ющие утверждения эквивалентны: 

(г) L(X,f)CA(X,f), 
(и) L(X,f)=U{Xtf), 
(Hi) L(XJ)CG{XJ) = V(X,f). 
Авторы выражают признательность проф. В. В. Гороховику за по­

лезные обсуждения результатов работы. 
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