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СУПЕРМОДУЛЯРНОЙ ФУНКЦИИ*) 

В. П. Иль ев 

Рассматривается задача минимизации невозрастающей супер­
модулярной функции, частным случаем которой является задача 
о р-медиане на минимум. Как и задача о р-медиане, рассматриваемая 
задача является NP-трудной. Для приближенного решения этой за­
дачи рассматривается вариант жадного алгоритма, являющийся дис­
кретным аналогом алгоритма наискорейшего спуска. В терминах не­
которых характеристик целевой функции и параметров допустимой 
области получена достижимая гарантированная оценка погрешности 
этого алгоритма. 

Введение 

Рассматривается следующая задача комбинаторной оптимизации: 
найти 

min / ( X ) , ( l ) 

где / — конечное множество мощности п, р — натуральное число, р < п, 
а / : 21 -» R+ — супермодулярная функция, т. е. для любых 1 , 7 С / 

f(X U Y) + f(X n Y) 2> f(X) + f(Y). 

Будем также считать, что функция / — невозрастающая и / ( / ) = 0. 
Частным случаем задачи (1) является классическая задача о р-ме­

диане с целевой функцией 

/(*) = £**<*, (2) 
ieJ г 

где С = (cij) —~ неотрицательная матрица размера n x m с множеством 
индексов / для строк и множеством индексов J для столбцов. Легко 

*) Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда­
ментальных исследований (код проекта 97-01-00771). 

© 1998 Ильев В. П. 



46 В. П. Ильев 

видеть, что после доопределения 
/ ( 0 ) = max {/(X) + /(У) - / ( X U У)} 

XnY-0 

невозрастающая функция (2) становится супермодулярной. 
Как и задача о р-медиане, задача (1) является NP-трудной. В ка­

честве метода приближенного решения этой задачи рассмотрим следу­
ющий вариант жадного алгоритма, являющийся дискретным аналогом 
алгоритма наискорейшего спуска. 

Алгоритм А (алгоритм жадного спуска). 
Шаг 0. Полагается А0 := / . Переход к шагу 1. 
Шаг г {г ̂  1). Выбирается а{ £ Ai_1 такое, что 

/(А,-.! \ {а,-}) = min /(Л,-.! \ {а}). 

Полагается А{ := Аг_! \ {at-}. Если i — п — р^ то алгоритм заканчивает 
работу. В противном случае переход к шагу г + 1. 

Конец. 
Для аналогичных задач максимизации, решаемых алгоритмами наи­

скорейшего подъема, известны следующие результаты. В [2] получена 
следующая оценка погрешности алгоритма жадного подъема для задачи 
о р-медиане на максимум, не зависящая от размерности п задачи: 

^г)^1-(^1у>£^«о,бз, f(Opt)- V р ) 
где Opt — оптимальное решение, а(?г — решение, полученное жадным 
алгоритмом. 

В [3] этот результат обобщен для задачи нахождения 

где / : 21 —> J?+ — неубывающая субмодулярная функция такая, что 
/ ( 0 ) = 0. 

В статье [1] для задачи (3) оценка была уточнена с учетом дополни­
тельной информации о целевой функции: 

f(Gr) 1 
f(Opt) " с 1 -

Р 
где с G [0,1] — характеристика неубывающей субмодулярной функции / , 
описывающая замедление ее роста, величина с определяется следующим 
образом: 

, - тпях ( / « * » - Я 0 ) ) - № ) - Л Л {*») 
^ / ( { * } ) - / ( 0 ) 
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причем с — О тогда и только тогда, когда / аддитивна (при f(0) = 0). 
К сожалению, в случае минимизации супермодулярных функций си­

туация иная. Для задачи (1) как алгоритм жадного подъема, так и ал­
горитм жадного спуска могут давать сколь угодно плохие решения. Это 
подтверждается следующим примером. 

Пример 1. Рассмотрим задачу о р-медиане с матрицей 
/ 1 u u 0 

п _ I u u 0 1 + v 
I и 0 и 1 + v 
\ 0 и 1 + v u 

Здесь I = {1,2,3,4}, J — {1,2,3,4}, п = 4, р — 2. Построим функцию / 
в соответствии с (2): 

/({1}) = 2 « + 1 , /({2}) = 2« + г; + 1, 
/({3}) = 2u + v + 1, /({4}) = 2« + v + 1, 
/({1,2}) = и + 1,/({1,3}) = и + 1,/({1,4}) = u + v + 1, 
/({2,3}) = и + г> + 1,/({2,4}) = u + v + 1,/({3,4}) = 2 + 2v, 
/({1,2,3}) = 1,/({1,2,4}) = «,/({1,3,4}) = г> + 1,/({2,3,4}) = v + 1, 
/({1,2,3,4}) = / ( / ) = 0. 
После доопределения / ( 0 ) = 4и невозрастающая функция / стано­

вится супермодулярной. 
Легко видеть, что при v > 0 как алгоритм жадного подъема, так 

и алгоритм жадного спуска находит либо множество {1,2}, либо множе­
ство {1,3}, а оптимальным решением является множество {3,4}. В лю­
бом случае 

f(Gr) = ц + 1 
f(Opt) 2 + 2*;' 

и это отношение неограниченно возрастает при фиксированном v и и —• 
+ оо. 

Однако привлечение дополнительной информации о целевой функ­
ции делает возможным получение гарантированной оценки погрешности 
алгоритма жадного спуска. 

Основной целью настоящей работы является получение гарантиро­
ванных оценок погрешности алгоритма А для задачи минимизации (1) 
в терминах характеристики целевой функции и параметров допустимой 
области. 

§ 1. Некоторые свойства 
супермодулярных функций 

Пусть / — конечное множество, / : 21 —» R+ — невозрастающая 
супермодулярная функция. Кроме того, будем полагать, что / ( / ) = 0. 

и > 1, 0 < v < 
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Если X С / и х £ X, то введем обозначение: 
4(х) = / (х \{ ж }) - / (Х)^о. 

Утверлсдение 1. сЦХ) ^ dx(Y) для любых множеств X, Y таких, 
что X С У С / , и любого элемента ж 6 X. 

Справедливость утверждения следует из супермодулярности функ­
ции / и соотношения 

dx(X) = f(X \ {х}) - f(X) = / ( (У \ {х}) ПХ)- f(X) 
> f(Y \ {х}) + f(X) - / ( (У \ {х}) U X) - f(X) 

= f(Y\{x})-f(Y) = da(Y). 
Введем следующую величину «s, аналогичную величине с и характе­

ризующую замедление убывания функции / : 
dx({x}) - dx(I) s = max 

d*(W)>° 
и назовем ее крутизной функции / . Легко видеть, что s £ [0,1]. 

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Далее наряду с s будет удобно рассматривать ха­
рактеристику t — j3 j . Величина /, так же как и крутизна 5, характери­
зует замедление убывания функции / и изменяется в пределах от 0 до 
+оо (t — +оо <& s ~ 1). Величину t также будем называть крутизной 
функции / . 

Следующее утверждение показывает, что функция крутизны 
s — t — Q является невозрастающим аналогом аддитивной функции. 

Утверлсдение 2. s — 0 тогда, и только тогда, когда, функция 
f(X) = / ( 0 ) - / ( X ) аддитивна (при / ( / ) = 0). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. НЕОБХОДИМОСТЬ. При 8 = 0 для всякого х е I 
такого, что dx({x}) > 0, имеем dx({x}) — dx(I). Отсюда следует, что 
dx({x}) = dx(X) для любых X С / и х £ X, так как по утверждению 1 
dx({x}) > dx(X) > dx(I). Но 

dx({x}) = f(0) - /({*}) = /({*}), 
4 ( X ) - Д Х \ {ж}) - / ( X ) = Д Х ) - Д Х \ {x}). 

Поэтому /({ж}) = / ( X ) - Д Х \ {ж}). Несложно проверить, что это же 
равенство справедливо и для таких х £ I, что dx({x}) = 0. 

Итак,_ДХ) = Д Х \ {х}) + /({ж}) для любых X С I и ж € X, т. е. 
функция / аддитивна. 

ДОСТАТОЧНОСТЬ. Если функция / аддитивна, то Д{ж}) - / ( / ) -
/ ( J \ {ж}) при любом ж G / . Отсюда следует, что с?г({ж}) = dx(I). 
Поэтому 6 = 0. Утверждение доказано. 
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Утверждение 3. При каждом х 6 / справедливо неравенство 
(1-5)4(МК4С0-

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ИЗ определения крутизны следует, что 

dx({x})-dx(I) 
dx({x}) 

для любого х б / (<4({;Е}) > 0). Следовательно, sdx({x}) > dx({a;}) -
4 ( / ) , т. е. (1 - s)dx({x}) ^ dx(I). 

В случае dx({x}) = 0 неравенство очевидно. 
Введем следующие обозначения: 
А = / \ { а ь . . . , ajb}, Л = / \ А = { а ь . . . , а л } , 

в = / \ { б 1 , . . . , м , в_=ЛД = {&1,...Л}, 
A,- = J \ { а ь . . . , а,}, А,- = / \ Aj = {а ь . . . , a,} (j = 1 , . . . , fc), 

А0 = / , А0 = 0, В0 = / , J?0 = 0. 

Утверждение 4. /(А) = ]£ с^ДА,.!). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как /(А0) = / ( / ) = 0, то 

/(А) = f(Ak) = f{Ak.x \ {ак}) = /(Ак_г \ {ак}) - /(Ак„г) + f(Ak^) 
= dak{Ak-i) + Л ^ . г ) - . . . - dai(AQ) + d«3(Ai) + . . . + <1ак(Ак-г) 

+ /(A0) = XX(^- i ) , 
a, eA 

Утверждение доказано. 

Утверждение 5. 

f(AnB) = f(B)+ J£jaj(BnAj_1) = f(A)+ J2 dbj(AnBj^). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Докажем первое равенство. 
f(A П Я) = f(B П A,) = f((B П А*_х) \ {ak}) 

f(BD Ak_x), если a* £ 5 , 

/ ( 5 П А*_г) + dafc(5 П A^x), если акеВ\А. 

Аналогично 

/ ( 5 ПА, i ) = J / ( * n A t _ a ) , если a » . ^ Я; 
I Д 5 П 4 . 2 ) + < . , ( В П 4 . 2 ) , если o t_a G £ \ Л, 
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и так далее. В итоге получаем 

/ (А Л 5 ) = / ( £ П Л ) + Е d « i ( B ^ J - i ) 
аэ£А\В 

= f(B)+ Yj'ABnAj-r). 
азеА\В 

Второе равенство доказывается аналогично. 

Утверждение 6. 

(l-s)f(B)2(l-s) E db(A) + (l-s) Y, d-i(^--i) 

a5£A\~B 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПО утверждению 5 имеем 

(l-s)f(B) = (l-s)f(A) + (l-s) Y, db^ADBj.,) 

-(1-s) Yj^BnAj^). 

В силу утверждений 1 и 3 при любом aj £ А \ В = В \ А имеем 
(1 - s)da.(B П А7_г) ̂  (1 - * К Л а Л ) ^ daj(I) < ^ ( A ^ ) . 

Поэтому 

aje^A\B aj£A\B 

Отсюда с учетом утверждения 4 получаем 
(-] - c\f(m -> (^ - Af( А\ л- (^ - *\ Х^ г/, (А п «. Л 

ДА)- Yj°Mi-i) 
ajEA\B dj£ A\B 

+ (1-S) YjhiAnBj-J-S ^JaMj-0 
bjE~B\A aj6A\B 

= (i-*) E ^(л-о+(1-5) j ] ^(лпв^! 
aj£~AC\~B bj£B\A 

• ajeA\B 
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Последнее равенство верно в силу утверждения 4. По утверждению 1 
при любом bj б В\А имеем dbj(A Г\ Bj^x) ^ dbj(A). Поэтому 

(1-,) ^ ^ П В н ) ^ ( 1 - « ) ]Г d>W-
bj€B\A Ъ£В\А 

Следовательно, 

(l-s)f(B) 2 (1-s) J2 db(A)+(l-s) J^ d*№i-i)-s E <U^-i)-
b£B\A ajEAnB a.jeA\B 

Утверждение 6 доказано. 

§2. Оценки погрешности алгоритма А 

Вернемся к оптимизационной задаче (1): найти 

min / ( X ) , 

где / : 21 —у Д+ — невозрастающая супермодулярная функция, / ( J ) — О, 
I — конечное множество мощности п и р — фиксированное натуральное 
число, р < п. Обозначим q = п — р > 0. 

В процессе работы алгоритма А последовательно находятся множе­
ства А0 — / , Ai,... , Aq = GV, где А{ — A,-_i \ {аг} и аг- 6 Д-_! — такой 
элемент, выбранный на шаге г, что 

di• = da,-(^*-i) = min da(A,-_i) (г = 1, . . . ,д) . (4) 

Обозначим через Opt некоторое оптимальное решение задачи (1), 
и пусть Opt — I \ Opt. 

Лемма 1* При любом г = 1̂  = , , 7п справедливо неравенство 

а - в)дор*) > а - e)(g - АК-+ а - в) Y, di~s E '̂ 
где k = |34,-_х П0р?|. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПО утверждению 6 при А — Ai_x ж В — Opt 
имеем 

(1 - s)f(Opt) > (1 - s) Y1 ЧА<-у) 

+ ( 1 " 5 ) _ ? _de>(^-!) - 5 _E _d«>(4-0-
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Так как при любом b 6 Opt \ A,_i в силу (4) выполняется неравенство 
c^Ai-i) ^ da^XAi-i) = di, то 

^ rfj(^-i) £ |Op*\ Ai.xld,- = |Oj»< \ (Ai-i DOpi)\di 
beOpt\Ai-i 

= ( № | - |А,-.! П 0^|)d t. - (q - k)di. 
Отсюда следует справедливость леммы 1. 

Следствие 1. Для любой функции f крутизны s < 1, т. е. такой / , 
ч̂ то da;(7) > 0 яря любом х £ / , справедливо неравенство 

f(Opt)>(q-k)di+ J2 di-1 X ) dj- (г= 1 , . . . ,g), 

ГДе fc = | Д _ ! П 0 ^ | ? * = j f j ^ 0. 

Обозначим / = \Gr П Op£|. Будем считать, что / < g, так как Gr — 
Opt при 1 = д и этот случай мы не рассматриваем. 

Пусть Gr П Opt = {а г 1 , . . . , аг-,}, где 1 ^ ц ^ . . . ^ ц < д, т. е. 
а г 1 , . . . , аг-г — элементы, выбранные алгоритмом А на шагах г г , . . . , г/. 

При каждом г, 0 ^ г ^ I, рассмотрим задачу линейного программи­
рования: найти максимум функции 

я 

при ограничениях 
A(iu... ,ir)x <: e, (5) 

х > 0, 
где а; G Ж?, е € Д9 — вектор, все компоненты которого равны 1, 
а А ( г ь . . . ,гГ) — квадратная матрица порядка д, имеющая следующий 
вид: 

Г q 
\~t "-. 

- t . . . - t 
\-t . . . - t 

- t . . . -t 

l-t . . . - t 

О 
q 

1 g - 1 

1 -< "'. 

g - r + 1 
1 g —r 
1 - i • • • . 

: : : : g—r 
l - t . . . 1 - t . . . - t g - r J 
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Столбцы, содержащие 1, имеют номера г ь . . . , гг. Задачу (5) с матри­
цей Л(г ь . . . , гг) обозначим Z ( i b . . . , гг). Через F(ii,... , ir) обозначим 
оптимальное значение целевой функции задачи Z{i\,... , гг). 

Лемма 2. Д О ) ^ F{iu . . . ,h)f(Opt). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Введем обозначения: 

L = { г ь . . . ,г,}, </г = {1 , . . . , г} (г = 1 , . . . ,д). 

Положим ж,- — т^Чу (г = 1, . . . , q). Заметим, что вектор х = (ж 1 , . . . , Жд ) 
является допустимым решением задачи (5), так как по следствию 1 при 
любом г, ik < г ̂  U+1 , справедливо соотношение 

(q - k)x{ + ^2 Xj-t Y^ XJ 

f(Opt) (q-k)di+ J2 di-1 E di 
jeJi-inL jeJi-i\L <Щ)по*) = 1' 

где k — 0 , 1 , . . . , / , г0 = 0, ii+1 — q. Поэтому F(x) ̂  jP(ii , . . . ,г>). 
Подставляя вектор ж в целевую функцию задачи (5), получаем 

Но в силу утверждения 4 J2 da.(Aj_i) = f(Aq), откуда F(x) — 

f(Aq)/f(Opt) = f(Gr)jf{0Pt). Поэтому 

/ ( G r ) - F ( x ) < ; F ( ; b . . . , * , ) . 
/№) 

Лемма 2 доказана. 
Чтобы оценить сверху величину F ( i b . . . , г'/), исследуем некоторые 

свойства задач (5). 

Лемма 3. 

^,...,у)^т"(°'^) + У + - + ^ , (6) 
*—* q — k 

где гг+1 = g и г0 = 0, величины hi определяются рекуррентно 

t 
hq = 1, Д- ! = 1 + 9 

q - г 
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а для к = г, г* — 1 , . . . ,0 (последние два равенства не рассматриваются 
для к — 0) 

q — k 

r _ h _ ™*x(0,hih + 1)+hik+1-i + ...+hih+1 
"<ik — ' 4 f c + i g _ f c ? 

^ f c - i = hik+i ( l + j z i ) + max(0, hik)j^. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Обозначим J? = {iu . . . , i r } , J,- = { 1 , . . . , г} (i = 
1 , . . . , g). Из ограничений задачи (5) при любом г, г* < г <: ik+i, следует, 
что 

где fc = 0 , 1 , . . . , г, г0 = 0, ir+1 - q. 
Пользуясь неравенствами (7), будем последовательно заменять пере­

менные £g,Xg_i , . . . ,а?! их оценками через переменные с меньшими ин­
дексами. Для любого допустимого решения х задачи Z(iXl... , ir) имеем 

F(x) = Y,xj^J2x^ + ^zr^{1 + t Z) ^~ X) : 

= ^ b + Vi E ^ + 0 - р 7 ) E *» 
4 jeJq-i\R ч jeJq-inR 

где hq_i — i + -—. Так как / ig_! ^ 1 при любом г ^ 0, то 

' » $ ~rr + Vi E ^ - ^ - r b ) S ^ 
j£Jq-2\R i jeJ,_2nfl 

+ VITT7 + (I+* E ^ - E ^) 
У jEJq..2\R jeJq-2nR 

jeJq-2\R jeJq-2nR 

где /ig_2 = ^ - i ( l + -17) ^ 1 при любом £ ^ 0. Аналогично получаем, что 
величины hg_3 = ftg_2(l + тЬ)>- - - A v + i = ^ + 2 ( 1 + 717) н е меньше 1 
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прж t ^ 0. Поэтому 
i + h,-1 + ... + hir+1+ ,+_t_ 

q — г V q — г 
j f ( x ) ^ s + hir+1(l + > ж, 

1 + / i g _! + . . . + hir+1 + ^v J ^ ж,- = a — r jeJirnR ч 

+ ^ + 1 ( 1 + 7Z7) 53 «i + ^r I ] *j + hiri 
j£JiT-i\R jeJir-ir\R 

где fcir = 1 - ^ - ^ + ^ 
Так как 

0, если hir ^ 0, 

^ ' ^ ^ \ К - ^ т ( l + t £ ^ - £ * i ) , если hir > 0, • ? - г + 1 ч 

то 

g — г \ q — г 
г( \ s i + V i + --- + ^v+i ,7 Л , _ J _ \ v -

(/ — г \ a — г / *-^ 
4 ч j£Jir-AR 

+ ̂  E ** + q_r + 1 0 + * E * J - E x> 
jeJir-inR ч jeJir-i\R jeJir-inR 

1 + hq_i + . . . + hir+i ( max(0,/t t-
<7 — r g — r + 1 

jeJrr-i\R ч jeJir-inR 

где hir_i — hir+i(l + -—•) + m _r', ^ . Поскольку 1цт_х ^ 1 при любом 
О 0, то 

1 + V - i + • •. + Л,-г+1 , max(0, hir) F(x) ^ ' ^ ' • •' ' "'*+1 + 
V q — г q-r+1 

1 + V- i + . . . + Л«г+1 , тах(0,/г?;г) + ^ r _ ! 
# — r g — r + r^) 

J£Jir-2\R Ч jeJir-2nR 
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где hir-2 = hir-i{l + jZTTj) ^ l ПРИ любом t ^ 0. 
Аналогично последовательно получаем, что величины hir_3 — 

^•г-2(1 + рт+г), • • • Л.-х-и = ^-1+2(1 + ^ТТГ) не меньше 1 при любом 
t ^ 0. Поэтому 

F(x) *£ ( 
1 + hq_1 + . .. + /&,уц max(0, / Q + fe,-r_i + . • • + ^ r _ 1 + i 

g — r + . 1 
g — r q — r + 1 

где /^£r-i — "*r r^+i — вновь может иметь произволь­
ный знак. 

Продолжая этот процесс, получаем 
1 + hq_± + . . . + hir+1 | max(0,^7.) + /i,r_i + ... + hir_1+1 

V g — r q — r + 1 
max(0, fet-J + hil_l + . . . + fei 

Полагая Л? = 1и учитывая, что max(0,/^) = fo? = 1, получаем, что для 
любого допустимого решения х задачи Z[i\, . . . , ir) 

vi ч v ^ max(0, fc,-fc+1) + frtVM-i + . .. + hik+1 

n*)^2^ q„k 

где ir+i — q и i0 — 0. Отсюда следуют неравенство (6) и утверждение 
леммы 3. 

Из лемм 2 и 3 непосредственно вытекает следующая оценка погреш­
ности алгоритма жадного спуска для задачи (1) в терминах задачи 
Z(iu... ,ij). 

Теорема 1* Пусть Opt — оптимальное решение задачи (1), а От — 
решение, полученное алгоритмом жадного спуска. Тогда 

f(Gr) у> тахСОЛун) + * W - i + • • • + ^fc+i 
/(Ор«) " ^ q ~ к 

где i/+i = g, г0 = 0, а яря г = I величины hi определяются так же, как 
в лемме 3. 

Лемма 4. Существует оптимальное решение х* — ( ж ь . . . ,xq) за­
дачи Z(ii,... , ir) такое, что 

г - 1 1 — 

" i= i 
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и 
t - i 

О или Xi 
an 

i = — ( l - У^ dijXj) при i £ R - {iu . . . , z'r}, 

где a,ij — элементы матрицы линейных ограничений А(гь . . . , гг). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В доказательстве леммы 3 при построении оцен­

ки (6) значение очередной (исключаемой) переменной Х{ мы полагали 

равным 0 или ^ - ( l — J2 aijxj) B зависимости от знака коэффициента 

hi, причем неравенство hi ^ 0 возможно только для i £ R. Поэтому 
равенство в (6) будет достигаться на векторе х* указанного вида. 

Следствие 2. При г = 0 оптимальное решение х* задачи Z(&) 
имеет вид 

1 t+j (t + q)'-u 

7 о 7 • ' * 1 п 

q q2 qi 
Далее в доказательстве леммы 5 будет использовано следующее из­

вестное 

Утверждение 7. Пусть к,та — натуральные числа, к ^ т. Тогда 
при любом t > О 

t + m+ l\k+l /t + rr^k 

т + 1 / ' V т 
Рассмотрим две задачи линейного программирования Z(ill... , гг) 

и Z( i i , . . v , i r _i ) . Через F(iu . . . , ir) и F ( i b . . . , i r - i ) обозначим опти­
мальные значения целевых функций этих задач соответственно. 

Лемма 5. F(iu . . . , гг) ^ ^ ( i i , . . • , ir-i) при каждом г = 1 , . . . , д - 1. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силу леммы 4 компонента xir в оптимальном 

решении задачи 2"(гь . . . , гг) может быть положительна, а может быть 
равна 0. Рассмотрим оба случая. 

1. Если xir > 0, то в силу леммы 4 оптимальное решение задачи 
Z ( i b . . . , ir) имеет вид 

*-( t + q-r ft + q-.r^k-1\ 
X — I X\, . . . , Х{ i, Ж,- , Жг- , ^ { r 5 • • • 7 # г г I ) I 9 

V <7 ~ г ^ я -Т ' ) 
где k ^ q — r. Рассмотрим вектор ж, первые ir компонент которого такие 
же, как в векторе ж*, а компоненты с (гг + 1)-й по q-ю имеют вид 

t+q-r+1 ^ ft + q-r + l\2 _ / / + g - г + 1> П + q - г + 1\~ Л + g - r + 1 \ ' 
V о - г + 1 / ' - - - ' М о - г + 1 / l \ q-r + l / \ q - г + 
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Несложно проверить, что х — допустимое решение задачи Z ( i b . . . , 
гг_х). Докажем, что F(x*) ^ F(x). Обозначим т — q — г. Тогда 

F(x) - Д,-) = x..(i±^±i - l) + I | . ( f ^ ^ ) 2 - ^ ) V m + 1 / \ \ то + 1 / то/ 
/ Л + то + 1\* / i + mx*-1^ 

+ ;c4v^Tr-) - ( — ) )• 
В силу утверждения 7 при к С т — q — г каждое слагаемое неотрица­
тельно. Следовательно, F(x) — F(x*) ^ 0. 

2. Если Xir — 0, то по лемме 4 оптимальное решение задачи Z(i1? 
. . . , гг) имеет вид 

* _ f п * + ? ~ r ^ + g~n""^ 
Ж — I X i , . . . , Ж ; г _ 1 , и , Ж,- + 1 , Х{ _|_] , . . . , Xi + 1 I 1 , 

\ q — г \ q — г У ) 
где к ^ g — г, а 

i
^ - i ^ Z T ^ если жг-г_! > 0 , 

ж « г - ^ + ^1г + ? > е с л и x*v-i = • • • = &i r-j+i = 0, жг-г_, > 0, 

^ : , если ж,-^! = . . . = хг = 0. 

В любом случае вектор ж* имеет вид 

У У t+q-r 

Х\, . . . , Жг*г_1, U, 
q — г q — г q — т 

у (t + q-r^k l 

q — г \ q — г 

где у > 0. Рассмотрим вектор ж, первые гг — 1 компонент которого такие 
же, как в векторе ж*, а компоненты с гг-й по q-ю имеют вид 

у у t+q-r+l у /t + q-r+ 1 
q — r+lq — r + l q — г + I q — r +1\ q — r + 1 

который является допустимым решением задачи Z ( i b . . . ,ir-\)- Дока­
жем, что F(x*) ^ F(x). Обозначим m — q - г. Тогда F(x) - F(x*) = 
Sk+i - Sk, где 

у у t + m у ft + m\k~l y\ft + m\k 

£* = - + - + . . .+ - ( = 7 ( - 1 
m m m m\ m У t \\ m У 
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Sk+i — 
У У t + m+1 

m + 1 m + 1 га+1 + ...+ 
У t+m + 1 

m + 1 V m + 1 
t + m+1 

m+ 1 

fc + 1 

Поэтому при k ^. m = q — г в силу утверждения 7 

F(s) - Д О = Л+i ~ Л = f m + 1 
/ + ra\ An 

m 
> 0 . 

Итак, в любом случае -F(ib . . . , гг) = F(x*) ^ F(x) ^ -F(ib . . . ,v_ x ) . 
Лемма 5 доказана. 

Теперь сформулируем основной результат настоящей работы. 

Теорема 2. Для любой невозрастающей супермодулярной целевой 
функции задачи (1) крутизны t ^ 0 справедливо неравенство 

f(Gr) 1 
Д0р*) " * 

g + i\« 
1 (8) 

где Opt — оптимальное решение задачи (1), a Gr —решение, полученное 
алгоритмом А. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Gr n Opt = {a t l , . . . , aZi}. По лемме 2 
имеем f(Gr)/f(Opt) ^ F(i,,... , г,). 

Применив / раз лемму 5, получим f(Gr)/f(Opt) ^ F(0). А в силу 
следствия 2 

F(0) = - + 1 , t + q 
+ ...+ 

(t + g)*"1 _ 1 fq + t\9 
- 1 

Отсюда и получается оценка (8). 

Следствие 3. Если целевая функция задачи минимизации (1) имеет 
крутизну t = 0 (т. е. является невозрастающим аналогом аддитивной 
функции при / ( / ) = 0), то алгоритм А находит точное решение зада­
чи (1). 

Из теоремы 2 может быть получена оценка погрешности жадного 
алгоритма в терминах только целевой функции. 

Следствие 4. f(Gr)/f(Opt) ^ (е1 - 1)//, где е — основание нату­
рального логарифма. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим х = f. Тогда 

т< f + i ж+ 1 1 + 1 <е*. 
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Отсюда получаем 

f(Gr) < ( if)?-1
 < е« - 1 

f(Opt)^ t ^ t • 
У т в е р ж д е н и е 8. Оценка, (8) достижима для любого t ^ 0. 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Рассмотрим задачу (1) минимизации невозра-

стающей супермодулярной функции, приведенную в примере 1, где 
п — 4, р = 2 ж q = n — р = 2. Алгоритм А находит либо множество 
{1 ,2} , либо множество {1,3}, а оптимальным решением является мно­
жество {3 ,4} . В любом случае 

f(Gr) = ц + 1 
f(Opt) 2 + 2» ' 

а крутизна задается следующим образом: 
dx({x}) - dx(I) 2u-2 s 

s = max — ', , . = - - , t - - = 2 ( « - l ) . 
xa dMx\) 2u-l 1-s y ' 

Очевидно, что при любых и ^ 1 и 0 < г > < 1 
f(Gr) < 1 
f(Opt) ^ t 

* + * V - l u + 1 
9 

а при t; = 0 это неравенство обращается в равенство. Отметим, что при 
и ^ 1 крутизна £ = 2(м—1) принимает всевозможные значения от 0 до 
+ оо. Утверждение 8 доказано. 
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