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ДВУХУРОВНЕВЫХ ЗАДАЧ СТАНДАРТИЗАЦИИ 

С КОРРЕКЦИЕЙ ДОХОДА*) 

Л. Е. Горбачевская 

Рассмотрены задачи двухуровневого программирования, обобща­
ющие простейшую задачу размещения. Показана их сводимость к за­
даче выбора подмножества строк в паре матриц. Поставленные задачи 
изучаются в условиях квазивыпуклости или связности матриц затрат. 
Показывается, что при одних комбинациях этих условий исходные за­
дачи эффективно разрешимы, при других же остаются NP-трудными. 
Показана NP-трудность задачи с парой связных матриц и указаны до­
полнительные условия, при которых задача решается эффективно. 

Введение 

В последние годы все большее внимание исследователей привлекают 
задачи двухуровневого программирования [9]. Они возникают в тех 
ситуациях, когда лицо, принимающее решение, учитывает поведение 
другой стороны, действующей по своему критерию. Так, например, 
в [5, 6] исследуется проблема выбора номенклатуры изделий. Производи­
тель изделий стремится получить максимум прибыли от их реализации. 
Величина прибыли зависит от предпочтений потребителей продукции. 
Они выбирают те изделия из предлагаемых производителем, которые 
минимизируют закупочно-эксплуатационные затраты. Неоднозначность 
оптимального потребительского выбора приводит к необходимости рас­
смотрения двух постановок: «кооперативной» и «антикооперативной», 
которые соответствуют оптимистической и пессимистической оценкам 
поведения потребителей по отношению к производителю [5]. 

В настоящей работе продолжается направление работ [5, 6]. Иссле­
дуется ситуация, когда производитель выбирает не только виды изде­
лий, но и их цены. Рассматриваются кооперативная и антикооператив­
ная постановки. Показана их сводимость к задаче выбора подмножества 
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строк в паре матриц. Поставленные задачи изучаются в условиях ква­
зивыпуклости или связности матриц затрат. Показывается, что при 
одних комбинациях этих условий исходные задачи эффективно разре­
шимы, при других же остаются NP-трудными. Показана NP-трудность 
задачи с парой связных матриц и указаны дополнительные условия, при 
которых эта задача решается эффективно. 

1. Постановка задач 

Введем следующие обозначения: 
/ — { 1 , . . . , п} — множество видов изделий; 
J = { 1 , . . . , га} — множество потребителей; 
Ci — затраты производителя на разработку и подготовку производ­

ства г-го вида изделий; 
gij — доход производителя от реализации г-го вида изделий j-му 

потребителю; 
dij — закупочно-эксплуатационные затраты на г-ж вид изделий j - ro 

потребителя; 
Zi — переменные выбора производителем г-го вида изделий (^ £ 

{0,1}, * = (*)); 
Xij — переменные выбора j -м потребителем г-го вида изделий (ж,-у G 

{0,1}, х = (х^)); 
щ — переменные, определяющие ценовую уступку производителя 

j-uy потребителю относительно г-го вида изделий. 
Пусть В = {0,1}" \ {0} и U = {(Uij) | Uij > 0}. 
Кооперативная двухуровневая задача с коррекцией дохода состоит 

в нахождении 

max sup { max V ^ f e - и^)х{5 - ^ c A | , (1) 

где R(z,u) — множество решений задачи минимизации суммарных за­
трат потребителей 

при условиях 

Y^xij = !5
 хч < **> xij € {о,l}, ie I, j e J. 

iei 

Обозначим через G(z,u) целевую функцию (1). Величина G(z,u) — 
прибыль производителя (доходная часть минус затраты), которую он 
стремится максимизировать выбором перечня выпускаемых изделий z 
и значений корректирующих переменных и. Потребители выбирают те 
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изделия из предлагаемого перечня, которые минимизируют закупочно-
эксплуатационные затраты. Выбор потребителей, вообще говоря, не од­
нозначен. Прибыль G(z,u) соответствует оптимистической оценке их 
поведения по отношению к производителю. 

Антикооперативная задача состоит в нахождении 

max sup { min V T](9ij ~ Щ > . j - У ] ЪЪ }, (2) 

где множество R(z, и) то же, что и выше. 
Обозначим через S(z,u) целевую функцию (2). Величина S(z,u) — 

гарантированная прибыль производителя. Она соответствует пессимис­
тической оценке поведения потребителей. 

Пусть z £ В, и £ U. Введем обозначения 

/(*) = {г е I \Zi = 1}, 

Bjiz, u)= \ie I\z) j d{j - Uij = min {dv - utj} >, j 6 J. 

Ясно, что каждый потребитель j £ J, решая свою оптимизацион­
ную задачу, выбирает изделие из множества Bj(z,u). Следовательно, 
целевые функции (1) и (2) можно записать следующим образом: 

G(z, и) = У] max {g{j - u{j] - V" ct-zb 
*—' i£Bj(z,u) z—•* 

S(z, u) = V j f e - -Л - V c^. 

Абстрагируясь от содержательной интерпретации, параметры сг-, 
gij, d(j будем считать произвольными числами. 

2. Сводимость к задаче с парой матриц 

Пару векторов (z*,u*) будем называть оптимальным решением за­
дачи (1), если G(z*,u*) = max sup (?(;?, ?i). 

Вектор z* будем называть частичным оптимальным решением за­
дачи (1), если su-pG(z*,u) — max sup G{z,u). 

Аналогично определяем оптимальное и частичное оптимальное ре­
шения задачи (2). 

Покажем, что задачи (1) и (2) эквивалентны задаче выбора подмно­
жества строк в паре матриц [4], т. е. множество её оптимальных ре­
шений совпадает с множеством частичных оптимальных решений задач 
(1 )н (2 ) . 
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Т е о р е м а 1. Задачи (1) и (2) эквивалентны следующей: найти 

хш { £ ciZl + £ min h{j + £ max / y } , (3) mm 

ГДе Аг-j — tt{j Qij , Jij — ~ &%j . 

Справедливость теоремы следует из двух лемм. 

Л е м м а 1. При любом z £ В выполняется равенство 

sup G(z,u) - у max {</,•, - d,,-} + V^ min d{j - У с г 2 г - . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Введем обозначения dj(u) = min {d^ - ^ } , 

d, = min d^ и F(^) = ]T max{j ,- j~ <%} + X] ^ j - Очевидно, что dj(^) ^ dj 
*e/(*) je j *€'(*) ieJ 

и гб»7- = d^ — dj(u) при г £ Bj(z,u). С учетом этих соотношений имеем 

i G ̂  i e J 

= У] . m a x {.g,j - dij} + У] dj(u) <: V max {ft,- - <%} + ] C d''-
iGJ JV jeJ j€J y J jeJ 

Последняя оценка достигается при v = (г^) £ С/ с компонентами г>г;- = 
djj - dj и G(z,v) ~ F (z ) - ]П сг-^. Лемма 1 доказана. 

»е/ 
Л е м м а 2. Яри любом z £ В верно равенство 

SUp S(z, U) — Slip G(£, u). 
UEU ueu 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Так как S(z,u) ^ G(z,u), то 

sup S(z, u) ^ sup G(z, u) — F(z) - > сг-2гг-. 

Пусть индексы /^ таковы, что gkjj - <4^ — max{5^ — d^}. Возьмем 
iei(z) 

произвольное е > О и рассмотрим v = (vij) £ IT с компонентами t^.j = 
dfci<7- — dy + £ и Vij = c^- - dj при i Ф kj. Нетрудно видеть, что 

sup S(z,u) ^ 5(2,?;) = F(z) - S^CiZi - e\J\. 

В силу произвольности е получаем требуемое равенство. Лемма 2 дока­
зана. 

Таким образом, допуская ценовую уступку производителя потреби­
телям, приходим к тому, что задачи поиска оптимистической и пессими­
стической оценок максимальной прибыли производителя эквивалентны. 
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Если все dij равны 0, то задачи (1) и (2) эквивалентны простейшей за­
даче размещения. Следовательно, они являются NP-трудными. 

Отметим также, что если положить U = {0} и рассмотреть задачи 
(1) и (2), то они не будут эквивалентными. Так, при d^ — 0 и сг ^ 0 
задача (1) преобразуется в простейшую задачу размещения. Задача (2) 
в этом случае имеет оптимальное решение, включающее только одно 
изделие. 

Из доказательства леммы 1 следует, что если z* — оптимальное 
решение задачи (3) и иг-; — d^ — min dij. то пара (z*,u) является опти-

i£l(z*) 

мальным решением задачи (1). Вектор z* является также частичным 
оптимальным решением задачи (2), хотя она может и не иметь опти­
мального решения. 

Лемма 3. Есля (z*,u*) — оптимальное решение задачи (2), то пара 
(z*,G) является оптимальным решением задач (I) и (2). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Нетрудно видеть, что S(z*,u*) = G(z*Ju*) и, 
следовательно, выполняются равенства 

min {gij - <•} = max {9ij - < •} , j G J. 
iEBj(z*,u*) i£Bj(z* ,u*) 

В силу леммы 2 пара (z*,u*) является также оптимальным решением 
задачи (1). Из доказательства леммы 1 следует, что верны равенства 

max {gij ~ <•} = max {g{j - d{j + dj}, j G J, 
ikzBj(z* ,u*) i£l(z* ) 

где d; = min da. Следовательно, 
3 iei(z*) J 

min ia:; — u*-\ = max ia^ — da 4- cLl. i G J. 
i£Bj(z* ,11*) * i&I(z*) 

Поэтому dij - u*j ^ dj при всех i G Bj(z*,u*). С другой стороны, 
d^ - u]j ^ dj для любого г G Bj(z*Ju

:¥). Следовательно, d^ - u\j - dj 
при любом г E Bj(z*,u*). Таким образом, если d{j - d^ то г G Bj(z*,u*). 
Поэтому Bj(z%0) С Bj(z*,u*) и 

min gij ^ min {g{j - u*A 

= max {g^ - d{j + dj} ^ max g^, j G J. 
i£l(z*) i£Bj(z*,0) 

Следовательно, min {9ij~uh} ~ m^ dij-, T- e- S(z*,u*) — S(z*,0). 
i£Bj(z*,u*) J i£Bj(z*,0) 

Лемма З доказана. 
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3. Свойство квазивыпуклости 
Матрица (а^) называется квазивыпуклой (квазивогнутой), если 

элементы каждого столбца j E J удовлетворяют неравенству akj ^ 
тах{а гу,а^} (akj ^ min{ai;-, %•}) при всех i < k < I. 

Задача (3) решается эффективно, если как матрица (hij), так и мат­
рица (fij) обладает свойством квазивыпуклости либо квазивогнутости 
[2, 3]. Попытка рассмотреть, что происходит, если этими свойствами 
обладают матрицы (d,-j) и (flfy)? привела к следующему результату. 

Теорема 2. Если матрица (dij) квазивыпуклая, а матрица (gij) ква­
зивогнутая, то задача (3) является NP-трудноя. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим задачу минимизации полинома 

p(z) = Y, ад- + Y, M I - *r)(i - **) (4) 
*€/ r<k 

на множестве 5 , где brk ^ 0, 1 ^ г < k ^ гг. Покажем, что эта 
NP-трудная задача [8] сводится к (3). 

Каждой паре (г, к) такой, что brk > О, поставим в соответствие но­
мер j и вектор-столбцы (dij), (gij), i € / , полагая 

если г — г; ГО, если г = к] 
если г ф г, %3 \ —brk, если г ^ &. 

Ясно, что при любом j £ J 

f 0, ™ . - ., 

mm {d^ - gij] = &r/b + 6rA}(l - zr)(l - zk), 

max{-d^} = -brk(l - zr). 

i£l(z) 

n 

Полагая сг- — щ; — ^ 6t-fc и обозначая через J совокупность номеров j , 
получаем 

г'6/ ^ *=> + 1 ' г<к 

Таким образом, на множестве В значения целевой функции (3) и по­
линома (4) совпадают. Осталось отметить, что построенные матрицы 
(d^) и (д^) обладают указанными в формулировке теоремы свойствами. 
Теорема 2 доказана. 
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4. Свойство связности 
Матрица (а^) называется связной, если для любых г, fc € / , при 

монотонном изменении j £ J разность at*j — a^- меняет знак не более 
одного раза. 

Частный случай задачи (3), когда матрица (Д,) нулевая, является 
простейшей задачей размещения. Она решается эффективно, если мат­
рица (h{j) связная [4]. Оказывается, что одного свойства связности мат­
риц (hij) и (fij) недостаточно для эффективной разрешимости задачи (3). 

Теорема 3. Если матрицы (hij) и (Д,) связные, то задача (3) явля­
ется NP -трудной. 

Доказательство теоремы 3 опирается на две следующие леммы. 
Рассмотрим произвольную (ОД)-матрицу (%•) и определим множест­

ва Ai = {j € J | dij = 1}, г е J. 
Лемма 4. Пусть (0,1)-матрица (a^) удовлетворяет условию: если 

Ai П Ak ф 0 при г ф к, то либо \А{\ — 1, либо \Ак\ — 1. Тот да столбцы 
матрицы (ctij) можно переставить так, что полученная матрица будет 
связной. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Положим 10 = {г € I | |А,-| ^ 2}. Если /0 = 0, 
то исходная матрица (%•), очевидно, является связной. Пусть /0 ф 0 . 
Из условия леммы следует, что если i,k 6 10 и г ф к, то Аг- О Ак ~ 0. 
Поэтому столбцы матрицы (аг;) можно переставить так, что в каждой 
строке г £ /0 единицы идут подряд. Нетрудно видеть, что матрица, 
полученная в результате этой перестановки, будет связной. Лемма 4 
доказана. 

Рассмотрим полином вида 

^) = ЕП(1-^)' 
где OLJ С / и [ayl = 2. 

Матрица (аг;) называется характеристической матрицей полинома 
P(z), если 

Г 1 при г € о,-, 
[ 0 ПрИ l f OLj. 

Обозначим через fi множество полиномов Р(г) с характеристичес­
кими матрицами, удовлетворяющими условию леммы 4. 

Лемма 5. Задача нахождения величины 

mm{Y/cizl + Pl(z)-P2(z)}, (5) 
«6/ 

где с,- G {0,1} я Pi(z), P2(z) E fi, является Ш>-трудной. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Покажем, что NP-трудная задача о минималь­
ном вершинном покрытии кубического графа [7] сводится к задаче (5). 
Обозначим через G = (V, Е) произвольный граф с множеством вершин 
V и множеством ребер Е. Задача о минимальном вершинном покрытии 
графа G заключается в нахождении такого подмножества V С V мини­
мальной мощности, что для любого ребра {n, v} £ Е по крайней мере 
одна из вершин и или v принадлежит V . 

В работе [1] показано, что эта задача сводится к следующей: найти 
минимум полинома 

Q = J > , + £ ((l-Xvi)(l-re) + (l-xVa)r„) (6) 
v£V e=z(Vliv2)€E 

при ограничениях 

а\,, г в е { 0 , 1 } , veV, ееЁ. 

Здесь через Е обозначено множество дуг, полученных произвольной ори­
ентацией ребер из Е. 

Пусть степени всех вершин графа G равны 3, т. е. граф G — куби­
ческий. Без ограничения общности считаем его связным. Выберем ори­
ентацию ребер графа таким образом, чтобы для любой вершины v € V 
нашлась пара дуг (tt,v),(t;,w) £.E. Это можно сделать, например, сле­
дующим образом. Рассмотрим остовное дерево Т = (У, Ег) графа G. 
В качестве корня дерева выберем одну из висячих вершин vQ и ориен­
тируем ребра из Е1 «от корня». Так как степени всех вершин равны 3, 
найдется ребро {^,^о} € Е\ Е\. Ориентируем его от вершины и к v0 
и добавляем в множество Е\. Далее рассматриваем произвольную вися­
чую вершину v. Для неё найдется ребро {t>, w} € Е\ Ег. Ориентируем 
его от вершины v к w и добавляем в множество Ег. Если вершина w до 
этого была висячей, то далее рассматриваем именно её и ориентируем 
третье, еще неориентированное, ребро надлежащим образом. После того 
как рассмотрена последняя висячая вершина, остальные ребра ориенти­
руем произвольно. 

Обозначим через У0 множество тех вершин графа, из которых исхо­
дят по две дуги. Раскрывая скобки в выражении (6) и приводя подобные 
члены, получаем 

Q = \Е\ - |У0| + £ ( 1 ™ xv) + ] Г (xVlre - xV2re). 
vEV° e=(vuv2)eE 

Положим I —VU E и J = E. Переменным xv,re произвольным образом 
поставим в соответствие разности 1 - ^-, i G /• Нетрудно видеть, что 
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полиномы 
Pl(Z) = Yl Xvje, P2{z) = Yl XV2Te 

e=(v1,v2)£E e = (vljv2)eE 

принадлежат множеству О. Следовательно, задача о минимальном вер­
шинном покрытии кубического графа сводится к задаче (5). Лемма 5 
доказана. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О Т Е О Р Е М Ы 3. Покажем, что задача (5) сводится 
к задаче (3) со связными матрицами (hij) и (fij). Пусть 

j£j i£oLj j£j i£/3j 

Обозначим через (а^) и (Ьг7) характеристические матрицы полиномов 
P\(z) и P2(z). Положим dij — 1 - 6t-j, g{j — a,ij — bij. В соответствии 
с обозначениями теоремы 1 получаем Нц — I — а^, / ^ = Ь^ — 1. Нетрудно 
убедиться, что 

mm hij = ТТ (1 - Zi), max /0- = - ТТ (1 - гг-). 
t e / ( * ) .-*:А ' iei(z) *•*• 

В силу леммы 4 матрицы (аг/) и (Ь^) можно считать связными. Следо­
вательно, матрицы (h^) и (f^) также связные. По лемме 5 задача (5) 
является NP-трудной. Следовательно, задача (3) со связными матри­
цами (h^) и (fij) также NP-трудна. Теорема 3 доказана. 

При некоторых дополнительных ограничениях к условиям теоремы 3 
получим эффективно разрешимый случай задачи (3). 

Введем следующие условия: 
1) с,- ^ 0 при всех г £ / ; 
2) матрицы (h^) и (Д,) связные; 
°J ' Ч / i- 'bkj **- Jij f- Jkj -"-F-И- л ь е л j n t -f- л,, 

4) hu < h21 < ...< hnl и / n > / 2 i > . . . > / n i ; 
5) | / | ^ \J\ и для любого г £ / найдется элемент j £ J такой, что 

fij = т а х Д , . 

Т е о р е м а 4. Если выполняются условия 1)-5), то задача (3) сво­
дится к следующей: найти 

Эк %к 

/и , 'i (7) 
( *k Й)5Е(с- + E *w+ E л. 

*=i ч i= i fc - i+ i i=t fc- i+i 

при ограничениях 1 ^ i\ < . . . < г5 ^ гг, 0 = j 0 < ji < . . . < j s — m, 
0 = t0 < t\ < . . . < ts — m, fiktk > fik+1tk, fiktk+i < /tfc+1tfc+i? 1 ^ к ^ s - 1, 
1 < «s < n. 
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Доказательство теоремы 4 опирается на несколько вспомогательных 
утверждений, которые формулируются ниже. 

Областями использования изделия i Е I{z) назовем множества 

Ji(z) = {j Е J \ hij = nun hkj\, rD(z) =ljeJ\ fij = max д Л . 

Они определяются однозначно в силу условия 3). 
В силу условий 1) и 5) оптимальное решение задачи (3) можно ис­

кать среди тех векторов z Е JB, для которых области использования 
каждого изделия i Е I(z) непустые. Подмножество таких векторов обо­
значим через В . 

Область использования изделия i Е I(z) называется связной, если 
она является целочисленным отрезком. 

Лемма 6. При любом векторе z Е В каждое изделие i E I(z) имеет 
связные области использования. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Покажем связность множеств Ji(z). Допустим, 
что найдутся три потребителя j < к < I двух различных изделий 
p,q Е I(z) такие, что j , / Е Jp(z) и к Е Jq(z). Это означает выполне­
ние неравенств 

hPj - hgj < О, hpk - hqk > 0, hpi - hql < 0. 

Следовательно, разность hps — hqs изменяет знак по крайней мере дваж­
ды, когда индекс s пробегает множество J. Это противоречит условию 
связности матрицы (hij). Аналогично проверяется связность множеств 
Ti(z). Лемма 6 доказана. 

Лемма 7. Пусть j E J%{z) и к Е Ji{z). Если j < к и i ф I, то % < /. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ИЗ условий леммы следуют неравенства 

Kj - hij < 0, hik - hik > 0. 

В силу связности матрицы (h^) и условия 4) это возможно только при 
% < /, что и доказывает лемму 7. 

Аналогично доказывается 

Лемма 8. Пусть j Е Ъ{г) и к Е Ti(z). Если j < к и г ф I, то i < I. 
Пусть I(z) = { г ь . . . , г,}, где ix < . . . < г5. Из лемм 5, 6 и 7 следует, 

что области использования изделий гк Е I(z) имеют вид 

4с О) = [Jk-i + 1, jk], к= 1 , . . . ,5, (8) 

0 = io < ji < h < • • • < 3* = m, 
тф) = [гк_г + 1, tk], fc = i , . . . , 5 , (9) 
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0 = t0 < ti <t2 < • • • < j , = т. 
Нетрудно видеть, что на границе множеств Tik(z) должны выполняться 
неравенства 

fiktk > /»fc+itfc> fiktk + l < /«fc+itfc + Ь & = 1, . . . , S — 1. ( 1 0 ) 

Л е м м а 9. Пусть наборы {гь . . . , гд} и { t b . . . , £д} таковы, что 
1 ^ ix < . . . < г5 ̂  п, 0 = t0 < ti < . . . < ts - га, 

и выполняются неравенства (10). Тогда 
fikj = max{/ i p i | р = 1 , . . . , б'}, где j € [**-i + 1, **], fc = 1 , . . . , s. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Неравенства (10) означают, что разность fikj — 

/*fc+u'? рассматриваемая как функция аргумента j 6 J , меняет знак при 
переходе от j = tk к j = tk + 1. Из этого факта, связности матрицы (Д,) 
и условия 4) следует, что равенство 

fikj =max{£ p i \p= 1 , . . . ,*} 

справедливо только при значениях j G [4- i + 1? 4]- Лемма 9 доказана. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 4. Рассмотрим произвольный вектор 

z G В'. Пусть J(z) — {гь . . . , is}. В силу лемм 6, 7 и 8 области использо­
вания изделий ik имеют вид (8), (9). Следовательно, в задаче (7) наборы 
{гь .. . , г5}, { j b . . . , js} и {/х,... , ts} являются допустимыми. Значение 
целевой функции (7) на этих наборах совпадает со значением целевой 
функции задачи (3). 

Пусть наборы { г ь . . . ,г5}, { j 1 ? . . . , j 5 } , {^i,... , te} являются опти­
мальными решениями задачи (7). Рассмотрим вектор z с компонентами 
z{ — 1, если г € {^i,... , г5}, и z{ — 0 для остальных индексов г. Из 
оптимальности наборов следует, что z 6 В и Jik(z) = [jk-i + 1, jib], 
£; = 1 , . . . , s. В силу леммы 9 множества Tik(z) имеют вид (9). Как 
и выше, значения функционалов (3) и (7) совпадают. Следовательно, 
^ Q T T Q T T Q ( <\ ГТ*Г>ТТТТНГ/~СГ Ъ- ЪЪГОЛЛСЪ ( 7 \ HP О Г\ Г» О Л/Г С» ZL ТТГЧЪ- Ъ *Э ^ ТХ ^ 

Задача (7) эффективно решается методом динамического програм­
мирования. Определим функцию 

* / jk ik \ 

В{р, g,r) = min V ( cik + V hikJ + V /ibJ-) , 
{ik,Jk,-tk),s f—' \ . — ' . z — ' / 

где минимум берется при ограничениях 

1 ^ ц < . . . < is < г5+1 = р + 1, 
0 = jo < ii < • • • < js = g, 
0 = t0 < h < . . . < ts = r, 

1 ^ fc ^ S, 1 ^ 5 ^ p . 
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Здесь Д т +1 = г, fn+ltj = min/y - 1 и /n+i,m+i = n + 1. Параметры p,g,r 
рассматриваются в пределах 1 ^ р ^ п, 1 ^ g ^ т , 1 ^ г ^ т . 

Очевидно, что величина В(п,т,т) равна минимуму (7). 
При всех р ^ 0 положим 5(^,0,0) = 0, В(р, д,0) = оо, если 

q ^ 1, и 5(р, 0, г) = оо, если г ^ 1. Величины B(p,q,r) удовлетворяют 
рекуррентному уравнению 

B(p,q,r) = mm<B(i-lJ,t) + Ci+ Yl hil + ]С ^ 
"'•/'" ^ J = J + I f=t+i 

где 1 ^ г ^ р, 0 ^ j ^ g - 1, 0 ^ / ^ г - 1 и /г> > /p+i,r, Дг+i < /p+i.r+i-
Временная сложность решения задачи (7) не превосходит 0(п2тъ), 

а объем памяти — 0(пт2). 

5. Комбинация связности и квазивыпуклости 

Рассмотрим сложность решения задачи (3) при сочетаниях свойств 
связности и квазивыиуклости. 

Лемма 10. Пусть (WJ) — произвольный вектор, (а^) — связная 
матрица, и bij = mm{a,ijyWj}. Тогда, матрица (6^) является связной. 

Справедливость леммы следует из того факта, что разность b^ — bkj 
либо имеет тот же знак, что и разность a{j — akj, либо равна нулю. 

Теорема 5. Если матрица (/г^) связная, а матрица (Д?) квазивы­
пуклая, то задача (3) решается эффективно. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим через R(z) целевую функцию зада­
чи (3). Задачу (3) разобьем на две подзадачи. Первая подзадача: найти 
минимум функции R(z) на множестве векторов z £ В, у которых одна 
или две компоненты равны 1. Решение этой подзадачи можно полу­
чить полным перебором всех указанных векторов, что требует 0(n2m) 
арифметических операций. Вторая подзадача: найти минимум функции 
R(z) на множестве векторов z 6 В, имеющих не менее трех единичных 
компонент. Ее решение будем искать, разбивая допустимое множество 
следующим образом. 

Пусть u,v £ I ж 2 ^ u ^ v ^ n — I. Обозначим через Buv подмно­
жество векторов z е В таких, что %{ — 0, если г £ [1, гг - 2] U [v + 2,п], 
zu-i — zv+i — 1 и вектор z — (zu,... ,zv) не нулевой. С учетом квази­
выпуклости матрицы (fij) функция R(z), z e Butn может быть записана 
в виде 

R(z) ~ cu_x + cv+1 + ^max{/ ( u_1 ) i 7- , / ( w + 1 ) i} + ] P с& + ] Г mm cih 
j£J ie[u,v] jeJieI(z,) 
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где I(z') - {г е [u,v] \ z{ - 1} и с,, = m i n l ^ . ! ^ ^ ^ , ^ } . Таким 
образом, нахождение iriin R(z) сводится к простейшей задаче размеще-

z(zBuv 

ния с множеством пунктов [и, v] и матрицей затрат ( Q J ) , связной в силу 
леммы 10. Известно [4], что эта задача решается методом динамичес­
кого программирования с временной сложностью 0((v — и)т2). Следо­
вательно, задачу (3) можно решить с временной сложностью 0(п3т2). 
Теорема 5 доказана. 

Т е о р е м а б. Если матрица (hij) связная, а матрица (Д | ) квазивог­
нутая, то задача (3) является NP-трудной. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Следуя доказательству леммы 5, покажем, что 
NP-трудная задача о минимальном вершинном покрытии кубического 
графа G — (V, Е) сводится к задаче (5), в которой характеристическая 
матрица полинома Р г ^ ) является квазивогнутой. Ориентируем граф 
так, как это предложено в доказательстве леммы 5. Положим / = V U Е 
и J — Е. Каждая вершина графа является концом одной или двух дуг. 
Поэтому переменным xv и ге можно поставить в соответствие разности 
1 — Zi так , что 

1Л-1 
Р 2 ( * ) = £ ъ ( 1 - * ) ( 1 - * + 1 ) , 

г = 1 

где ti 6 {0 ,1 } и число единичных коэффициентов равно \Е\. Нетрудно 
видеть, что характеристическая матрица этого полинома является ква-
чивогнутой. 

По лемме 4 характеристическую матрицу полинома P\(z) можно 
считать связной. Повторив рассуждения, проведенные в доказательстве 
теоремы 3, получим, что задача о минимальном вершинном покрытии 
кубического графа сводится к задаче (3) со связной матрицей (hij) и ква­
зивогнутой матрицей (ДО- Теорема б доказана. 
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