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ИНДЕКС ВИНЕРА ДЛЯ ДЕРЕВЬЕВ И ГРАФОВ 
ГЕКСАГОНАЛЬНЫХ СИСТЕМ*) 

А. А. Добрынин, И. Гутман 

Рассматривается инвариант связных неориентированных графов, 
равный сумме расстояний между всеми парами вершин графа. Этот 
инвариант, называемый индексом или числом Винера, интенсивно изу­
чается в теории графов и имеет многочисленные приложения. В ра­
боте дается обзор методов вычисления индекса Винера для деревьев 
и графов гексагональных систем. Обсуждается влияние структурных 
характеристик графов на значение инварианта. 

Введение 

Инварианты графов, определяемые как функции от расстояний меж­
ду вершинами графа, находят многочисленные приложения в областях, 
для которых изучаемые объекты или отношения между ними модели­
руются графами. В качестве моделей структурных формул химических 
соединений традиционно используются молекулярные графы [7, 52, 91]. 
Любой (численный) инвариант молекулярного графа, оказывающийся 
полезным в тех или иных задачах химии, в литературе по математи­
ческой химии называется топологическим индексом [8]. Термин «то­
пологический» подчеркивает здесь то, что при построении таких ин­
вариантов игнорируются реальные физические параметры молекул — 
длины связей, углы между ними и т. п., а учитываются лишь связи меж­
ду атомами. Топологические индексы, как правило, отражают струк­
туру описываемой молекулы (разветвленность, компактность) и часто 
рассматриваются как структурные дескрипторы [11, 52]. Большинство 
топологических индексов используются для моделирования различных 
физико-химических свойств органических соединений, в том числе име­
ющих значение для фармакологии [6, 8, 9, 83]. Успех применения ин­
дексов для прогнозирования свойств соединений основан на том, что 
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молекулярные графы с «похожей» структурой (и с близкими значени­
ями индекса как мерой подобия структур) соответствуют соединениям 
со сходными свойствами. 

Пусть G — связный неориентированный граф без петель и кратных 
ребер. Обозначим через V(G) и E(G) множество вершин и множество 
ребер в G, а через do(u^ v) расстояние между вершинами и и v в G, т. е. 
число ребер в кратчайшей цепи, соединяющей вершины и ж v. 

В работе рассматривается инвариант W(G) (индекс Винера) гра­
фа G, определяемый следующим образом: 

W(G)= ]Г <М«,«), (1) 
{u,v}CV(G) 

т. е. суммирование осуществляется по всем двухэлементным подмно­
жествам {u,v} из V(G). 

В 1947 г. американский химик Г. Винер использовал этот инвариант 
для установления корреляционных зависимостей между значениями ин­
декса Винера и точкой кипения алканов, молекулярные графы которых 
являются деревьями [92]. Наиболее хорошо индекс Винера зарекомен­
довал себя при характеризации и прогнозировании свойств двух клас­
сов молекулярных графов — ациклических соединений и ароматических 
углеводородов. Библиографию по применению индекса Винера в химии 
можно найти в обзорах [55, 60, 79]. 

Интенсивные теоретико-графовые исследования индекса Винера бы­
ли инициированы в 1976 г. работой [29]. Индекс Винера известен также 
под названиями «тотальный статус» [13, с. 42], «дистанция графа» [1, 
29, 87], «трансмиссия» [80, 88], «сумма всех расстояний» [58, 89]. Ряд 
работ посвящен близкому инварианту («средняя дистанция»), равному 
W(G)/ (р

2) для р-вершинного графа [18, 28]. 
При исследовании индекса Винера (и других инвариантов) основное 

внимание уделяется следующим взаимосвязанным проблемам: (а) как 
инвариант зависит от структуры графа; (б) как эффективно вычислять 
инвариант, в том числе без применения компьютера. Как правило, ис­
следования индекса Винера и средней дистанции посвящены нахождению 
нижних и верхних оценок инвариантов в терминах структурных пара­
метров графов или других известных инвариантов. Такие оценки были 
получены для произвольных графов, вершинно и реберно 2-связных гра­
фов, ^-хроматических графов и блоков [80, 89, 90]. Известны оценки 
средней дистанции графа через степени вершин, диаметр и собствен­
ные числа, числа независимости и доминирования графа [18, 19, 68, 75, 
93]. В ряде работ исследовалось изменение инварианта при операциях 
над графами (удаление вершин и т. п.) [80, 88]. При рассмотрении 
специфических классов графов, имеющих прикладное значение, удается 
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более детально изучить величину индекса Винера. Особый интерес пред­
ставляет нахождение легко проверяемых условий, обеспечивающих ра­
венство индексов Винера. Это можно сделать на основе формул для И7, 
включающих простые структурные параметры графа. 

Наибольшее продвижение в решении указанных выше задач было 
достигнуто для деревьев и графов гексагональных систем. В работе 
дается обзор основных методов вычисления индекса Винера для графов 
из этих классов. 

1. Индекс Винера для деревьев 

Для многих конкретных деревьев и классов деревьев найдены точные 
значения индекса Винера. Наиболее простыми являются его значения 
для цепи Рр и звезды Sp на р вершинах: 

Wm={PV) И W(S'p) = (P-^- (2) 
Точные формулы для индекса Винера деревьев различных типов 

приводятся, например, в [11, 62, 81, 82]. Методы получения таких фор­
мул были развиты в [33, 70]. В [29] и многих последующих работах 
показано, что для произвольного р-вершинного дерева Т, отличного от 
цепи и звезды, справедливы неравенства 

W(SP) < W(T) < W(PP). (3) 

Интерес к конкретным деревьям обусловлен получением новых мо­
лекул с древовидной структурой и малоизученными свойствами. Приме­
ром могут служить сильно ветвящиеся деревья, являющиеся молекуляр­
ными графами дендримеров [59, 60]. На рис. 1 приводятся примеры та­
ких деревьев Тк^ где d есть степень невисячих вершин, а к — расстояние 
от центральной вершины до висячих. Рядом изображен молекулярный 
граф арборола Та с 253 вершинами из другого семейства дендримеров. 
Об экспериментальном синтезе таких разветвленных молекул сообща­
ется в [60]. В [59] показано, что при любом d ^ 3 индекс Винера дерева 
Tk>d с числом вершин р ( Т м ) = 1 + d[(d - 1)к - l]/(d — 2) равен 

W(Tk,d) = —^— {(d - l)2k[kd3 - 2(fc + l)d2 + d} + 2d\d - l)k - d) . 

При любом d ^ 3 и к —> ос справедлива асимптотическая формула 
W ~ кр2. В [60] указывается, что это имеет значение для понимания 
фрактальной природы сильно ветвящихся молекул. Для приложений 
в химии наиболее интересны случаи d — 3,4 (см. рис. 1), в которых 
W(Tk)3) = (9& - 15)22* + 18 • 2к - 3 и W(TkA) = (4fc - 7/2)32* + 4 • 3* - 1/2. 
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Рис. 1. Молекулярные графы дендримеров 

Один из первых методов, предложенных для вычисления индекса Ви­
нера, основан на использовании рекуррентных соотношений. Дистанция 
вершины dG(v) в графе G определяется как сумма расстояний между вер­
шиной v и остальными вершинами графа G, т. е. dG(v) = ]Г) dc(v, и). 

u£V(G) 

Обозначим через G — v граф, полученный удалением из графа G вер­
шины v и всех инцидентных ей ребер. 

Пусть вершина v является висячей в дереве Т, а вершина и смежна 
с v. Пусть множество всех пар вершин дерева Т разбито на две группы, 
в первой из которых каждая пара содержит вершину г>, а любая пара 
из другой группы не содержит v. Тогда сумма расстояний между вер­
шинами в парах второй группы есть индекс Винера дерева Т — v. Если 
х G V(T — г>), то из равенства dT(v,x) — dT__v(u,x) + 1 следует, что 
сумма расстояний между вершинами в парах первого типа равна р(Т) — 
1 + dT_v(u). Поэтому 

W(T) = W(T - v) + dT^v(u)+p(T - ?;), (4) 

т. е. для вычисления W(T) нужно знать индекс Винера и дистанцию 
вершины в некотором поддереве дерева Т. Обобщая формулу (4), Е. Кэн-
филд и др. предложили способ рекуррентного вычисления индекса Ви­
нера произвольного дерева [14]. 

Пусть при m ^ 2 деревья T i ,T 2 , . . . , Т т образуют лес, в дереве Тг-
содержится pi вершин и Wi € V'(Tj), i — 1,2,... , m. Любое дерево может 
быть представлено в виде соединения вершины и с каждой из вершин 
wuw2,... ,wm (рис. 2). 
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Р«с. 2. Вершина ветвления и в дереве Т 

Утверждение 1 [14]. Пусть произвольное р-вершинное дерево Т 
представлено в указанном выше виде. Тогда 

ЩТ) = Ё ИГ«) + (Р " я)<*г<Ы - Р?) + Р('Р - !)• (5) 
г ' = 1 

Применение формулы (5) требует вычисления расстояний между 
вершинами дерева и с практической точки зрения уступает по удобству 
другим изложенным ниже методам. Известны также нерекуррентные 
формулы для нахождения индекса Винера, включающие дистанции вер­
шин. 

Утверждение 2 [26]. Пусть Т — произвольное р-вершинное де­
рево. Тогда 

w(T) = \ (Р\Р - 1) - J2 №•(*) - 4К*)]3) • 

Эта формула показывает, как индекс Винера зависит от разности 
дистанций для двух смежных вершин. В р-вершинном дереве для двух 
таких вершин, одна из которых является висячей, эта разность равна 
(р — 2)2 и является максимально возможной. 

Определение индекса Винера равенством (1) можно рассматривать 
как полусумму величин dx(v), взятых с единичным весом. Следующая 
формула показывает, как можно вычислять индекс Винера, если в каче­
стве веса вершины выбрана ее степень. 

Утверждение 3 [66]. Пусть Т — произвольное р-вершинное де­
рево. Тогда 

W(T) = Up(p-l) + J2 deg(»)dT(t;)Y (6) 
^ v£V(T) ' 

Известны три разных доказательства этой формулы [26, 35, 66]. 
Сумма из (6) послужила основой нового инварианта произвольных гра­
фов, имеющего интересные приложения в химии [27, 35, 79]. 
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Более простой и эффективный способ вычисления инварианта W 
предложен в [92]. Он основан на «изменении порядка суммирования» 
и состоит в следующем. Предположив, что все ребра в ju-вершинном 
дереве Г перенумерованы числами 1,2,... ,р - 1, рассмотрим предикат 
Рт(^,г>, г), задаваемый следующим образом: 

( 1, если г-е ребро в Т принадлежит кратчайшей 
PT(u,v,i)— < цепи, соединяющей вершины и ж v; 

v 0 в противном случае. 

Тогда, пользуясь тем, что любые две вершины в Т соединены един­
ственной цепью минимальной длины, имеем 

Р - 1 

dG(u,v) = ]PPT(>,v,i). 

Отсюда и из (1) следует, что 
Р - 1 р-1 W(T)= Е EF^w) = £ Е м*^л 

{u,v}GV(T) * = 1 « = 1 {utv}cV(T) 

Ясно, что при каждом фиксированном i внутренняя сумма равна 
числу таких пар {гц г;}, что в кратчайшей цепи, соединяющей вершины 
и и v, содержится г-е ребро. 

Обозначим через пт(е) и п'т[е) количества вершин дерева Т в двух 
компонентах связности, образующихся после уд^кеяжя из Т ребра е. 

Утверждение 4 [92]. Если Т — произвольное дерево, то 

W(T)= J2 nT(e)n'T(e). (7) 
еЕ£(Т) 

Это утверждение, полученное Г. Винером в 1947 г., содержало пер­
вый вычислительный метод для нахождения W. Несмотря на то, что 
его работа часто цитировалась в литературе, формула (7) была забыта 
до середины 80-х гг. (вновь приведена в [52]). Определение индекса Ви­
нера равенством (1) для произвольных графов сделано в [61] и с тех пор 
стало общепринятым, в том числе и для деревьев. 

Применим формулу (7) для вычисления индекса Винера дерева Т12 
с 12 вершинами, изображенного на рис. 2. Так как пт(е) + п'т(е) — 
р(Т) для любого ребра е, то достаточно подсчитать вершины дерева, 
лежащие с одной стороны от е. Для любого концевого ребра е дерева 
имеем п(е)п'{е) — 1 • (р ~ 1) ~ 11. Ребро ег внесет в сумму (7) вклад, 
равный 3 • 9 = 27, для каждого ребра е2 и е3 имеем 4*8 = 32, и, наконец, 
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ребрам е4 и е5 соответствует произведение 2 • 10 = 20. Следовательно, 
W(T12) = 6 • 11 + 27 + 2 • 32 + 2 • 20 = 197. 

Величины, аналогичные пт(е) и п'т(е), могут быть определены для 
ребра е = (ж, у) произвольного графа G как 

nG(e) = \{v\ve V(G),dG(v,x)< dG(v,y)}\, 
nG{e) = \{v | v e V(G), dG(v, y) < dG(v, x) }|. 

Применение формулы (7) к произвольным графам привело к появле­
нию нового инварианта, для которого получены содержательные мате­
матические результаты (см. обзор [43]). Другое обобщение формулы (7) 
предложено в [48, 64] применительно к двоичным графам Хемминга. 

Естественными характеристиками структуры дерева являются вет­
вления и линейные сегменты. Ветвления дерева порождаются верши­
нами со степенью более 2, которые называются вершинами ветвления. 
Очевидно, число вершин ветвления вр-вершинном дереве не превышает 
(р — 2)/2. Сегментом дерева Т называется его простая цепь, концевые 
вершины которой являются либо вершинами ветвления, либо висячими 
вершинами в Т, а все внутренние вершины цепи имеют в Т степень 2. 
Например, все гомеоморфно сводимые деревья имеют одинаковое число 
сегментов. Длину сегмента S (число его ребер) обозначим через / s . Вве­
денные структурные характеристики по-разному влияют на индекс Ви­
нера деревьев заданного порядка. Увеличение количества и длин сегмен­
тов в дереве с фиксированным числом вершин приводит, вообще говоря, 
к увеличению W, в то время как возрастание числа вершин ветвления 
и их степеней влечет уменьшение W. 

Формула (7) допускает простое обобщение, если вместо ребер рас­
сматривать сегменты графа. Пусть величины nT(S) и n'T(S) равны ко­
личествам вершин дерева Т в двух компонентах связности, образую­
щихся после удаления из дерева сегмента S, т. е. всех ребер и внутрен­
них вершин из S. При удалении любого сегмента S из дерева Т имеем 
nT(S) + nf

T(S) = p(T)-ls + l. 

Утверждение 5. Для произвольного р-вершинного дерева Т 

W(T) = ]Г пт(5) 4(5) ls + \Y, ls(ls ~ V&P - 2ls + *)' W 
где суммирование ведется по всем сегментам S дерева. 

Если каждое ребро графа является сегментом, т. е. ls = 1 для всех 
5, то формулы (7) и (8) совпадают. Если все ребра дерева принадлежат 
одному сегменту, т. е. Т есть цепь, то первая сумма в (8) равна р — 1. На 
примере молекулярного графа арборолаТа (см. рис. 1) видно существен­
ное сокращение вычислений при применении формулы (8) по сравнению 



Индекс Винера для деревьев и графов 41 

с формулой (7). Вместо подсчета числа вершин в соответствующих мно­
жествах для 21 неэквивалентного ребра дерева достаточно подсчитать 
их для 3 сегментов с длинами 3 и 9 (из трех групп с 36, 12 и 4 сегмен­
тами). Тогда W{Ta) = 36[1 • (253 - 3) • 3] + 12[10 • (253 - 18) • 9] + 4[55 • 
(253-63)-9] + (36-6-(3-253-6+1)+16-72-(3-253-18 + 1))/6 = 826 608. 

Дж. Доил и Дж. Грэвер предложили метод вычисления индекса Ви­
нера, основанный на использовании характеристик ветвления дерева 
[28]. Пусть и есть вершина ветвления в дереве Т. Тогда структура 
дерева Т может быть задана в виде, изображенном на рис. 2, с висячими 
ветвями-поддеревьями Т\ ,Т 2 , . . . ,Tm порядков Pi,p2, • • • ,Рт, где га > 2. 

Утверждение 6 [28]. Для произвольного р-вершинного дерева Т 

W(T)=(P+1)-Y, £ ЛЛ^ (9) 

где первое суммирование ведется по всем вершинам степени не менее 3. 
В этой формуле каждой вершине ветвления соответствует по край­

ней мере одно слагаемое вида PiPjPk- Напомним, что первый член 
в правой части (9) есть максимальное значение индекса Винера в классе 
р-вершинных деревьев (см. (3)). В звезде Sp каждый сегмент имеет ми­
нимально возможную длину, невисячая вершина имеет максимальное 
ветвление и W(SP) = (^g1) _ (^з1)* Применим формулу (9) для дерева 
Т12, изображенного на рис. 2. Две вершины степени 3 внесут в сумму 
значения 1 - 1 - 9 и 1-2-8. Для вершины степени 4 сумма произведений 
порядков поддеревьев равна 1 • 2 • 4 + 1 • 2 • 4 + 1 • 4 • 4 + 2 • 4 • 4 = 64. В итоге 
получим W(T12) = (з3) - (9 + 16 + 64) = 197. 

Формула Дойла-Грэвера выполняется также для геодезических гра­
фов, в которых между любыми двумя вершинами имеется единственная 
кратчайшая цепь [i-oj. применения и многочисленные специальные слу­
чаи формулы (9) обсуждаются в [33]. Подробное сравнение выражений 
(7) и (9) дано в [32]. Использование метода Дойла-Грэвера для сильно 
разветвленных симметричных деревьев (дендримеров) приводится в [59]. 
Если вершины дерева имеют степень не более 3, то равенство (9) при­
нимает более простой вид 

w ( T ) = ( P 3 1 ) ~ ^ P l P 2 P 3 ' ( 1 0 ) 

Отметим, что на основе приведенных выше выражений не было най­
дено условий, обеспечивающих совпадение индекса Винера для деревьев 
из сколько-нибудь больших классов. Следующий пример иллюстрирует 
использование (9) для нахождения деревьев конкретного вида с равными 
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индексами Винера. Пусть р-вершинные деревья Т и Т' имеют един­
ственную вершину ветвления степени 3, т. е. состоят из трех ветвей 
с числом вершин Р\,Р2*>Рз и р'^р^Рз соответственно. Тогда формула 
(9) принимает вид W(T) = f^1) - Р1Р2Р3, и для таких деревьев зна­
чение W одно и то же тогда и только тогда, когда Р1Р2Р3 = Р1Р2Р3 
и Pi + P2 + Рз ~ р[ + Р*2 + Рз — Р ~ 1- Анализ этих соотношений пока­
зывает, что среди деревьев с числом вершин р ^ 30 существует 29 пар 
неизоморфных деревьев с совпадающим индексом Винера. Наименьшие 
деревья имеют 14 вершин и ветви из 1, б, б и 2, 2, 9 вершин. Три де­
рева с попарно равными значениями W появляются впервые при р — 40 
и имеют ветви из 4, 15, 20; 5, 10, 24 и б, 8, 25 вершин. 

Обозначим через A(G) матрицу порядка р, диагональные элементы 
которой суть степени вершин графа G, а все остальные элементы равны 
нулю. Матрица Лапласа (или матрица Кирхгофа) L(G) определяется 
как 

L(G) = A(G) - A(G), 
где A(G) обозначает матрицу смежности графа. Обозначим через 
Ai,A2 , . . . , Ар собственные числа матрицы Лапласа, полагая Ai ^ А2 ^ 
• • • ^ Ар. Тогда для произвольных графов Хр — 0, а для связных гра­
фов дополнительно выполняется Ар_! > 0. Основные свойства спектров 
графов приводятся в обзорах [74, 76]. 

Следующий результат, устанавливающий связь между индексом Ви­
нера для дерева Т и спектром матрицы Лапласа для Т, получен несколь­
кими авторами. 

Утверждение 7 [72,73,75]. Пусть Т—произвольноер-вершинное 
дерево я Ах ^ А2 ^ • • • ^ Ар. Тогда 

ш(гр\ _ ^ V^ _ (ЛЛ\ 

» = 1 ъ 

Эта формула интересна тем, что связывает различные по своей при­
роде характеристики графа. Возможные химические следствия равен­
ства (11) обсуждаются в [49, 77]. Можно было бы ожидать, что при­
влечение аппарата линейной алгебры поможет открыть новые свойства 
индекса Винера. Однако к настоящему моменту известны лишь резуль­
таты из [16], которые использовались для установления связи индекса 
Винера с некоторыми инвариантами графов, представляющими интерес 
для химии [15]. 

В ряде работ исследовался вопрос о том, какие числа могут быть 
индексом Винера для деревьев (и других графов). Вопрос о четности 
расстояний между вершинами деревьев изучался в [71]. Пусть связный 
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двудольный граф G имеет р1 вершин в одной доле и р2 вершин в другой. 
Тогда значение W(G) нечетно тогда и только тогда, когда числа рг 
и р2 нечетны [10, 34]. В частности, все деревья с нечетным числом 
вершин имеют четный индекс Винера. Для деревьев, в которых имеются 
совершенные паросочетания, справедливо следующее 

Утверждение 8 [56]. Пусть в р-вершинных деревьях Т иТ' име­
ются совершенные паросочетания. Тогда 

W(T) = W{T') (mod 4). 

Отсюда следует, что индекс Винера дерева с совершенным паросоче-
танием будет четным тогда и только тогда, когда число вершин дерева 
делится на 4. 

Вопрос о том, какие числа могут быть индексом Винера в случае 
произвольных или двудольных графов, решен в [58]. Но для класса де­
ревьев вопрос остается открытым. В [58] сформулирована следующая 

ГИПОТЕЗА 1. Количество чисел, которые не могут быть индексом 
Винера для деревьев, конечно. 

Компьютерный поиск, проведенный в [69], показал, что следующие 
числа не могут быть индексом Винера для деревьев: 2, 3-8, 11-15, 17, 19, 
21-24, 26, 27, 30, 33, 34, 37 39, 41, 43, 45, 47, 51, 53, 55, 60, 61, 69, 73, 77, 
78, 83, 85, 87, 89, 91, 99, 101, 106, 113, 147, 159. Если существует другое 
запрещенное число, то оно должно быть больше 1206. Эти результаты 
приводят к более сильной гипотезе [69]. 

ГИПОТЕЗА 2. Существует в точности 49 чисел, которые не могут 
быть индексом Винера для деревьев. Все такие числа содержатся в при­
веденном выше списке. 

D заключение рассмотрим изменение индекса Винера при некоторых 
операциях над деревьями. В 1981 г. Ф. Бакли исследовал связь между 
значениями индекса Винера для дерева и его реберного графа. Получен­
ное соотношение оказалось достаточно простым. 

Утверждение 9 [12]. Пусть Т — произвольное р-вершинное дерево 
и L(T) — его реберный граф. Тогда 

W(L(T)) = W(T)-(£). (12) 

Это утверждение заново открыто в [44] и обобщено как для произ­
вольных графов, так и для других инвариантов, основанных на рассто­
яниях в деревьях [36, 39]. Из (12) следует, что не существует таких 
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W = 96 Ъ W =122 W = 162 

Pwc. 5. Наименьшие деревья со свойством V7(T) — W(L(L(T))) 

деревьев, что W(T) — H /(L(T)). Известно, что наименьшие графы с та­
ким свойством имеют не менее двух циклов [3, 36, 46]. Однако суще­
ствуют деревья Т такие, что W(T) = W(L(L(T))). Среди деревьев с чис­
лом вершин р ^ 12 имеется три таких дерева (рис. 3). Итерированный 
реберный граф Ln(T) дерева Т определяется как Ln(T) = L(Ln~l(T)), 
п ^ 2. Так как с возрастанием п число вершин в графе Ln(T) быстро 
растет, то при достаточно больших п всегда выполняется неравенство 
W(T) < W(Ln(T)). В настоящее время не известно таких деревьев Т, 
что W(T) = W(Ln{T)) при некотором п > 3. 

Следующие преобразования дерева приводят к изменению его основ­
ных характеристик — увеличению длин сегментов и количества вер­
шин ветвления. Пусть дерево V получено ^-подразбиением дерева Г, 
т. е. на каждое ребро Т добавлено к новых вершин (длина каждого 
сегмента в Т увеличивается в к + 1 раз). Применяя формулу Дойла-
Грэвера, нетрудно установить связь между индексами Винера этих де­
ревьев. Если поддерево Тг для некоторой вершины ветвления в Т со­
стоит из pi вершин (см. рис. 2), то в Т' соответствующее поддерево 
имеет р( + (р{ — 1)к + к = (к + 1)р{ вершин. Число вершин в дереве Т' 
равно р' = к(р — 1) + р. 

Утверждение 10. Пусть Т — произвольное дерево и Т' — его 
к-подразбиение. Тогда 

w(T) = (k + ifw(T)+ (? ' + *) - (* + i)3(p з ! ) - (13) 

При наименьшем подразбиении (к = 1) индексы Винера деревьев Т 
и Т" связаны соотношением W{Tl) = 8W(T) - 2р(р - 1). Если же на 
каждое ребро Г добавить р новых вершин, то формула (13) примет вид 
W(V) = (p + lfW{T) - (Зр2 + 2р+ l ) ^ 1 ) . 

Пусть дерево Т* построено из дерева Т добавлением вершин так, 
что каждая вершина Т становится смежной с к новыми висячими вер­
шинами. Дерево Т* имеет р* = р(к + 1) вершин и называется колючим 
деревом для Т [40]. Степень каждой вершины дерева Т увеличивается 
на А;, а при к ^ 2 любая невисячая вершина v G V(T*) является вершиной 
ветвления и все сегменты состоят из одного ребра. 
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Утверждение 11 [40]. Пусть Т — произвольное р-вершинное де­
рево иТ* — его колючее дерево с р* = р(к + 1) вершинами. Тогда 

W(T*) = (k+ 1)2W(T) + 2 ^ - 2 Q - кр2. 

Если каждая вершина дерева Т становится смежной с одной новой 
вершиной (к - 1), то W(T*) = 4W(T) + р(2р - 1), а если к - р. то 
W{T*) = (р + 1)2W(T) + p2(p2 +р-1). 

Пусть каждая вершина v € V(T) смежна с deg(v) новыми висячими 
вершинами в Т*. Тогда W(T*) = 9W(T) + (р - 1)(р* - 3) = Ш(Т) + 
(р — 1)(3р — 5). Если константа m больше максимальной степени вершин 
в Т и к = га — deg(v) для каждой вершины г? Е V'(T), то И^(Т*) — 
(га - 1) 2 ЩТ) + (р* - I)2 = (га - l)2W{T) + [(га - 1)р + I]2 [40]. 

2. Индекс Винера графов гексагональных систем 

Пусть в правильной гексагональной решетке, расположенной на 
плоскости, сделан обход по сторонам шестиугольников так, что получен­
ная замкнутая ломаная не имеет самопересечений. Тогда множество всех 
шестиугольников в ограниченной этой ломаной области образует конеч­
ную гексагональную систему. Таким системам естественным образом 
ставятся в соответствие связные графы, называемые графами гексаго­
нальных систем. Вершинам шестиугольников соответствуют вершины 
графа, а сторонам шестиугольников — ребра графа. Для различения 
классов графов гексагональных систем удобно использовать понятие ха­
рактеристического графа. Центру каждой грани графа гексагональной 
системы ставится в соответствие вершина характеристического графа, 
и две вершины соединяются ребром, если соответствующие грани явля­
ются смежными (рис. 4). 

Обозначим через ^ класс графов гексагональных цепей с h гранями, 
характеристические графы которых изоморфны простой цепи (граф Нг 
на рис. 4). Более широкий класс Л^ образует множество графов гексаго­
нальных систем, содержащих h граней, характеристические графы кото­
рых изоморфны деревьям (граф Н2 на рис. 4), ^ С Jfh- Множество всех 
графов с h гранями, в характеристических графах которых имеется хотя 
бы по одному циклу, обозначим через £Ph (граф # 3 на рис. 4). Введен­
ные множества включают в себя семейства молекулярных графов аро­
матических углеводородов (класс J(fh содержит ката-конденсированные, 
а класс &h — пери-конденсированные структуры) [5, 41]. 

Множество всех графов гексагональных систем обозначим через 
Jfh = Jfh\j0Ph. Вершина графа называется внутренней, если она принад­
лежит трем его граням. Если Н € J ^ , то граф имеет p(H) = 4h + 2 — щ 
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Hi Н2 Н3 

Рис. 4- Графы гексагональных систем из классов ^9) Ж10 и £Р7 

вершин и q(H) = bh + 1 - щ ребер, где щ — число внутренних вер­
шин в Н. 

Как и в случае деревьев, рассматриваемые далее формулы для вы­
числения индекса Винера основаны на понятиях сегмента и ветвления 
в графах гексагональных систем. 

Связный подграф S называется сегментом графа Н 6 Ж^ если S 
состоит из граней графа Я , вершины характеристического графа S рас­
положены на одной прямой и 5 не содержится ни в каком другом та­
ком подграфе. Другими словами, каждая наибольшая по включению 
гексагональная цепь, не имеющая поворотов в Н\ является сегментом 
графа. Например, граф Я2 , изображенный на рис. 4, имеет 8 сегментов. 
Два сегмента могут иметь не более одной общей грани. Число граней 
в сегменте S называется его длиной и обозначается l(S). Известно, что 
среди графов из ^ наибольший индекс Винера имеет граф Lh, состо­
ящий из единственного сегмента, и W(Lh) — (16Л3 + 36Д2 + 26Д + 3)/3 
[30, 53]. По построению любой сегмент в Н £ Жн изоморфен графу Lk 
для некоторого к, 2 ^ к ^ h. 

Вначале рассмотрим класс гексагональных цепей Щ. Любая цепь 
Н £ ^н может быть представлена как последовательность сегментов 
5*1, #2 , . . . , 5П с длинами / ь / 2 , . . . , /п, где U — l(S{) и п ^ 1. Так как со­
седние сегменты имеют единственную общую грань, то h = 1\ + 12 + 
''' + In ~ п + 1- Пусть через центры граней сегмента проведена прямая 
линия. Сегмент называется разделяющим, если его соседние сегменты 
лежат по разные стороны от этой прямой, и неразделяющим в против­
ном случае. Концевые сегменты цепи будем считать разделяющими. 
Множество разделяющих и неразделяющих сегментов графа обозначим 
через Z и П соответственно. Для указания расположения сегментов ис­
пользуем двоичный набор {z1, z2,..., zn), где z{ — 1, если сегмент Si явля­
ется разделяющим, и Z{ — 0 в противном случае, 1 <С г ^ п. Очевидно, 
что упорядоченные наборы (/ ь /2? • • • ,1п) и (zi > z2-> • • • ,%п) однозначно 
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определяют гексагональную цепь из п сегментов. Через эти параметры 
индекс Винера гексагональных цепей вычисляется следующим образом. 

Утверждение 12 [20]. Пусть цепь Н £ ^н состоит из сегмен­
тов с длинами / ь /2? • • • ,1п

 и параметрами их расположения zx, z2,..., zn. 
Тогда 

n n / 

W(H) = ]Г W{LU) - 27(n - 1) + 16 Y, I (*« - 1) 
t = l «' = 1 ^ 

n Г n "I \ 

Y \(h + lk + l)(lk-l) + (2lk-S + zk) Y(lj-1)\) 
z—* i i L „•_ j . i i J / 

X 
Jb=t + 1 

(14) 

Набор (/i,/2? • • -Jn) порождает множество цепей из п сегментов. Из 
полученной формулы следует, что при возрастании числа разделяющих 
сегментов в графах из ^ значение индекса Винера увеличивается. 

Известно, что для произвольных графов H,Hl £ Jth справедливо 
соотношение W(H) = W(H') (mod 8) [31]. Формула (14) была исполь­
зована для установления новых условий сравнимости значений индекса 
Винера графов гексагональных цепей с одинаковым числом сегментов 
[21]. Сегмент четной длины называется четным, а в противном слу­
чае — нечетным. Обозначим через пе(Н) и п0(Н) число четных и не­
четных сегментов в графе Н соответственно. 

Следствие 1 [21]. Если цени Н,Н' £ ^ СОСТОЯТ ИЗ одинакового 
числа сегментов, то W(H) = W(H') (mod 16) тогда и только тогда, 
когда п0(Н) = п0(Н') (mod 4). 

Четность сегментов в цепи легко проверить непосредственно по диа­
грамме графа. Из этого результата следует необходимое условие совпа­
дения индексов Винера графов гексагональных цепей. 

Следствие 2. Пусть цепи H,Hf £ ^ таковы, что W{H) — W(H'). 
Тогда разность п0(Н) — п0(Н') делится на 4. 

Разделяющие и неразделяющие сегменты играют существенно раз­
ную роль при вычислении индекса Винера. Под удалением сегмента S 
из графа Н £ ^ будем понимать удаление из Н всех граней сегмента 
S. После такой операции две новые компоненты связности будут также 
графами гексагональных цепей. Число граней в этих цепях обозначим 
через hi - h±(S) и h2 = h2(S). Тогда h1(S) + h2(S) = h-l(S) для любого 
сегмента S. 

Утверждение 13 [24]. Пусть цепь Н £ ^ состоит из п сегментов 
с длинами li, 12,..., /п. Тогда 

W(H) = W(Lh) - 16 ]Г hxh2 - i(h2 + n - 1 - J2 K2) • 
s e n ^ t=i ^ 
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Таким образом, если гексагональные цепи имеют только разделяю­
щие сегменты, то для совпадения индексов Винера удается сформули­
ровать необходимые и достаточные условия в терминах длин сегментов. 
Эти условия наиболее просты для цепей с одинаковым числом сегментов. 

Следствие 3 [24]. Если Н,Н' 6 ^к состоят из одинакового числа, 
сегментов и все сегменты принадлежат Z, то W(H) — W(H') тогда 
и только тогда, когда 

п п 

£ t f = E'i2- (15) 
г = 1 г = 1 

Используя это равенство, можно построить бесконечные семейства 
пар гексагональных цепей с произвольным числом граней и равными 
индексами Винера. Например, если числа а, Ь и с таковы, что a2 + b2 = с2, 
то они определяют пары таких цепей с длинами сегментов к — а, к — Ь, 
k + a, к + b и к — с,к,к,к + с,тде к ^ с+2. Более простой способ построения 
таких графов состоит в перестановке сегментов друг с другом. Цепи 
с длинами сегментов 2,2,3 и 2,3,2 являются, очевидно, наименьшими 
графами, удовлетворяющими равенству (15). 

Для цепей с разным числом сегментов справедливо 

Следствие 4 [24]. Если цепи Я, Н' Е ^ состоят изп ип' сегментов 
соответственно и все сегменты принадлежат Z, TOW(H) — W(H') тогда 
и только тогда, когда 

п п' 

Таким образом, при установлении совпадения значений индексов Ви­
нера для цепей с разделяющими сегментами сами значения можно не 
вычислять. Из приведенных выше критериев следует простой способ 
построения графов с одним и тем же значением W. 

Следствие 5. Пусть цепь Н' получена из II 6 ^л путем переста­
новки двух сегментов из Z, расположенных между двумя ближайшими 
сегментами из П. Тогда W(H) — W(H'). 

Это следствие позволяет строить экспоненциальное число гексаго­
нальных цепей с равными значениями индексов Винера. Пусть п раз­
деляющих сегментов имеют попарно различные длины и расположены 
между ближайшими сегментами из множества fi. Тогда всевозможные 
перестановки этих сегментов дадут га!/2 неизоморфных графов с одина­
ковым W. 
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Rh-i 

Рис. 5. Рост случайной гексагональной цепи Rh 

В работе [47] рассматривался индекс Винера для случайных цепей. 
Случайная гексагональная цепь Rhj состоящая из h ^ 3 граней, полу­
чается последовательным присоединением новой грани к цепи Rh-i, по­
строенной на предыдущем шаге. Новая грань присоединяется случай­
ным образом к одному из трех ребер концевой грани в Rh-i- Пусть 
с вероятностями рг и р2 такими являются ребра, ближайшие к верши­
нам степени 3, а с вероятностью q — 1 - рг — р2 новая грань присо­
единяется к ребру, равноудаленному от вершин степени 3 (рис. 5). Ве­
личины р\ и р2 являются константами, не зависящими от предыдущих 
шагов. Такие случайные цепи используются для моделирования сопря­
женных полимеров (длинных ароматических углеводородов), для кото­
рых установлены хорошие корреляции между индексом Винера и физико-
химическими свойствами [47]. 

Утверждение 14 [47]. Пусть Wh — математическое ожидание ин­
декса Винера случайной цени Rh. Тогда Wi = 27? W2 = 1097 W3 = 
271 + 8g и при h ^ 4 

Wh = 4h3 + 16h2 + 6h + 1 + \q{ti> - ЗЛ2 -f 2Л) - UPl - p2)2F(h, g), 

h-3 
mo F(h. гЛ = V k(k 4- 1 Л(к -4- 2)nh-3~k. 
-'—•- \ n / t^d - - v • - • ~ / ч • - • — J л 

* = 1 

Функция F(h,q) монотонно возрастает по q на интервале (0,1) 
и F(h, 0) < F(h, q) <: F(h, 1), где F(h, 0) = (h- l)(h- 2){h- 3) и F{h, 1) = 
h(h-l)(h-2)(h-3)/4. Е с л и / 1 - > о с и д ^ 1,то lim F(h, q)/h3 =: 1/(1 - g ) 
и И^ ^ [4 + 4g/3 - 4(pi - p2)2/3(l - g)] /&3, т. е. Wh асимптотически ве­
дет себя как полином третьей степени по h. 

Перейдем теперь к более широкому классу графов гексагональных 
систем Jfh. Следующий результат о сравнимости значений индекса 
Винера показывает определяющую роль сегментов четной длины (след­
ствие 1 эквивалентно формулируется в терминах четных сегментов). 

Утверждение 15 [22]. Если Н,Н' € Jfh, то W{H) = W(E') 
(mod 16) тогда и только тогда, когда ne(H) = ne(H') (mod 4). 

Rh-i 

RH- V2 
\ 

( 
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Рис. 6. Конфигурации ветвления в графах гексагональных систем 

Этот результат был получен при изучении изменения значений W 
при преобразованиях, с помощью которых можно от произвольного гра­
фа из Jffh перейти к любому другому графу из этого класса. Из этого ут­
верждения следует необходимое условие для совпадения индекса Винера. 

Следствие 6. Пусть Н,Н' е Жк таковы, что W(H) = W(H'). 
Тогда пе(Н) — пе(Н') делится на 4. 

При нахождении вычислительных формул для W наряду с сегмен­
тами используются ветвления в графах из класса J(fh. Если грань графа 
Н € Жь, имеет не менее двух соседей и центры этих трех граней не ле­
жат на одной прямой, то такая грань называется гранью ветвления в Н. 
Пусть В есть множество всех граней ветвления в графе. Грань / £ В 
порождает конфигурацию ветвления графа, состоящую в общем случае 
из трех присоединенных к / подграфов G{ (рис. 6) с числом граней h{, 
г — 1,2,3 (один из подграфов d может быть пустым, hi — 0). Дру­
гая конфигурация ветвления графа определяется парой соседних граней 
/ , / ' £ В и включает подграфы (?;,(?• с числом граней Л,- и Ц, г — 1,2, 
соответственно. Один из подграфов пары (Gi,G2) или пары {G'^G^) 
может быть пустым. 

В следующей формуле вычисления индекса Винера используются 
только характеристики конфигураций ветвления графа. 

Утверждение 16 [23]. Если Н 6 ~#л, то 

W(H) = W(Lh) - s(b Y, hih2h3 - £ ( / ц - \){h2 - 1)(Л3 - 1) 
^ f£B ' /ев 

+ J > i ~ M(M - K) + \B\(h - 2)), (16) 

где последнее суммирование ведется по всем конфигурациям, порождае­
мым парами соседних граней ветвления f и f в Н. 

Вернемся к графу Н2 (см. рис. 4), имеющему 42 вершины (h — 10). 
По формуле (16) его индекс Винера может быть вычислен за несколько 
шагов: W(H2) = W(i 1 0 ) -8[5( l -2-6 + l-3-5 + l-l-7) + ( l - 0 ) ( l - 6 ) + ( 2 - l ) 
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п п 
Рис. 7. Графы гексагональных систем из 2Ph 

(3 - 1) + 4 • 8] = 6621 - 8(5 • 34 + 29) = 5029. Эту формулу можно ис­
пользовать для нахождения графов с равными индексами Винера. Пусть 
граф Н G <%к имеет единственную грань ветвления с тремя непустыми 
ветвями, состоящими из fol5 h2 и h3 граней. Из (16) следует, что для про­
верки совпадения индексов Винера графов П\ и II2 достаточно убедиться 
в том, что W(H1) — W(H2) = 4hih2h3 + hxh2 + кгк3 + h2h3. Нетрудно 
установить, что при h ^ 40 существуют 12 пар графов с совпадаю­
щим W (в каждой паре графы имеют одинаковое число граней). Наи­
меньшие графы принадлежат <Ж26 и имеют ветви из 1, 4, 20 и 2, 2, 21 гра­
ней. Другие применения формулы (16) обсуждаются в [23]. Так как зна­
чение W(Lh) можно представить в виде W(Lh) = \ (4^4) - 1 = \ {Р~1~2) ~ ^ 
то отметим аналогию между (16) и формулой (10) для деревьев со степе­
нями вершин, не превышающими 3 (степени вершин характеристичес­
кого графа в Н 6 Jifh также не превосходят 3). 

Следствие 7. Если II G г ^ , то 

W(H) = W(Lh) - 8 ( ] Г hxh2 + £ > ! ~ h'2)(K - h'2)) . 
^ /ев ' 

Пусть каждая цепь J?, Hl £ ^ состоит из двух сегментов. Так как 
W(H) - W(Lh) - 8hih2, то W(H) = W(H') тогда и только тогда, когда 
hih2 — h^h'z (что эквивалентно (15)). Ясно, что равенство индексов 
Винера влечет изоморфизм графов Н и Н'. 

До недавнего времени для графов гексагональных систем из класса 
&h не было известно способов вычисления индекса Винера, отличных 
от непосредственного нахождения расстояний между всеми парами вер­
шин графа. Как и в случае деревьев, вначале аналитические выражения 
индекса Винера были получены для графов из i ^ , имеющих конкрет­
ную геометрическую форму — треугольную, трапециевидную, паралле-
лограммную и др. (рис. 7) [85, 86]. Этот подход основан на «спрямле­
нии» диаграммы графа, вложении его в прямоугольную координатную 
сетку и вычислении расстояния между соответствующими узлами сетки. 
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Si S2 S3 Tr3 \5a Tr3\S2 Tr3\S3 

Рис. 8. Реберные разрезы графа Тг3 

Например, для графа правильной треугольной формы Тгп со сторонами 
из п > 1 шестиугольных граней 

W(Trn) = п(п + 1)(4тг3 + Збтг2 + 79тг + 1б)/10, 

а для графа Ргп в виде равностороннего параллелограмма со стороной 
из п ^ 1 граней 

W(Prn) = n(34n4 + 170n3 + 200n2 + Юп - 9)/15. 

Недостатками этого метода являются трудоемкие вычисления 
и практическая невозможность его применения к графам произвольной 
формы. 

Более простой и эффективный метод расчета индекса Винера произ­
вольных графов из Jfh предложен в [48] и далее развит в [37, 38, 42, 45, 
54, 63, 65]. Он основан на удалении ребер из графа и называется методом 
элементарных реберных разрезов. Реберный разрез в графе определяет 
прямая линия, проходящая через центры противоположных ребер ше­
стиугольной грани. При таком разрезе из графа удаляются все ребра, 
пересекаемые этой линией (при этом пересекаемые грани должны обра­
зовывать связный подграф). Например, в графе Тг3 (рис. 8) можно сде­
лать 9 реберных разрезов, три из которых отмечены линиями. Каждый 
реберный разрез S графа Н приводит к появлению двух новых графов 
с Pi(S) и p2(S) вершинами, где Pi(S) + P2{S) — р(Н). На рис. 8 изо­
бражены пары таких графов после реберных разрезов 5 I , 5 2 H 5 3 В ТГ3 

(рядом с каждым графом указано число его вершин). 

Утверждение 17 [48]. Если Н Е J4?h, то 

W(tf) = J > ( S ) A(S), (17) 

где суммирование ведется по всем реберным разрезам S графа Н. 
Отметим совпадение (17) с формулой (7) вычисления индекса Ви­

нера деревьев. Применяя к графу Тг3 формулу (17), находим W{Tr3) — 
3(7-15+ 8 - 1 4 + 3 - 1 9 ) = 822. 
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В методе реберных разрезов существенно используется то, что гра­
фы из Jfh являются бинарными графами Хемминга, т. е. существует 
отображение / : V(H) —> {0,1}* такое, что p(l(u)J(v)) - dH(u,v) для 
любых вершин u,v e V(H), где р — расстояние Хемминга. Пусть граф 
Н имеет реберные разрезы 5 Ъ 52 , •. -Sk и граф Н \ Si распадается на 
компоненты связности G*- и G], i — 1,2,... , А;. Тогда отображение / 
задается следующим образом: U(v) = 0, если v 6 V(Gf?), и l{(v) = 1, если 
v € V(Gj). 

Отметим, что сегменты и реберные разрезы являются естествен­
ными характеристиками структуры рассматриваемых графов и активно 
используются в теории гексагональных систем. Так, например, в [4, 84] 
получены условия существования совершенных паросочетаний в терми­
нах сегментов в графах из &h. 

3. Обобщения индекса Винера 

Некоторые из рассмотренных выше формул вычисления индекса Ви­
нера были обобщены или использованы без изменений для произвольных 
графов (см. обзор [79]). Кратко рассмотрим известные инварианты, для 
которых найдена их связь с индексом Винера деревьев и графов гексаго­
нальных систем. 

Применение формулы (7) к произвольным графам привело к появле­
нию сегедского индекса Sz(G) графа G. Установлено, что Sz(G) ^ 
W(G) для любого графа G и равенство выполняется тогда и только тог­
да, когда каждый блок графа G является полным подграфом. Как и для 
индекса Винера, для Sz{G) справедливо соотношение Sz(H) = Sz(H') 
(mod 8) для любых графов Н,Н' 6 ^к- Однако условия сравнимости 
значений по модулю 16, сформулированные в терминах длин сегментов, 
имеют другой вид. Обзор свойств и полная библиография по Sz приво­
дятся в [43]. 

Сумма из правой части (6) рассмотрена в [27] в качестве нового 
инварианта и явилась главной частью молекулярного топологического 
индекса (или индекса Шулъца) MTI(G) графа G, задаваемого следую­
щим образом: MTI(G) = I]deg(t;)rfG(v) + X^eg(-y)2. Этот индекс имеет 

V V 

многочисленные химические приложения [79]. Показано, что МТ1(Г) = 
4W(T) - р(р - 1) + Y,&eg(v)2 для любого ^-вершинного дерева Т [66]. 

V 

Для любого графа Н из класса Жк справедливо равенство МТ1(#) = 
5W(H)-(12h2-Uh + 5) [25]. 

Доказательства формул (7) и (8) основаны на удалении из дерева 
ребер или сегментов и подсчете вершин в компонентах связности. Если 
применить эту процедуру к любой цепи дерева (при этом удаляются 
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также все ветви, присоединенные к внутренним вершинам цепи), то 
в результате придем к понятию гипер-индекса Винера WW(T) дере­
ва Т [50]. Для любого дерева Т эти инварианты связаны соотношением 
WW(T) = 2И^(Т) + J2^T(U^V)2\ /4. Эта формула была взята за опре-

деление гипер-индекса Винера произвольного графа. 
Сумма из (11), рассматриваемая для произвольных графов, называ­

ется квази-индексом Винера. Другой инвариант основан на представ­
лении графа как электрической схемы с единичными сопротивлениями 
ребер [67]. В качестве расстояния берется электрическое сопротивление 
между узлами схемы (вершинами). Сумма расстояний между всеми вер­
шинами графа (т. е. индекс Винера в новой метрике) называется индек­
сом Кирхгофа. Оказалось, что значения квази-индекса Винера и индекса 
Кирхгофа произвольного графа совпадают [51]. 

Целесообразность построения разнообразных инвариантов молеку­
лярных графов обсуждается в [6, 8, 83]. 

Заключение 

Некоторые направления исследований индекса Винера остались за 
рамками настоящего обзора. Не рассмотрены методы построения эф­
фективных компьютерных алгоритмов вычисления индекса Винера. Из­
вестно, что W вычисляется для деревьев и графов гексагональных сис­
тем с линейной трудоемкостью по числу вершин [17, 78]. Почти не за­
трагивался важный для приложений вопрос о дискриминирующей силе 
индекса Винера, т. е. о его способности различать неизоморфные графы 
с одинаковыми параметрами [2, 57, 60]. Изменение индекса Винера при 
преобразованиях графов гексагональных систем и построение графов 
с равными значениями W изучались в [1, 38, 81, 82]. 
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