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А-замыкание на множестве функций многозначной логики опре­
деляется как замыкание относительно операций суперпозиции и пере­
хода к двойственным функциям для подстановок из знакопеременной 
группы. С помощью оператора А-замыкания определяется Л-клас-
сификация функций многозначной логики. Класс Ik идемпотентных 
функций при к ^ 5 является одним из двух, а при к — 4 — одним из 
четырех А-предполных классов в Рк. На множестве Ек определяется 
12 типов стандартных отношений, называемых основными, и доказы­
вается, что любой А-замкнутый класс функций из 1к можно задать 
подходящим набором основных отношений. 

Пусть Рк есть множество всех функций &-значной логики [23]. Од­
ной из основных проблем в теории функций многозначной логики явля­
ется проблема построения эффективных классификаций множеств РА, 
базирующихся на операции суперпозиции. Известно [25], что при к ^ 3 
классификация множества Р^, основанная на одной лишь операции су­
перпозиции, является континуальной. В связи с этим трудно ожидать 
сколько-нибудь подробных описаний данной классификации. Поэтому 
дальнейшие продвижения в решении классификационных проблем свя­
зывают либо с расширением (обобщением) операции суперпозиции, либо 
с добавлением к операции суперпозиции новых операций. Предполага­
ется, что расширение операции суперпозиции или добавление новых опе­
раций должно привести к вполне обозримым (конечным или счетным) 
классификациям, напоминающим, например, хорошо известную класси­
фикацию множества Р 2 , выполненную Постом [27, 28, 24]. В принципе 
выбор новых операций не ограничен: здесь могут быть алгебраические, 
логические, программистские и иные операции. Однако поскольку в те­
ории функций многозначной логики операция суперпозиции представ­
ляется центральной, дополнительные операции в наибольшей степени 
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должны соответствовать задачам и методам изучения функциональных 
систем Рк с операцией суперпозиции. 

В конце 70-х годов в теории функций многозначной логики и в уни­
версальной алгебре возникла идея классифицировать множества Рк отно­
сительно операции суперпозиции вместе с операциями перехода к двой­
ственным (сопряженным) функциям для подстановок из фиксированной 
группы. Сначала эта идея была реализована для функций, которые ин­
вариантны относительно операций взятия двойственных функций, т. е. 
для функций, самодвойственных относительно всех подстановок из за­
данной группы. Прежде всего, были рассмотрены полные симметричес­
кие группы Sk подстановок на множестве Ек. Было доказано [2-4], что 
при любом fc, к ^ 3, число замкнутых (относительно операции суперпо­
зиции) классов в Pfc, состоящих из функций, которые самодвойственны 
относительно любых подстановок группы S*, конечно и зависит от к 
линейным образом. Каждый из этих замкнутых классов имеет вполне 
эффективное описание, а также конечный базис по суперпозиции. Ана­
логичная задача была решена при любом к, к ^ 4, для знакопеременной 
подгруппы Ак группы Sk [5, 7]. (При к = 3 ситуация принципиально 
иная: число замкнутых классов в Р3, которые состоят из функций, са­
модвойственных относительно любых подстановок группы А3 , контину­
ально [6].) 

Результаты из [2-5, 7] составили ядро, вокруг которого впоследствии 
были определены [17-19] конечные классификации множеств Рк, основан­
ные на операции суперпозиции и операциях перехода к двойственным 
функциям для подстановок группы Sk (б'-клаесификации). Отметим, 
что в работах [2, 4, 7, 17, 18] все доказательства проводились тради­
ционным «функциональным» образом: замкнутый класс — конечный 
базис — предполные классы. 

Совершенно иной подход в решении проблем классификации откры­
вает применение теории Галуа для алгебр Поста [1]. Суть его состоит 
в том, что вместо классов функций, замкнутых относительно опера­
ции суперпозиции, можно двойственным образом рассматривать классы 
отношений, замкнутые относительно некоторых логических операций. 
При этом отношения можно трактовать как определяющие свойства зам­
кнутых классов функций. В [9, 10, 14] в терминах отношений и операций 
над ними выполнена большая часть построения ^-классификации функ­
ций многозначной логики. 

В [20, 21] замечено, что основное свойство 5-классификаций — ко­
нечность числа замкнутых классов — сохраняется, если вместо груп­
пы Sfc взять подгруппу G с большой степенью транзитивности. Наи­
большей (как по числу элементов, так и по степени транзитивности) 
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из собственных подгрупп группы S* является знакопеременная груп­
па А*. Соответствующая классификация множеств Рк названа в [13] 
А-классификацией. Наличие двух полных альтернативных версий по­
строения ^-классификации и близость группы Ак к группе S* позволили 
высказать предположение, что так же, как для ^-классификации, все по­
строения и доказательства по А-классификации могут быть выполнены 
в полном объеме. 

В работе [11] мы начали исследование по А-классификации, доказав, 
в частности, что при любом &, к ^ 5, единственными А-предполными 
классами в Рк являются класс 1к всех идемпотентных функций и класс 
SLk Слупецкого (последний класс является предполным в Рк относи­
тельно операции суперпозиции). При к = 4 к перечисленным А-пред-
полным в Рк классам добавляются еще два: класс К4 функций, само­
двойственных относительно подстановок из четверной группы Клейна, 
и класс L4 квазилинейный функций (последний т<л^сс также является 
предполным в Р4 относительно операции суперпозиции). Кроме того, 
в [11] установлено, что единственными А-предполными классами в К4 
являются классы К4 П /4 и К4 П Ь4. 

Таким образом, дальнейшее построение А-классификаций множеств 
Рк сводится к перечислению всех А-замкнутых классов, содержащихся 
в Ik, SLkj а также в L4. Мы разделили эту задачу на две части: более 
простую для классов SLk,L4 и существенно более сложную для клас­
сов Д. Решение задачи для классов SLk,L4 содержится в [16]. Что ка­
сается классов 1к, то решение задачи для них использует теорию Галуа 
для алгебр Поста и в свою очередь разбито на три этапа. 

На первом этапе [13] рассмотрены двуместные отношения, представ­
ляющие собой графики частичных инъективных функций. Выделено 9 
типов стандартных отношений, названных основными, и доказано, что 
всякое двуместное отношение — график частичной инъективной функ­
ции — А-эквивалентно некоторому основному отношению. Все изложе­
ние в [13] проведено на функциональном языке, а основной результат 
представляет собой А-классификацию частичных инъективных функ­
ций. 

На следующем этапе [15] завершена редукция произвольных дву­
местных отношений к основным отношениям. Установлено, что всякое 
множество двуместных отношений, содержащее отношение х = 0, А-эк­
вивалентно подходящему набору основных отношений. 

В настоящей работе, используя основной результат из [15], мы по 
индукции доказываем, что любое (не обязательно конечное) множество 
отношений, содержащее отношение х — 0, А-эквивалентно некоторому 
набору основных отношений. В терминах функций многозначной логики 
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это означает, что любой А-замкнутый класс функций, содержащийся 
в I*, может быть задан с помощью конечного набора основных отно­
шений. Поскольку при любом &, k ^ 4, число основных отношений на 
Ек конечно (10 типов при к ^ 5 и 12 типов при к = 4), мы получаем 
конечную эффективную классификацию множества 1к. Вместе с анало­
гичными классификациями множеств SLk и L4 это дает конечную эф­
фективную классификацию всего множества Рк. 

Отметим, что доказательство основного результата во многом по­
добно доказательству аналогичного результата из [14], установленного 
для ^-классификации. Поэтому часть утверждений из [14] мы приводим 
без доказательства, но с необходимыми дополнениями, учитывающими 
специфику группы А*. 

1. Основные понятия 

Пусть к — натуральное число, Ек = { 0 , 1 , . . . , к — 1}, Рк — мно­
жество всех конечноместных функций на Ек (множество всех функций 
fc-значной логики). Через Sk обозначим полную симметрическую группу 
подстановок на Ек, а через А^ — знакопеременную подгруппу в Sk 
(подгруппу всех четных подстановок на Ек). Селекторными называем 
функции е" (ж ь . . . , ж ь . . . ,£п) — Xi, где п ^ 1 и 1 ^ i ^ п. Если 
f(xu... ,жп) е Рк и ж 6 S*, то функция 

Г(хи . . . , Хп) = Ж"1(/(ж(х1), . . . , ж(хп))) 

называется двойственной к / относительно подстановки ж. 
На множестве Рк предполагается заданной операция суперпозиции 

[23]. Если F С Pfc, то через [F] обозначается замыкание множества F 
относительно операции суперпозиции. Множества вида [F] называются 
замкнутыми классами, замкнутый класс из ± к называем j-L-Зймкнутым^ 
если вместе с любой функцией / ему принадлежат все функции вида /*", 
где ж € А*. Через [F]A обозначаем А-замыкание множества функций F. 

Наряду с функциями на Ек рассматриваем также отношения на Ек. 
Совокупность всех отношений на Ек обозначаем через Щ. Если отноше-
ния /?(#1,.. . , £ т ) , сг(ж1?... , жп) принадлежат Щ, то конъюнкцией отно­
шений р, а называем (га + п)-местное отношение 

р{хх,... , xm)hayxrn^i^... , хт+п). 

Проекцией отношения />(жь... , жт) по переменной ж,-(1 ^ г ^ га) назы­
вается (га — 1)-местное отношение 

(Зх()р(хи... , £ Ь . . . ,Жт). 
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Операции перестановки и отождествления переменных для отношений 
предполагаем известными. Если р Е Щ и ж — подстановка на Ек, то 
отношение 

р*(хи . . . , хш) = р(тг(хг),... , тг(жш)) 
называем двойственным к р относительно подстановки 7Г. Диагона­
лями называем отношения, которые можно получить из элементарных 
диагоналей вида ж?: — Xj с помощью операций конъюнкции, переста­
новки и отождествления переменных. Тождественно ложное отноше­
ние будем называть также пустым отношением. Пусть />(я)1, • • • чхт)-> 
сг(х1,... , хш) — отношения на Ек. Если отношение />, рассматриваемое 
как подмножество множества J5™, содержит отношение а, то отноше­
ние р называется расширением отношения сг, а отношение а — сужением 
отношения р. Если 7Г — подстановка, то отношение тс(х) = у называется 
графиком подстановки тг. 

Если R С ГЦ, то через [R] обозначаем множество всех отношений 
из Щ, которые можно получить из отношений в R и диагоналей с помо­
щью операций конъюнкции, проектирования, перестановки и отождест­
вления переменных. Множества вида [R] называем замкнутыми клас­
сами (отношений). Замкнутый класс отношений [R] из Щ называем 
А-замкнугпым, если вместе с любым отношением р из [R] классу [R] 
принадлежат также все отношения вида />*, где 7г £ Ak. Через [R]A обо­
значаем Л-замыкание множества отношений R. Говорим, что множества 
отношений Л,Q являются А-эквивалентными, если [R]A — [Q]A-

Пусть / 0 Ь . . . ,xn) G Pk и р(хи ... ,хт) е Щ. Говорят, что функ­
ция / сохраняет отношение р, если для любых и наборов (а 1 1 ? . . . , аш1), 
. . . , (а 1 п , . . , , атп) из Е™, удовлетворяющих отношению р, набор 

(/(й-11? • • • ->а1п)? • • • 5 / K b • • • ^тп)) 

также удовлетворяет отношению р. Множество всех функций из Pkj 
сохраняющих отношение />, обозначим через Polp, а множество всех от­
ношений из Щ, которые сохраняет функция / , через Inv/. Легко про­
веряется, что для любой функции / и любого отношения р множество 
Pol/? является замкнутым классом функций, содержащим все селектор­
ные функции, а множество Inv/ — замкнутым классом отношений, со­
держащим все диагонали. 

Отображения Pol и Inv распространим на все подмножества из Щ 
и Рк: если R С Щ и F С Р ь то 

PoLR = f] Polp, InvF = P | Inv/. 
pen feF 

Отображения Pol и Inv определяют соответствие Галуа [22] между час­
тично упорядоченными по включению множествами всех подмножеств 
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из Рк и всех подмножеств из Щ. При этом Галуа-замкнутыми мно­
жествами являются замкнутые классы функций из Р*, которым при­
надлежат все селекторные функции, и замкнутые классы отношений 
из Щ, содержащие все диагонали [1]. Более того, отображение Pol 
(или Inv) задает антиизоморфизм между частично упорядоченными мно­
жествами замкнутых классов функций и замкнутых классов отноше­
ний. Нетрудно видеть, что для рассматриваемых соответствий Галуа 
А-замкнутым классам функций отвечают А-замкнутые классы отно­
шений и А-замкнутым классам отношений — А-замкнутые классы 
функций. 

Таким образом, описание А-замкнутых классов функций, содержа­
щих селекторные функции, равносильно описанию А-замкнутых классов 
отношений, содержащих диагонали. 

Если Е — конечное множество, то через \Е\ обозначаем число эле­
ментов в множестве Е. 

Для любого &, к ^ 4, следующие отношения на Ек называем основ­
ными: 

(1) ЕЦх) = (хе Et), l^i<k; 
(2) /4(* , у) = Е1(х) к ЕЦу) к (х ф у) V (х, у е {2 ,3 , . . . , i - 1 » к 

(х = у), 2 ^ г ^ к; 
(3) и{(х,у) = (х = 0) к (у = 1) V (х,у е {2 ,3 , . . . ,t}) к (х = у), 

2 ^ г ^ к — 1; 
(4) 4(*,У) = Е3

к(х) к ЕЦу) к (х + 1 = y)V(x,ye { 3 , . . . , * - 1}) к 
(ж = у), где сложение рассматривается по модулю 3 и 3 ^ г ^ к] 

(5) вк(х,у) = Е&х) к (х + 1 = у) V (х,у е { 3 , . . . , * - 1}) к (х = у); 
(6) кк(х, у) = (ЕЦх) к ЕЦу) V (х, у е {2,3}) к (х ф у); 
(7) (к(х, у) = (х е {0 ,2 , . . . , 2к - 2}) к {х + 1 = у), где fc четно; 
(8) ^,У)= (* = 0 ) & ( у = 3 )V(z = 2 ) & ( y = l ) V ( z € { 4 , . . . , 

А; - 1,}) к (х + 1 = у), где к кратно 4; 
(9) хЦ*, У) = ЕЦх) к ЕЦу) V * = у = i - 1, 2 <$ г <$ *; 

(10) Лл(ж,у,;г) = El{x) к El{y) к E%(z) к (x + y+z = 0), где сложение 
рассматривается по модулю 2; 

(11) к\(х,у) = #£(а) & к4(я,у); 
(12) Xi + х2 = ж3 + ж4, где + обозначает сложение в поле GF(4) с ну­

лем 0 и единицей 1. 
Основные отношения (1)-(7), (9)—(12) вводились в работах [9, 10]. 

Кроме того, отношения (2)-(8), (11) представляют собой графики соот­
ветствующих основных функций из [13]. 
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На рис. 1 отношения (2)-(9), (11) изображены в виде двудольных 
графов, ребра которых соответствуют наборам, удовлетворяющим дан­
ным отношениям. 
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Класс Ik состоит из всех идемпотентных функций, принадлежащих 
РЛ, т. е. таких функций / , что / ( ж , . . . , х) — х. Нетрудно видеть (см., на­
пример, [11]), что класс Ik определяется всеми отношениями вида х — а, 
где a £ Ек. Иными словами, 1к = Ро1{ж = 0 , . . . , ж = к — 1}. Так как 
класс 1к является А-замкнутым, а множество [{£*(Ж)}]А включает все 
отношения ж = 0 , . . . ,ж = & — 1, то имеем Ik — Yo\[{El{x)}]A. Тем самым 
описание всех А-замкнутых классов идемпотентных функций, содержа­
щих селекторные функции, сводится к описанию всех А-замкнутых клас­
сов отношений, содержащих отношение Ек(х) = (х = 0). 

2. Вспомогательные утверждения 

Лемма 1 доказана в [14] (лемма 2). 

Лемма 1. Пусть отношение р(х 1 , . . . , хп) представимо в виде КОНЪ­
ЮНКЦИИ одно- и двуместных отношений (не обязательно с непересекаю­
щимися множествами переменных). Тогда 

р ( ж 1 ? . . . ,жп) = ( & сгг-(хг))&( & т0-(ж£,ж,-П, 

где (Ti(xi) — проекция отношения р(хг,. . . , хп) по всем переменным, от­
личным от х{, a Tij(xi,Xj) — аналогичная проекция по всем переменным, 
ОТЛИЧНЫМ ОТ X{,Xj. 

Аналог леммы 2 для случая 5=замыкания приведен в [14] (лемма 3). 

Лемма 2. Пусть П — множество одно- и двуместных отношений 
на Ekl все двуместные отношения которого имеют вид 

(ж! е ЕЩ1г(хг) = х2), (1) 

где Е С Ек и 7Г — подстановка на Ек. Тогда произвольное отноше­
ние из [Л]А можно представить в виде КОНЪЮНКЦИИ ОДНО- И двуместных 
отношений из [ЩА, причем все двуместные отношения имеют вид (1). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Очевидно, что для доказательства леммы дос­
таточно изучить строение отношения 

(3xj)p(xu... ,xh... ,жп), (2) 

где отношение р представимо в виде конъюнкции К одно- и двумест­
ных отношений указанного в лемме вида. Случай, когда переменная Xj 
в конъюнкции К встречается лишь в одноместных отношениях, тривиа­
лен. Поэтому пусть переменная Xj в конъюнкции К входит в некоторое 
двуместное отношение, например в отношение (1). Можно считать, что 
j = 2, поскольку отношение (1) представимо также в виде 

(х2 е тг(Е)Щхх = т г - 1 ^ ) ) . 
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Если теперь 
р(хъ . . . , хп) = (хг £ Е)к(тт(х1) = ж2)&а(жь . . . , жп), (3) 

то отношение (2) эквивалентно отношению 
(хх £ E)ka(xu 7г(ж!), ж3 , . . . , жп). (4) 

В конъюнктивном представлении последнего отношения может встре­
титься отношение вида 

(х{ £ F)&(r(st-) - 7r(a?i)), 

которое, очевидно, эквивалентно отношению 

( х , . е Л & И ф . - ) ) = а!1), 
имеющему вид (1). 

Таким образом, любое отношение p{xi,... , жп) из [П]А представимо 
в виде конъюнкции К одно- и двуместных отношений, причем все дву­
местные отношения имеют вид (1). Покажем, что все конъюнктивные 
сомножители из К можно считать принадлежащими множеству [П]А. 
Пусть, например, отношение г(ж,-,ж<7-) входит в К, а г^(жг-,^-) есть про­
екция отношения />(#!,... ,#п) по всем переменным, отличным от жг-,жу. 
Тогда отношение г^(жг-,^), рассматриваемое от всех переменных 
xXj... , жп, есть расширение отношения /?(жь . . . , хп). С другой стороны, 
если истинно значение тг;-(аг-, а,), то ввиду вхождения г(жг-, ж,-) в конъюнк­
цию К должно быть также истинно значение т(^^а^). Следовательно, 
отношение т(ж,-,ж;-) есть расширение отношения т^(ж,-,жу). Поэтому со­
множитель r(xi,Xj) в конъюнкции ii можно эквивалентным образом 
заменить отношением тг-да;г-, ж7-). Вместе с тем тг;- £ [{/>}]л и, значит, 
Tij £ [Л]л. 

Аналогичным образом любой сомножитель <т(ж,-) из К можно 
заменить отношением <7t-(#i), которое является проекцией отношения 
п(х* . . . х--} по всем переменным отличным от х-. Лемма 2 щж^затта 

Следующая лемма доказана в [14] (лемма 5), где специфика £-замы-
кания не используется (см. также лемму 2 из [12]). 

Лемма 3. Пусть П — множество одно- и двуместных отношений 
на Еь, все двуместные отношения которого имеют вид (1) или 

(х £ E)k{y £ F)k(xx = aWx2 = b), (5) 

где ЕС Еку F С Ек} а £ Е, b £ F. Тогда произвольное отношение из [Л]Л 
можно представить в виде КОНЪЮНКЦИИ ОДНО- И двуместных отношений 
из [П]д, все двуместные отношения которой имеют вид (1) или (5). 

Аналог леммы 4 для случая 5-замыкания приведен в [14] (лемма 7). 
Кроме того, лемма 4 довольно близка лемме 2 из [8], на которую мы 
будем опираться при доказательстве леммы 4. 
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Лемма 4. Пусть П — множество одно- и двуместных отношений 
на Ек, все двуместные отношения которого имеют вид (1). Тогда, про­
извольное отношение из [П U {А*}]д можно представить в виде конъюнк­
ции одноместных отношений из [П U {Afc}]A? двуместных отношений из 
[П U {А^}]А вяда (1) и отношений из [П U {Afc}]A вида 

{ХХ € Л ) & . . .&(ЯП € Fn)&(7Ti(si) + . . . + 7ГП(*П) - 0), (6) 

где п ^ 2, |^\ | = . . . = |Fn | = 2, 7г ь . . . , жп — подстановки на Ек такие, 
что TT(FI) = . . . — 7r(Fn) = E2, и сложение рассматривается по модулю 2. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть р(х1^... , жп) — непустое отношение из 
[П U {А^}]А, которое представимо в виде конъюнкции К отношений из 
[П U {Afc}]̂  указанных в формулировке типов. Покажем, что отноше­
ние (2) можно представить в виде конъюнкции одноместных отношений, 
отношений вида (1) и отношений вида (6) (не обязательно входящих 
в множество [П U {А^}]^). Тогда из леммы 2 [8] следует, что сомно­
жители этой конъюнкции можно выбрать из множества [{/>}]А? Т - е- и з 

множества [Пи{А^}]^. Этого достаточно для доказательства леммы, по­
скольку рассмотрение операций перехода к двойственным отношениям 
для подстановок из группы Afc, а также операций конъюнкции, переста­
новки и отождествления переменных не вызывает никаких затруднений. 

Чтобы исключить тривиальный случай, будем предполагать, что 
переменная Xj из конъюнкции К входит по крайней мере в одно неодно­
местное отношение. Пусть сначала это неодноместное отношение имеет 
вид (1). Для упрощения обозначений будем считать, что оно совпадает 
с отношением (1) и j — 2. Так же, как в доказательстве леммы 2, если 
имеет место эквивалентность (3), то отношение (2) эквивалентно отно­
шению (4). Поэтому все сомножители вида (1), входящие в конъюнк­
тивное представление отношения <т, после замены переменной х2 выра­
жением TT(XI) вновь будут иметь вид (1). 

Пусть в конъюнкцию К входят сомножители вида (6), содержащие 
переменную ж2, например само отношение (6). Рассмотрим отношение 

(хг е Fi)&0r(si) G F2)k(x3 e F3)& .. .&(zn € Fn)k 
{'к1(х1) + ^(^(a?!)) + 7Г3(ж3) + . . . + тгп(жп) = 0). (7) 

Можно считать, что JF\ П 7r_1(F2) / 0 и n ) 3. Если множество F[ — 
Fi П 7T~1(JP2) состоит из одного элемента а и 7г1(а) + я"2(я"(а)) = ^ т о 

множитель (xi € F1)&(7r(a:1) 6 F2) в представлении (7) заменяем множи­
телем хг £ F[, а слагаемое irx(xi) + 7r2(7r(a;i)) опускаем. Аналогичным 
образом поступаем в том случае, когда Fx — nr~1(F2) и Кх{хх) = 7r2(7r(xi)) 
при Хх £ JPI. ЕСЛИ же ттх(хх) Ф тг2(7г(д:1)) при хх £ i*i, то слагаемое 
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^1(^1) + 7r2(7r(^i)) равно 1 на множестве i v Чтобы сохранить вид отно­
шения, опускаем слагаемое 7г1(ж1) + 7г2(тг(ж1)), а слагаемое 7Г3(ж3) заме­
няем слагаемым 7г3(жз)> ГДО 

,, ч Г^з(ж3) + 1, если ж3 € F3 , 
I ^зС^з) в противном случае. 

Таким образом, приходим к конъюнкции одноместных отношений и от­
ношений вида (6). 

Теперь предположим, что конъюнкция К не содержит сомножителей 
вида (1) с переменной Xj. Для упрощения рассуждений будем считать, 
что все сомножители конъюнкции К содержат переменную Xj. Тогда 

р(хи... ,£ ,• , . . . ,жп) = a{xj)k^i(xu... ,ж,-,... ,xn)k 
, Xj, . . . , Xn 

), (8) 

где (pi,... , <£m — отношения вида (6). Пусть, например, j = 1 и 

<Pi(xu . . . ,xn) = (хг e F{)& .. M(xn. e К^(7г[(хг) +... + <(жп<) - 0) 
при 1 ^ i ^ m. Можно считать, что для любого /, 1 ^ / ^ п, все 
существующие множества из последовательности Ff,... , F™ совпада­
ют. В самом деле, если, например, Ff ф Ff, то ввиду равенств \Ff\ — 
\Ff\ — 2 и в силу непустоты отношения р для некоторого элемента a 
имеем Ff П Ff — {а}. Тогда пересечение всех имеющихся множеств из 
{Ff,... , F™} также равно {а}. Поэтому в представлении (8) все конъ­
юнктивные сомножители вида х\ £ Ff можно эквивалентным образом 
заменить сомножителем ж/ = а, а сомножитель 

**(*!)+ ••• + <>„,) = 0 
при щ ^ / — сомножителем 

тг'ОО + . . . + Ttl^x^) + тг;+1(ж,+1) + . . . + <.(жп .) - 0, 

если 7г}(а) = 0, и сомножителем 

7ri(a?i) + . . . + v^xi-i) + rl+l(xl+l) + тг;+2(ж,+2) + . . . + 7rni(xni) = 0, 

если 7rJ(a) = 1, где 

/ ч / 7r?+i(^^+i) + *> е с л и ж^+1 е J;VI» 
г,+1(ж,+1)=< 

t 7Г;+1(ж/+1) в противном случае 
(при / = щ вместо отношения тг}+1 следует рассмотреть отношение 7г/

г_1). 
В случае / = 1 наряду с множествами FI,... , F™ аналогичным образом 
рассматриваем отношение a(xi). 
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Итак, можно предполагать, что 

р(хъ... ,хп) = [xi e 2^)&...&(жп G Fn)& 

( & (*{(*•) + ... + < « ) ) - о ) . 
Следовательно, 

(Зж1)р(ж1,... ,жп) = (х2 е F2)k. . .&(жп € Fn)& 

( & (^ + т4(4) + ... + < « J + ^(*i) + --- + < •« ) ) = о), 

где 

Г 0, если подстановки 7г5,7г{ совпадают на множестве J \ , 
1̂ 1 в противном случае. 

При Sij — 1, как и выше, подстановку ъ\ заменяем такой подстановкой 
Гз, чтобы придать отношению (9) вид (6). Лемма 4 доказана. 

Следующая лемма аналогична лемме 19 из [9]. 

Лемма 5. Пусть {a,6,c,d} С Ек, а фЪ, с ф d яр(х1,ж2,ж3) — такое 
отношение на Ekj что р(0, ж2, ̂ з) я р(1 ? ж2? жз) суть различные отношения 
вида 

(х2 е {а,Ь}Щтг(х2) = х3), (10) 
(ж2е{а,Ь})&(Жзе{с,<*}), (11) 

(ж2 € {а, Ь})&(ж3 6 {с, d})&(*2 - в V х3 = / ) , (12) 

где тг — подстановка на Ек, отображающая {а, 6} яа {с, с?}, а е £ {&,&} 
я / б {c,d}. Тогда Xk e [{El(x),p}]A. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как 

(х2 е {а,6}) = (Зж1)(3ж3)(^(ж1)&р(жъж2,ж3)), 

то множеству [{£^(ж),р}]д принадлежит отношение El(x). В дальней­
шем нам не потребуются отношения вида р(#,х2,ж3), где g (fc {0,1}. По­
этому можно считать, что 

p(xux2,xs) = ^(жа)&р(ж ьж2 ,£3) . 

Через ро(ж2, ж3)5 Pi(#2> жз) обозначим отношения р(0, ж2, ж3) и р(1, х2, ж3). 
Каждое из отношений р0, р\ может иметь вид (10)—(12). Таким обра­
зом, априори возможны 9 случаев. Три из них (р0 имеет вид (11) и рх 
имеет вид (10), р0 имеет вид (12) и р1 имеет вид (10), р0 имеет вид (12) 
и рх имеет вид (11)) сводятся к трем другим, если вместо отношения р 
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взять отношение //, двойственное к р относительно четной подстановки 
(01)(23). Случай, когда оба отношения />0, pi имеют вид (11), невозмо­
жен, поскольку отношения />0, Р\ различны. В итоге приходим к пяти 
случаям, подлежащим рассмотрению: р0 и рг имеют вид (10), р0 имеет 
вид (10) и pi имеет вид (11), />о имеет вид (10) и рг имеет вид (12), pQ 
имеет вид (11) и рг имеет вид (12), р0 и рЛ имеют вид (12). 

Первые три случая и последний случай полностью разобраны в лем­
ме 19 из [9], где от группы Sk требуется лишь 2-транзитивность. Ана­
логичным образом обстоит дело в четвертом случае, если к > 4. При 
этом вместо леммы 11 из [9] следует воспользоваться леммой 1 из [15]. 

Специфика группы Ак проявляется только при к = 4. Итак, пусть 
k — 4, ро имеет вид (11) и рг имеет вид (12), причем е = а и / = с. 
В соответствии с планом доказательства леммы 19 из [9] необходимо 
установить, что отношение \±\ принадлежит одному из множеств [{PI}]A, 
{{p{xu6,ж3)}]л? [{р(%ъх2,d)}]A. 

Если (с, d) = (а, Ь) или |{с,б?} П {а,6}| = 1, то р\ £ [{/>i)\U п о 

лемме 1 из [15]. Если (c,d) — (Ь,а), то при {а, Ь} = {0,1} или [{а, 6} П 
{0,1}| = 1 отношение р,\ принадлежит одному из множеств [{p(xub,x3)}]A 
или [{p(x1,x2,d)}]A согласно той же лемме 1. Пусть (с, d) = (b,a) 
и {а, Ь} П {0,1} = 0. Тогда отношения p(x1,b,x3), p(xn,x2,d) совпадают 
с отношениями г ь т2 (рис. 2). 

0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 к А 
/ 

/ 
/ 

3 3 2 2 3 3 2 2 3 3 2 

т1 т2 т3 1~4 Т 5 TQ 

Рис. 2 

Пусть отношения г3, г4 двойственны соответственно к т1}т2 относи­
тельно четной подстановки (01)(23). Положим 

тъ(хих2) = ri(xux2)kr3(xux2), 
г6(хих2) = т2(хих2)кт4(хих2). 

Тогда 
fil(xux2) = (Зу)(тБ(хиу)кт6(х2,у)). 

Предположим, что {c,d} П {а, Ь} - 0. Если |{e,d} П {0,1}| = 1, то 
согласно лемме 1 из [15] получаем р\ £ [{р(жьЬ,ж3)}]л- Пусть {c,d} = 
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{0,1}. Если (c,d) — (0,1), то вновь по лемме 1 из [15] получаем \х\ 6 
[{/>(#!, 6, ж3)}]л- Если же (с, d) — (1,0), то применяем указанную лемму 1 
к отношению (3y)(pi(x1}y)8zp(y,x2>d)). Если {с, с/} = {2,3}, то {а, 6} = 
{0,1}. При (а, 6) = (0,1) согласно лемме 1 имеем р\ 6 [{p(#i,#2> ^)}]л, 
а при (а, Ь) — (1,0) лемму 1 применяем к отношению (3y)(p(y,b,Xi)& 
Pi(y,%2))' Лемма 5 доказана. 

Доказательство леммы 6 практически полностью совпадает с дока­
зательством аналогичной леммы 6 из [14], установленной для 5-замыка-
ния. Стоит лишь обратить внимание на то, что в доказательстве лем­
мы 6 из [14] от группы Sfc требуется только 2-транзитивность, а вместо 
ссылок на леммы 1, 5 из [14] и лемму 11 из [9] необходимо сослаться на 
леммы 5 и 3 настоящей статьи и лемму 1 из [15]. 

Лемма 6. Пусть П — множество одно- и двуместных отношений 
на, Ек, содержащее отношение Ек(х), а все двуместные отношения из П 
имеют вид (1) или (5). Если р (£ [П]д, то в множество [II U {Р}}А входит' 
либо двуместное отношение, не принадлежащее множеству [П]д, либо 
отношение Хк. 

Лемма 7. Пусть П — множество одно- и двуместных отношений 
на Ек, все двуместные отношения которого имеют вид (1). Если р £ [Пи 
{А*}]А> ТО множеству [Пи{Л^,р}]д принадлежит двуместное отношение, 
не входящее в [П U {А^}]^. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЛЕММЫ 7 практически дословно совпадает с до­
казательством аналогичной леммы 8 из [14]. Отметим, что ссылки на 
леммы 2, 3 и 7 из [14] следует заменить ссылками на леммы 1, 2 и 4 насто­
ящей статьи. Кроме того, последние четыре строки из доказательства 
леммы 8 в [14] должны быть заменены следующими рассуждениями. 

Пусть 2 ^ j ^ n и с 2 , . . . , Cj_i, Cy+i,. .. , сп — такие элементы соот­
ветственно из множеств JF2, • • • , ̂ }-ъ ^}+ь • • • > Fn, что 

7Г2(С2) = . . . - 7 T J _ i ( c i _ 1 ) - Kj+1(cj + 1) = . . . = 7ГП(СП) = 0 . 

Тогда отношение р(хх, с 2 , . . . , Cj_l9 ж,, Cj+i, . . . , сп), принадлежащее мно­
жеству [{/>}]А -> имеет вид 

( ^ €*})&(*! = *,-(*,•))• (13) 
Из этих отношений и отношения 

ЕЦх^кЕЦу^к . ..kEl(yn)k(Xl + у2 + ... + уп = 0), 
содержащегося в [{А*}]л> получаем отношение р: 

р(хъ ...,хп) = (Зу2)... (Зуп) [Е2
к(х1)кЕ2

к(у2)к . ..кЕ2
к(уп)к 

(Xl + y2 + ... + yn = 0)k( к to €*})&(% = *Axi))))-
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Так как р £ [П U {Afc}]A, то множеству [П U {Afc}]A не принадлежит 
некоторое двуместное отношение вида (13). 

Доказательство леммы 8 идентично доказательству леммы 9 из [14]. 
Вместо фигурирующих там лемм 1-3 и 13 из [9] необходимо воспользо­
ваться леммами 2-4 из [13] и леммой 3 из [15]. 

Лемма 8. Пусть р — отношение на Ек и р ^ [{Щ(%)}]А- Тогда при 
к ^ 5 множество [{Е1(х),р}]А содержит отношение Е%(х), а при к = 4 — 
одно из отношений El(x), к4. 

Доказательство леммы 9 повторяет доказательство соответствую­
щей леммы 10 из [14]. Отметим, что вместо цитируемых там лемм 1-3, 
17 и теоремы из [9] необходимо воспользоваться соответственно лем­
мами 2-4 из [14], леммой 7 из [15] и теоремой 2 из [15]. 

Лемма 9. Пусть р — отношение на ЕА. Если р £ [{Е1(Х),К,4}]А, ТО 
множество [{Е1(х),к4,р}]А содержит одно из отношений Е1(х),г)\ или 
£i+z2 ~ ХЗ+ХА] если р £ [{El(x),7]l}]A, то множество [{Е\(х), г)\, р}\А со­
держит одно из отношений Е%(х), хг + х2 — х3 + х4\ если р ^ [{Е1(х), х1 + 
х2 = х3 + #4}]А? ТО множество [{E\(x),Xi + х2 — х3 + х4,р}]А содержит 
отношение rj*. 

Лемма 10. Пусть R — набор основных отношений на Ек, {Хк, \\} £ 
R и R не содержит отношений хх + х2 = х3 + х4 и хЪ ПРИ 3 > *• Тогда 
множество [R]A СОСТОИТ ИЗ отношений, представимых в виде КОНЪЮНКЦИИ 
одноместных отношений, двуместных отношений вида (1) я отношений 
вида 

(a?i € Ех)к...к{хт е Fm)ka{xu... ,хт), (14) 

где т ^ 1, |JF\| = . . . = |jPm| — i и и — отношение на Ek- При этом если 
все неодноместные отношения из R принадлежат множеству {А&, а\, у?}, 
то дополнительно выполняется условие Ег = . . . Fm и в множество [R]A 
входят все отношения вида (14), подчиненные этому условию. Анало­
гично если к = 4, все неодноместные отношения из R содержатся в мно­
жестве {А4,//4, К\-> *ч> С^Сьх!) #ДП{к4, к^С^^} Ф 0> то любые два мно­
жества из {Fi,... >Fm} либо не пересекаются, либо совпадают и в мно­
жество [R]A ВХОДЯТ все отношения вида (14), удовлетворяющие этому 
условию. Во всех остальных случаях множеству [R]A принадлежат все 
отношения вида (14), удовлетворяющие условию |i<\| = . . . = \Fm\ = i. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Сначала установим, что при выполнении усло­
вий леммы в множество [R]A входят лишь те отношения, которые пред-
ставимы в указанном в лемме виде. Проведем индукцию по построе­
нию отношений в множестве [R]A- Справедливость утверждения для 
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отношений из R очевидна. Также очевидно сохранение вида отноше­
ний при применении операций конъюнкции, отождествления и переста­
новки переменных и операций перехода к двойственным отношениям 
для подстановок из группы А*. Рассмотрим операцию проектирования. 
Если эта операция применяется к конъюнкции одноместных отношений 
и двуместных отношений вида (1), то можно воспользоваться леммой 2. 
Пусть операция проектирования по переменной хг применяется к отно­
шению />(#!,... , ж„), конъюнктивное представление К которого содер­
жит отношение />i(#i,... , жт) вида (14). Поскольку конъюнкция двух 
отношений вида (14) есть снова отношение того же вида, будем предпо­
лагать, что все остальные сомножители представления К, содержащие 
переменную #1, либо одноместны, либо имеют вид (1). Если теперь 
P2(xi) ~~ один из сомножителей Аг, то его можно внести в отношение 
/>i(#i,... , ж т) , заменив отношение <т(ж1?... , жт) в представлении (14) 
отношением p2(xi)ka(xi*.... хт). Если же сомножитель р2(хг, х{) имеет 
вид (1), т. е. 

p2(xuxt) = (х1 е Е)к(тг(х1) = ж,), 

то, учитывая сомножитель х1 G Fx в (14), это соотношение можно экви­
валентным образом заменить отношением 

p'2(xuxt) = (хг е Е')к(хх е G')&(*-(zi) = я/), 

где Е' = Е Г\ Fu G' = тг(Я') и |£ ' | = |G'| <: i. Ясно, что конъюнкция 
отношений рх и р'2 будет отношением вида (14). Остается заметить, 
что применение операции проектирования к отношениям вида (14) снова 
приводит к отношениям этого вида. 

С небольшими изменениями эти рассуждения применимы и в других 
случаях. Так, если все неодноместные отношения из R принадлежат 
множеству {Ajb,/4,xjfe}, то все они имеют вид (14), где |JF\| = . . . = \Fm\ 
и \Fi\ — 2. Далее, пусть />1(ж1,... ,ж т ) есть отношение (14), где Fx — 
... = Fm, | Л | = 2 ,а 

р 2 (х/ , . . . ,жп) = (xi G G\)k...k(xn e Gn)kr{xh... , s n ) , 

где Gi — . . . = Gn, |G/| = 2, 1 ^ / ^ m ^ п. Тогда при Fx — G/ отношение 

/9i(a;1?... , xm)kp2{xh . . . , xn) (15) 

имеет тот же вид, что и отношения р ь р2. При Fi П G\ — 0 отноше­
ние (15) пусто, а при Fx П G/ = {а} эквивалентно отношению 

(ж/ = а )&. . .&(жт = a)kpi(xu... , ж и , а , . . . ,а)& 
р2(а,... , а, # т + ъ . . . , жп), 
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которое представимо в виде конъюнкции отношений, имеющих требуе­
мый в лемме вид. 

Аналогичным образом поступаем, когда отношение р2 имеет вид (1). 
Пусть к — 4, все неодноместные отношения из R содержатся в мно­

жестве {А4, /4,^4,^4? U,U,xl} и Д П {^4,^4,(4,^4} Ф 0- Ясно, что если 
г G {КА^ХХАЛА}, Е С ЕА, \Е\ - 2 и отношению (хх G Е)кт(хъх2) удов­
летворяют два набора, то это отношение можно представить в виде (1), 
где либо к(Е) = Е, либо ж(Е) U Е — ЕА. 

Теперь покажем, что множество [R]A содержит все требуемые от­
ношения вида (14). Как установлено в лемме 8 из [15], в [{А^,Х]Ь}]А 
входят все отношения вида (14), где Fr = . . . = Fm — Е{. Соображения 
двойственности дают сразу более широкий класс, когда Ег = . . . — Fm 
и |Fi| = г. Тем самым, в частности, полностью рассмотрен случай, когда 
все неодноместные отношения из R содержатся в множестве {А^,/х|,х|}-

Пусть к — 4, все неодноместные отношения из R входят в множество 
{А4,/4,/ч9«4>С4>£4>Х4} и R П {К4,К\,(4,£4} ф 0. Тогда из отношения 
Е\(х) и любого из отношений К^К^^^А можно легко получить такое 
отношение />з(#ъ#2) вида (1), что Е — {2,3} и к(Е) = Е2. В самом деле, 
если, например, р4 G {^i?^4?C4} и 

^5(жьж2) = (a?! G {0,2})&/>4(жьЖ2), 

то в качестве ps можно взять отношение, двойственное к ръ относительно 
четной подстановки (013)(2). Аналогично рассматривается случай, ког­
да р4 = ^4- Чтобы построить теперь отношение вида (14), где, например, 
Fi — . . . = F\ — Е2 и F/+1 = . . . = Fm = {2,3}, достаточно выбрать под­
ходящее отношение <р(жь... ,ж т) вида (14), удовлетворяющее условию 
Fi — ... = Fm — Е2,ж образовать отношение 

(3y , + i ) . . . (3ym)(p3(xl+u yi+i)k . . . kp3(xm,ym)k 
<p(Xi, . . . , £ / , t / /+ 1 , . . . , t / m ) ) . 

Остальные отношения этого типа можно получить путем перехода 
к двойственным отношениям. 

Рассмотрим оставшиеся случаи. Предположим сначала, что v\ G 
[R]A- Так же, как в лемме 8 из [15], показываем, что множеству [R]A 
принадлежат все отношения вида (14), где а (х 1 ? . . . , жт) — произволь­
ное отношение на £^, a |JF\| = . . . = \Fm\ = г. Исследуем теперь, в каких 
случаях отношение v\ входит в [R]A- Согласно лемме 8 из [15] при г ^ 3 
имеем, в частности, v\ G [{А*,хгЛ]л- Ясно, что множеству [R]A принад­
лежит отношение Е1{х). Поэтому если г ^ 3 и pr

k G R или vT
k G й, то 

v\ G [R]A, поскольку 

vl(xux2) = (хг G {0M)kiir
k(xux2) = (жг G {0,2})&рг

к(хъх2). 
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Применяя лемму 11 из [13], получаем: если г ^ 3, то v\ входит в мно­
жества 

[{El{xx)krfk{xux,)}]A, {{Е1{х,)квк{хх,х2)}]А-

если k ^ 5, то v\ входит в множества 

[{(хг е {о,2})Ькк(хих2)}]А, [{fa e {о,2})Ь(к(хих2)}]А 

и 
[{(х1е{0,2})Ь£к(хих2)}]А. 

Лемма 10 доказана. 

3. Основной результат 

Теорема. Пусть к ^ 4 и р — произвольное отношение на, Ек. Тог­
да, множество {Ек(х),р} А-жзивалентно некоторому набору основных 
отношений. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим через Q множество [{Е1(х),р}]А. 
Сначала покажем, как прийти к случаю, когда отношение Е%(х) вхо­
дит в Q и Q не содержит (при к = 4) отношения хг + х2 = х3 + ж4. 

Можно считать, что р ^ [ { ^ ( Ж ) } ] А - ЕСЛИ к ^ 5, то соотноше­
ние Ек(х) £ Q установлено в лемме 8. Пусть к — 4. Тогда в силу 
леммы 8 множество Q содержит одно из отношений Ек(х)^кА. Если 
Р € [{El(x)> К4}]А> Т О теорема доказана. Предположим, что к4 £ Q и 
Р £ [{Е1(х),К4}]А. Тогда согласно лемме 9 множество [{Е\(х),кА,р}\А 
содержит одно из отношений Е1(х)^х1 + х2 — х3 + х4 или г\\. Если 
множество \{Е\{х},к±,р)\А содержит отношение Е\(х) и не содержит 
отношения х1 + х2 — х3 + х4, то мы получили сформулированный выше 
случай. Если р £ [{Е1(х),х1 + х2 = х3 + #4}]A> т о теорема доказана, 
ттг\гъгпттт^тг\г кг . С \\ Т^А (т\ пг^ Л- пг„ — т~ 4 - т * \ I ** 

«4(^1^2) = (3x3)(3x4)(El(x3)k(xA - 1)к(хг + x2 = x3 + x4)). 

Если p £ [{El(x)7 xx+x2 = x3+x4}]A, то на основании леммы 9 множество 
[{Ек(х),х1 + х2 = ж3 + ж4}]А содержит отношение г/|. Если р е [{^?1}]л? то 
теорема доказана, поскольку отношения Е\(х) и к4 входят в множество 
[{^tlU- Если же р £ [{Г/1}]А-> Т О В силу леммы 9 множеству [{7/|,р}]л 
принадлежит одно из отношений Ек(х), хх + х2 = х3 + хА. 

Так как Е\(х) £ [{^4}]А? ТО остается исследовать случай, когда р £' 
[{х± + х2 = х3 + хА,Г}\}]А. 

Множество [{xi + х2 — х3 + Я4 ,??|}]А определяет в Р4 класс ква­
зилинейных функций [29], самодвойственных относительно подстановок 
группы А4 . В работе [7] этот класс обозначен через A\L±. Там же 
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доказано, что единственным предполным классом в А\Ь4 является зам­
кнутый класс S4L4 квазилинейных функций, самодвойственных отно­
сительно подстановок группы S4. По определению этот класс задается 
множеством отношений [{хг + х2 = х3 + ж4,/4)]л- Класс S4L4 имеет 
только один собственный замкнутый подкласс — класс всех селектор­
ных функций [26, 4]. Итак, множество \{х\ + х2 = х3 + х4^г/^р}]А мо­
жет совпадать лишь с двумя Л-замкнутыми множествами отношений: 
[{хг + х2 = х3 + х4,р\})А и П4, где, например, П4 = [{К,Х\})А-

Всюду в дальнейшем предполагаем, что El(x) G Q и Q не содержит 
(при к = 4) отношения хг + х2 = х3 + х4. Обозначим через R мно­
жество всех основных отношений, входящих в Q. По предположению 
Е%(х) G Л и (#i + х2 — х3 + х4) $ R- Доказательство теоремы будем вес­
ти индукцией по числу переменных у отношения р(х1у... ,х п ) . Случай 
п — 1 тривиален. Если п — 2, то согласно теореме 2 из [15] множество 
{Е1(х),р} А-эквивалентно набору основных отношений R. 

Пусть п ^ 3. Для набора R существуют три возможности: набор R 
не содержит отношения А ,̂ набор R не содержит отношений х\ч набор R 
содержит отношение А̂  и некоторое отношение х\ • В первых двух слу­
чаях если р £ [R]A, ТО В силу лемм 6, 7 в множество [R U {р}]л входит 
двуместное отношение, не принадлежащее множеству [R]A- Получаем 
противоречие с определением набора R и теоремой 2 из [15]. В связи 
с этим далее рассматриваем только третью возможность, причем пара­
метр г выбираем максимально возможным. Предполагаем также, что 
р i [ЩА. 

Согласно лемме 8 из [15] (см. также лемму 10) множество [{Afc,xJ.}]A 
содержит все отношения вида (14), где Fx = . . . = Fm и | J \ | = г. Сначала 
рассмотрим случай, когда в [R]A входят все отношения вида (14), где 
| J \ | = . . . = |FTO| = t. 

Для любого j , I ^ j ^ п, полагаем 

Gj = {а | р(хи... , ж ; _ ь а , х - + 1 , . . . ,ж„) непусто}. 

Без ограничения общности можно считать, что |Gi| ^ . . . ^ \Gn\. По­
скольку р fi [R]A, имеем \Gn\ > i. Переходя, если необходимо, к двой­
ственному отношению, можно предполагать, что G\ — Е%. Если 2 = 1, 
то 

р(хъ . . . , хп) = ЕЦх^&р^, хъ . . . , хп). 
Так как Е\(х) Е й и 

/>(0,я2,... ,хп) == (3x1)(El(x1)kp(xux2,... ,жп)), 

то множеству [R]A не принадлежит (п — 1)-местное отношение р(0,ж2, 
. . . , хп). Поэтому далее можно считать, что t ^ 2. 
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При любом j , j G Et, положим 

рДж2 , . . . ,жп) = p(j , :r2 , . . . ,жп). 

Поскольку отношения ж = j принадлежат множеству [{^(ж)}]^, по ана­
логии с предыдущими рассуждениями можно предполагать, что для лю­
бого j , j € £ t , отношение />j входит в [Д]д. 

Если для любого j из Et отношению 

(Эж2)...(Эжп_1)р<7-(ж2,... ,хп_ъхп) (16) 

удовлетворяет только один элемент, то в силу неравенства |C?i| ^ \Gn\ 
получаем, что |Gi| = \Gn\ = t и существует такая подстановка 7г на Ек, 
что n(Et) = Gn и 

/ } ( Ж Ь . . . , Ж П ) = ^ ( Ж ! ) & ( 7 Г ( Ж 1 ) = Х П ) & ( З Ж П ) / > ( Ж Ь . . . , Ж П ) . 

Так как, очевидно5 

^ ( ^ ^ ( т Г ^ ) = Жп) = (ЭЖ2) • • • (Зхп_1)р(хи . . . , Жп), 

то ввиду рассмотренного случая п — 2 отношение Ei
k(x1)k(7t(xi) — хп) 

можно считать принадлежащим множеству [R]A- Следовательно, этому 
множеству не принадлежит отношение (Зжп)р(ж1,... , ж„). 

Далее предполагаем, что среди отношений (16) есть отношение, ко­
торому удовлетворяет более одного элемента. 

Пусть среди отношений (16) имеются различные. Тогда отношение 
(Зж 2) . . . (Зжп_1)р(ж1,... , хп) отлично от конъюнкции одноместных отно­
шений, не имеет вида (1) и в силу неравенства \Gn\ > г к леммы 10 не 
принадлежит множеству [R]A-

Допустим, что все отношения (16) совпадают и, следовательно, 
равны отношению хп £ Gn. Так как \Gn\ > i, в силу предположения 
{/?о,. • • ,Pt-i} С [R]A И леммы 10 получаем, что каждое из отношений 
/>о>--« -iPt-i удовлетворяет одному из условий: оно представимо либо 
в виде конъюнкции отношения хп € Gn и отношения от переменных 
ж 2 , . . . , жп_1, либо в виде конъюнкции, содержащей сомножитель 

(xj e GjWiTjixj) = xn), (17) 

причем проекция отношения по всем переменным, отличным от Xj,xn, 
совпадает с отношением (17). 

Если каждое из отношений р0,... ,p*-i удовлетворяет первому усло­
вию, то ясно, что отношение р представимо в виде 

р(хи . . . , хп) = (хп е Gn)b(3xn)p(xu . . . , хп). 

Отсюда следует, что множеству [R]A не принадлежит (п — 1)-местное 
отношение (Зжп)/)(ж1?... , хп). 
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Пусть отношение ps удовлетворяет первому условию, а отношение 
рр — второму условию с конъюнктивным сомножителем (17). В мно­
жестве Gj выберем такой элемент а, чтобы отношение 

(Зж 2 ) . . . (3xj_i)(3xj+1)... {3xn_l)ps{x2,... , xj_u а, z i + 1 , . . . , хп) (18) 

совпадало с отношением хп Е Gn. Тогда в силу неравенства \Gn\ > г 
и леммы 10 множеству [R]A не принадлежит двуместное отношение 

(Зх2)... (3xj^l)(3xj+1)... {Зхп_1)р{хъ х2,... , ж,_ ь a, z i + b . . . , жп). (19) 

Предположим, что для любого р из J5t найдется такое j , 2 ^ j• ^ п — 
1, что отношение рР удовлетворяет второму условию с конъюнктивным 
сомножителем (17). Если все эти сомножители совпадают, то 

р(хи... ,жп) = (xj Е G,)&(*•./(я,) = xn)k(3xn)p(xu... ,xn). 

Так как отношение (17) содержится в множестве [{р}}А-> °НО должно вхо­
дить в множество [R]A согласно рассмотренному случаю п = 2. Следо­
вательно, в [R]A н е входит (п — 1)-местное отношение (Зхп)р(х1у... , хп). 

Пусть среди отношений (17) имеются различные. Сначала рассмот­
рим случай, когда для некоторых отношений />5, рр (s ф р) переменная Xj 
одна и та же. В множестве Gj выберем такое г-элементное подмножество 
G, чтобы выполнялось неравенство Kjs{G) Ф ^J^G), где подстановки 
Kjei^jp удовлетворяют отношениям ps,pp, Тогда 1^(6?) U KJV(G)\ > i. 
Следовательно, согласно лемме 10 множеству [R]A не принадлежит от­
ношение 

(Зх2) ...(3xn^1)((xj Е G)kp(xu... ,xn)). 
Наконец предположим, что отношения />5, рр удовлетворяют вто­

рому условию с конъюнктивными сомножителями от переменных Xj,xn 
и #i,£n , где j ф I. Будем также предполагать, что переменные х^хп 
в отношении рр не связаны отношением (17). Иными словами, пусть 
отношение 

(Зх2)... (3xj.1)(3xj+1)... (Зхп_1)рр(х2,... , хп) (20) 

не имеет вида (17). Так как проекция отношения (20) по переменной 
Xj дает отношение xn Е Gn, то согласно лемме 10 отношение (20) как 
элемент из [R]A может быть лишь конъюнкцией отношений Xj Е Hj 
и хп Е Gn? где Hj С Gj. Поэтому, как и выше, выбрав элемент а из Hjy 
получим, что отношение (19) не принадлежит множеству [R]A-

Обратимся теперь к случаю, когда к - 4, все неодноместные от­
ношения из R содержатся в множестве {А4, ̂ 4^4^45(4,44^X4} и Л П 
{&А<> К\, (А, £>А} ф &• При \Gn\ > 2 справедливы приведенные выше рас­
суждения. Пусть \Gn\ - 2. Если среди множеств Gu... ,Gn имеется не 
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более двух взаимодополнительных (до ЕА) множеств, то в силу леммы 10 
получаем р £ [R]A, ЧТО противоречит сделанному выше предположению. 
Допустим, что среди множеств G i , . . . ,Gn имеются различные пересе­
кающиеся множества и, например, Gn_i, Gn — такие два множества. 
Также будем предполагать, что Gi — Е2 и р0? Pi принадлежат мно­
жеству [R]A-

Пусть отношение р0 как отношение из [R]A содержит конъюнктивно 
сомножитель (17), где \Gj П Gn\ = 1, причем проекция отношения р0 по 
всем переменным, отличным от Xj и жп, совпадает с отношением (17). 
Тогда из отношения (17) (и, следовательно, из отношения р) на основа­
нии леммы 11 из [13] можно получить отношение v\. Это противоречит 
предположению о том, что все неодноместные отношения из R содер­
жатся в {А4,/Х4,«4?^4?С4?^4?Х4}- Аналогичные рассуждения применимы 
для отношения рх. 

Таким образом, на основании леммы 10 можно считать, что каждое 
из отношений />0,pi представимо в виде конъюнкции отношений типа 
(14), причем переменные этих отношений (14) не пересекаются, а лю­
бые два множества из {JF\ . . . ,Fm} либо совпадают, либо взаимодопол-
нительны. Пусть для р0 этими отношениями будут <pi(£), </?2(2/5#n-i)> 
(p3(z,жп), а для рг они равны фг(й), ^ 2 ( ^ z n _ i ) , Фз^^п) (для ЕА су­
ществует лишь три пары двухэлементных взаимодополнительных мно­
жеств). 

Если каждому из отношений 
(3z)(p3(z,xn), (3w)ij>s(w,xn) (21) 

удовлетворяет по одному элементу (которые, очевидно, различны), то 
отношение р представимо в виде 

Е^(ж1)&(г(ж1) = хпЩЗхп)р(хи . . . ,жп), 
где г — подстановка на Е4 и т(Е2) = Gn. Как и выше, из этого пред­
ставления легко следует, что множеству [R]A не принадлежит (п — 1)-
местное отношение (Зжп)р(ж1?... , хп). 

Далее предполагаем, что хотя бы одному из отношений (21) удовлет­
воряют только два элемента. Аналогичное предположение будем счи­
тать выполненным для отношений (Зу)(р2(у,хп_1) и (3/5)/02(^,жп_1). 

Так как \Gn П Gn-i\ = 1, пусть, например, \Gn П Е2\ = 1. Если 
отношения (p3(z,xn) и фг{^^п) совпадают, то для некоторого отноше­
ния и имеем 

р(хи . . . , хп) == и(хих,у,жп_!)&9з(^, хп). 
Так как {ж15ж, ?/, zn_i} П { i ,£ n } = 0, каждое из отношений u;(xi,x, 
?/,xn_i), y>3(i, жп) принадлежит множеству [{/>}]А И поэтому в множе­
ство [R]A отношения а;(ж19ж,у, £n-i)> ¥>з(£?Яп) одновременно входить не 
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могут. Если же отношения </?з(л хп) и ^ з ( й , хп) различны, то пусть a — 
такой элемент, что оба значения (3^)(^2(у5«)? (3/u)V?2(^5

 a ) истинны (та­
кой элемент существует, поскольку но предположению хотя бы одному из 
этих отношений удовлетворяют два элемента). Тогда в силу леммы 10 
множеству [R]A не принадлежит отношение />(жь . . . , жп_2, а, жп), 
поскольку \Gn О Е2\ — 1 и в конъюнктивные представления отношений 
ро(х2,... , жп_2, а, жп), /9i(ar2,... , жп_2, а, жп) входят различные непустые 
сомножители <£>3(2,жп), ^ з ( ^ , жп)-

Аналогичным образом рассматривается случай, когда все неодно­
местные отношения из R входят в множество {A^/xj^xjb}- Теорема до­
казана. 

Сравнение с результатами из [10, 14] показывает, что при k ^ 4 
А-классификация множества Рк отличается от соответствующей ^-клас­
сификации только для значений &, кратных четырем. В этом случае 
в Л -классификации появляются новые .4-замкнутые классы, в определе­
нии которых участвует основное отношение £к. 
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