
ДИСКРЕТНЫЙ АНАЛИЗ И ИССЛЕДОВАНИЕ ОПЕРАЦИЙ 
Январь—март 1999. Серия 1. Том 6, № 1, 65-85 

УДК 519.714 

О СРАВНЕНИИ СЛОЖНОСТЕЙ 
НЕДЕТЕРМИНИРОВАННЫХ 

ВЕТВЯЩИХСЯ 6-ПРОГРАММ*) 

Е. А. Околънишникова 

Проводится сравнение сложностей реализации булевых функций 
недетерминированными синтаксическими ветвящимися к- и ^-прог­
раммами. Показывается, что для любого натурального к} к ^ 2, су­
ществует последовательность булевых функций такая, что сложность 
реализации каждой функции из этой последовательности в классе не­
детерминированных синтаксических ветвящихся ^-программ в экспо­
ненциальное число раз (по числу переменных булевой функции) пре­
восходит сложность реализации той же функции в классе недетерми­
нированных синтаксических ветвящихся \к\пк/Ы2 + С]-программ, 
где С — константа, не зависящая от к. Кроме того, показано, что 
для любых натуральных N и k(N), где 4 ^ k(N) < С2\/1пЛ/у lnlnTV, 
а Сг < У/% — не зависящая от к ж N константа, существует бу­
лева функция от Аг переменных такая, что сложность реализации этой 
функции в классе недетерминированных синтаксических ветвящихся 
^-программ в экспоненциальное число раз (по N) превосходит слож­
ность реализации той же функции в классе недетерминированных син­
таксических ветвящихся {к In к/ In 2 -f С]-программ. 

Введение 

Проблема нахождения нетривиальных нижних оценок сложности ре­
ализации конкретных последовательностей булевых функций — одна из 
наиболее важных в математической теории синтеза и сложности схем. 
Получение таких оценок является сложной задачей. В настоящее время 
лишь для небольшого числа функций получены нетривиальные нижние 
оценки сложности реализации. Поэтому представляет интерес выявле­
ние факторов, в той или иной мере влияющих на сложность схем, реа­
лизующих булевы функции. 

*) Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда­
ментальных исследований (код проекта 97-01-00848) и Федеральной целе­
вой программы «Интеграция» (код проекта 473). 
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В настоящей работе изучаются факторы, влияющие на сложность 
недетерминированных ветвящихся программ. Ветвящиеся програм­
мы — это логические схемы, которые хорошо моделируют вычисления 
с помощью одного процессора, читающего не более одного бита информа­
ции в единицу времени (определение недетерминированной ветвящейся 
программы будет дано в § 1, см. также [5-7]). 

Недетерминированная ветвящаяся программа называется недетер­
минированной синтаксической ветвящейся к-программойу если в ней 
вдоль любого пути от входной вершины к выходной каждая перемен­
ная встречается не более к раз. Возможное альтернативное определение 
jfc-программы состоит в том, что ограничение на число проверок накла­
дывается не на все пути программы от входа к выходу, а только на пути, 
в которых не встречаются одновременно дуги, помеченные некоторой 
переменной и ее отрицанием (ненулевые пути). Такие ветвящиеся прог-
тл о "Л л~\ УГТ Т т т о 1 т т т > п т г » т > ^ г т Т Т Л Л Ч Г Т Т Г Г П Т^ЛТГТТЛЛТ/ -ТГ11 гтт т>/-»гпт> «тттттж"* к-\тгг* «т V* т г - п л т - п л - и г - ц - л - ц - т г Ĵ CiaVLlVULXL AXfAK>XJXX>Cl/XV_J X ^ Л XXV;̂ MLXX X COXY*.-JTJL ЧО^Л-МiVX JTX Х><3 X Р Л 1 1 lJtLlVlJtXI^A. Л/~ХХр«_»Х tJ CLlVXJLYLCbiVl.KX . 

Более подробный обзор результатов по сложности ветвящихся прог­
рамм можно найти в [9, 6, 10]. 

Данная работа посвящена сравнению сложностей синтаксических не­
детерминированных ветвящихся /^-программ и sk-программ и является 
развитием работ [3, 7]. В [3] аналогичное сравнение проводилось для де­
терминированных программ. Было показано, что для любого натураль­
ного fc, k ^ 2, существует такая последовательность булевых функций, 
что сложность реализации каждой функции из этой последовательнос­
ти в классе детерминированных ветвящихся /^-программ в экспоненци­
альное число раз (по числу переменных булевой функции) превосходит 
сложность реализации той же функции в классе детерминированных вет­
вящихся &2-программ. Данная работа содержит полные доказательства 
всех утверждений по сравнению сложностей для недетерминированных 
ветвящихся программ, приведенных в [7]. (В [7] из-за ограничения на 
объем статьи были даны лишь наброски некоторых доказательств.) 

В настоящей работе показано, что для любого натурального к, к ^ 2, 
существует такая последовательность булевых функций, что сложность 
реализации каждой функции из этой последовательности в классе неде­
терминированных синтаксических ветвящихся ^-программ в экспонен­
циальное число раз (по числу переменных функции) превосходит слож­
ность реализации той же функции в классе недетерминированных син­
таксических ветвящихся \klnk/lii2 + С]-программ, где С — не завися­
щая от к константа. 

Кроме того, показано, что для любых натуральных N и fc(iV), где 
— не зависящая от к и N константа, 

существует булева функция от N переменных такая, что сложность 
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реализации этой функции в классе недетерминированных синтаксичес­
ких ветвящихся ^-программ в экспоненциальное число раз (по N) пре­
восходит сложность реализации той же функции в классе недетермини­
рованных синтаксических ветвящихся \к In к/ In 2 + С]-программ. 

Доказательство этих утверждений существенно опирается на дока­
зательство утверждений из [3]. Кроме того, при доказательстве леммы 1 
мы используем фрагмент из доказательства теоремы 1 из [5]. 

Уже после сдачи в печать текста настоящей статьи автору стало 
известно о существовании электронного варианта технического отчета 
J.Thathachar [11], в котором было показано существование булевых 
функций, сложность реализации которых ветвящимися /^-программами 
может быть в экспоненциальное число раз больше, чем сложность ре­
ализации тех же функций ветвящимися (к + 1)-программами. Предло­
женный в [11] метод доказательства является в некотором роде частным 
случаем метода, предложенного ранее автором данной статьи в [2, 7], 
Этот метод позволяет получать высокие нижние оценки сложности ре­
ализации булевых функций ветвящимися ^-программами для функций, 
у которых любая из подфункций, зависящая от переменных из множества 
(Xi U Х2) , плохо представима в виде Vt(/»(^i) Л #»(^2))> гДе множест­
ва ХЛ и Х2 попарно не пересекаются и мощности множеств Х\ и Х2 
сравнительно велики. Метод, примененный для получения результата 
в [7] и в данной работе, позволяет получать высокие нижние оценки 
не только для функций, у которых такое плохое представление в виде 
ViC/iO^i) Л gi(X2)) существует по всем переменным, а также для функ­
ций, у которых это свойство наблюдается для групп переменных, обла,-
дающих тем или иным свойством. В частности, это может быть удобно 
для характеристических функций графов. И хотя в подготовленной к пе­
чати статье (с учетом технического отчета [11]) содержится не рекорд­
ный результат, тем не менее представляют интерес как рассматривае­
мая в данной статье функция, так и метод получения высоких нижних 
оценок сложности ветвящихся ^-программ. 

§1 . Определения и предварительные сведения 

Прежде всего напомним определение контактно-вентильной схемы, 
которое можно найти, например, в работе О.Б.Лупанова [1]. Под кон-
тпактно-еентильной схемой понимается электрическая схема, состоя­
щая из замыкающих и размыкающих контактов и вентилей и реализу­
ющая булеву функцию как функцию проводимости. Под сложностью 
контактно-вентильной схемы понимается общее число контактов и вен­
тилей [1]. Для контактно-вентильных схем известна асимптотика функ­
ции Шеннона, полученная О. Б. Лупановым [1]. 
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Для удобства доказательства леммы 1, а также для того, чтобы без 
всяких модификаций можно было воспользоваться фрагментом доказа­
тельства теоремы 1 из [5], в статье доказательство будет проведено для 
ациклических контактно-вентильных схем (switching-and-rectifier net­
work [5, 6], или directed contact network [8, 4], или contact gating schema 
[8]). Данное определение несколько отлично от традиционного опре­
деления недетерминированной ветвящейся программы, которое вводит 
недетерминизм в ветвящиеся программы добавлением вершин выбора 
("guessing nodes"), но тем не менее сложность реализации булевых функ­
ций недетерминированными синтаксическими ветвящимися /^-програм­
мами с точностью до мультипликативной константы совпадает со слож­
ностью реализации этих функций ациклическими контактно-вентильны­
ми схемами [5, 6]. Поэтому в дальнейшем ациклические контактно-вен­
тильные схемы будем называть недетерминированными ветвящимися 
программами. 

Недетерминированной ветвящейся программой (ациклической кон­
тактно-вентильной схемой) *) называется ориентированный граф без 
циклов с двумя выделенными вершинами: входной (нет входящих дуг) 
и выходной (нет выходящих дуг) и двумя типами дуг: помеченными 
(х{ = d, d — 0,1) и непомеченными. Дуги без меток называются свобод-
ными. Ветвящаяся программа вычисляет булеву функцию / : {0,1}П —> 
{0,1} следующим образом. Для каждого набора а = ( а 1 ? . . . , ап) входных 
переменных а, 6 {0,1}, г — 1,2,... , гс, полагаем f(a) = 1 тогда и только 
тогда, когда существует по крайней мере один (ориентированный) путь 
от входной к выходной вершине (принимающий путь для а) такой, что 
все метки вдоль этого пути не противоречат набору а (т. е. если на этом 
пути встретилась метка х{ — d: то аг- = d). 

Недетерминированная ветвящаяся программа называется синтак­
сической ^-программой тогда и только тогда, когда для любого г, 
1 ^ г ^ гс, и любого пути от входной к выходной вершине каждая метка 
вида Xi = d вдоль этого пути встречается не более к раз. 

Недетерминированная ветвящаяся программа называется несинтак­
сической ^-программой тогда и только тогда, когда для любого г, 
1 ^ г ^ гс, и любого пути, принимающего для некоторого входного набора 
переменных, каждая метка вида х{ — d вдоль этого пути встречаются 
не более к раз. 

По аналогии с однородными детерминированными ^-программами 
[2, 3] недетерминированную /^-программу будем называть однородной, 
если для любой вершины и для любого г, 1 ^ г ^ гс, число дуг с мет­
ками вида Xi — d на любом пути, идущем от входа к рассматриваемой 

*) Аналогичное определение дано в [5]. 
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вершине, не зависит от пути (для разных значений г эти числа могут 
быть различными). Кроме того, для любого г, 1 ^ г ^ тг, число дуг 
с метками вида Xi — d на любом пути, идущем от входной вершины 
к выходной, должно быть равным к. 

Сложность В(0Р) ветвящейся программы &> определяется как чис­
ло помеченных дуг *) в ветвящейся программе &. Через Bk(f) обозна­
чается сложность минимальной ^-программы, реализующей функцию / . 
Через UBk(f) обозначается сложность минимальной однородной /^-прог­
раммы, реализующей функцию / . 

Рассмотрим ветвящуюся программу «^у, реализующую булеву 
функцию / . Каждому пути в ветвящейся программе, идущему от вход­
ной вершины к выходной, естественным образом можно поставить в со­
ответствие конъюнкцию К: если на этом пути есть дуга с меткой ж,- — 1, 
то в конъюнкцию К включается ж,-; если есть дуга с меткой Х{ — 0, то 
включается х{> При этом конъюнкции, соответствующие некоторым пу­
тям ветвящейся программы <^у, могут содержать одновременно пере­
менную и ее отрицание, т. е. могут быть тождественно равны нулю. 

Ясно, что если конъюнкция К соответствует некоторому пути вет­
вящейся программы «^у, то К является допустимой для функции / , 
т. е. NK С Nj. (Здесь, как обычно, через Nj обозначено множество 
точек n-мерного единичного куба, в которых булева функция / равна 
единице.) 

Будем говорить, что вершина аг предшествует вершине а, в ветвя­
щейся программе ^ , если в 2Р существует путь, идущий от аг- к а,. 

Множество вершин аг,.. .,at (не обязательно различных) ветвящей­
ся программы 2Р назовем последовательностью вершин, если в £Р су­
ществует путь от входной вершины к выходной, проходящий через вер­
шины ах,..., at, и на этом пути вершина а{ предшествует вершине а,-
при г < п или о,: совпадает с аЛ- . 

Л е м м а 1. Любую к-нрограмму 3*, реализующую булеву функцию 
/ ( # ! , . . . ,£JV)? можно преобразовать в такую однородную к-программу 
&о, реализующую ту же самую функцию, что 

Bk(^o) ^ (2kN)(2NB(&>))2. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО проводится по аналогии с доказательством лем­
мы 1 из [3]. Пусть ЗР — недетерминированная синтаксическая ветвяща­
яся ^-программа, реализующая булеву функцию / ( x i , x 2 , . . . , #лг). В [5] 

*) В данном выше традиционном определении контактно-вентильных схем 
под сложностью понимается общее число контактов (помеченных ребер) 
и вентилей (не помеченных ребер). 
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(теорема 1) было показано, что любую недетерминированную синтак­
сическую ветвящуюся ^-программу ЗР можно преобразовать в недетер­
минированную синтаксическую ветвящуюся fc-программу £РХ с тем же 
числом помеченных дуг, в которой общее число дуг (включая свободные 
дуги) не превосходит {2N В{&))2. 

В программе 2?\ через lq(a) обозначим максимальное число дуг 
с меткой xq = d на произвольном пути от входной вершины к вершине а. 
Ясно, что если вершина аг- предшествует вершине dj в <^ ь то при любом 
о. 1 < q ^ JV, выполняется неравенство 

Ца{) ^ lq(aj). 
Пусть {ai,aj) — дуга в 3?х с меткой хд = d. Без ограничения общ­

ности можно считать, что это дуга с меткой #1 = 1. Тогда Zi(a») < 
li(dj). Дугу (a;, a,) заменим на дугу (di,d') и на цепочку дуг, соединяю­
щих вершины а' и dj и реализующих фиктивные проверки переменных 
Ж1,ж2, • • • >>xN: li(a,j) — li(di) — 1 проверок переменной ж ь lq(dj) — /Да,-), 
2 ^ q ^ iV, проверок переменной xq (см. рисунок). 

Пусть (di,dj) — свободная дуга в ЗРХ. Если lp(dj) = /p(a,-) для каж­
дого р, 1 ^ р ^ iV, то вершины аг- и а;- соединим свободной дугой (а,, ау). 
Если существует р, 1 ^ р ^ 7V, такое, что /р(а,) ^ ^р(аг), то дугу (di,dj) 
заменим на цепочку дуг, соединяющих вершины аг- и а, и реализующих 
фиктивные проверки переменных ж19 ж2,.. • , #л^ Zg(aj) — ^(а г) , проверок 
переменной жд, 1 ^ g ^ N. 

Проделаем эту процедуру со всеми дугами в &г. Кроме того, для 
того чтобы число дуг, помеченных каждой переменной на любом пути 
от входной вершины к выходной, было равно £;, введем новую выход­
ную вершину и соединим бывшую и новую выходные вершины цепочкой 
дуг, реализующей необходимое количество фиктивных проверок пере­
менных. В результате получим однородную ветвящуюся fc-программу 
^о? сложность которой не более чем в 2kN раз превышает общее число 
дуг (включая свободные) ветвящейся ^-программы 2РХ. Из этих рас­
смотрений следует, что 

В(&0) < (2kN)(2NB(&))2. 
Лемма 1 доказана. 

Из этой леммы получаем 

Следствие 1. Для любой булевой функции / (ж 1 ? . . . ,xN) справед­
ливо следующее соотношение сложностей ветвящихся к-лрограмм: 

UBk(f) < (2kN){2NBk(f))2. 

Напомним определение булевой функции Fn^s из [8] и некоторые по­
нятия, связанные с этой функцией. 
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\ h{<lj) - 1г(щ) - 1 

\ h(aj)-l2(ai) 

хп = 0 1ч ) хп - 1 

Хп = 0 | 1 Хп = 1 

> /п(^) - /п(а,-) 

Пусть п и s — натуральные числа, п кратно s, и пусть Хп>5 = 
{ж*1,»2,...,*, I I ^ *i < 2̂ < • • • < h ^ п) -— множество переменных. Ясно, 
что 

1*м1=(")- (1) 
Через Wi обозначим множество переменных из ХП)5, у которых один 
из индексов равен г. Определим булеву функцию FniS(Xn 5) следующим 
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образом: 

Нетрудно видеть, что функция Fn>8 может быть реализована детер­
минированной ветвящейся ^-программой сложности не более чем 

n\Wi\ = n(^2^=sfy=s\Xn.t\. (2) 
Пусть D С ХП}8. Через V(D) обозначим множество индексов (без 

учета кратности) у переменных из D. В частности, V(Xnj8) = {1,2, 
. . . , п} . 

Для конъюнкции К, содержащей некоторые переменные или отрица­
ния переменных из ХП 5 , через R(K) обозначим множество переменных, 
которые входят в конъюнкцию К без отрицания. Через V{K) обозначим 
множество индексов у переменных из R(K). Ясно, что 

V(K) = V(R(K)). 

Конъюнкцию if, зависящую от всех переменных из множества ХП?Л, 
назовем непересекающейся, если любое число от 1 до п встречается 
в качестве индекса у переменных из R(K) только один раз. Ясно, что 
V(K) — {1, 2 , . . . , п} для любой непересекающейся конъюнкции. 

Пусть Ф(п, s) обозначает число непересекающихся конъюнкций от 
переменных из Xni8. Легко проверить, что 

п\ 
Ф(п,з) = (3) 

I I УЧ Л"/*ТТ /ТТ/ЛТТТТГ/Л »ЛППТ)Г Г%ТТТ\/Л ТТЛ TTĵ TTTTTJr ГТ ТТТЛ ~ТЖ~К Г Л Т Ч Т Т Л Г Г \ \ Т / Т Т / Л Т Т П ТЯ"/ТЛ-ГЯ" TTi I -Г 1 

Рассмотрим некоторые свойства как функции Fn?5, так и конъюнк­
ций, получаемых на выходе произвольной недетерминированной ветвя­
щейся программы, реализующей функцию Fnj8. 

Лемма 2 (лемма 1 из [3]). Конъюнкция К, зависящая от некото­
рых переменных из множества ХП]в, является допустимой для FniS тогда 
и только тогда, когда V(K) — {1 ,2 , . . . , п}. 

Из леммы 2 вытекает 

Следствие 2. Пусть ^0 — однородная k-программа, реализую­
щая функцию Fns. Тогда для любой непересекающейся конъюнкции К 
в программе £?0 существует путь от входной вершины к выходной, по 
которому реализуется конъюнкция К. 
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Пусть ^ о — однородная ^-программа, реализующая булеву функ­
цию / . Тогда в ^-программе ^ 0 любой путь реализует либо некото­
рую элементарную конъюнкцию от переменных из X, либо конъюнк­
цию, тождественно равную нулю. Пусть а — путь в <̂ 0> реализующий 
ненулевую конъюнкцию К. Будем говорить, что переменная х встре­
чается на отрезке (6, с) пути а, если на отрезке (6, с) пути а между 
вершинами Ъ и с есть дуга, которая исходит из вершины ветвящейся 
программы, помеченной переменной х. Аналогично переменная у без 
отрицания встречается на отрезке (6, с) пути а. если на отрезке (6, с) 
пути а между вершинами b ж с есть дуга, помеченная 1, которая ис­
ходит из вершины ветвящейся программы, помеченной переменной у. 
Ясно, что у £ R(K). 

Пусть а1? а2 , . . . , а2гп — последовательность вершин однородной 
^-программы 2Р§, лежащих на пути а. Введем следующие обозначения: 

Rl(auа2,... ,а2 ш) (соответственно Qlt(a1,a2,... ,а2т)) — множест­
во переменных без отрицания (соответственно множество переменных 
как с отрицаниями, так и без них), которые встречаются хотя бы на 
одном из отрезков ( а ь а 2 ) , . . . , ( а 2 т _ ь а 2 т ) пути а и не встречаются вне 
этих отрезков на этом пути. 

R2
a(aua2,... , а2т) (соответственно Q2

a(aua2^... , а2т)) — множест­
во переменных без отрицания (соответственно множество переменных 
как с отрицаниями, так и без них), которые встречаются только вне 
указанных выше отрезков пути а. 

R°a(aua2,... , а 2 т ) (соответственно <3°(а ь а 2 , . . . , а 2 т ) ) множест­
во переменных без отрицания (соответственно множество переменных 
как с отрицаниями, так и без них), которые встречаются как на указан­
ных выше отрезках пути а, так и вне их. 

Ясно, что множества i t^ (a b а 2 , . . . , a2rn) (j = 0,1,2) попарно не пере­
секаются и их объединение совпадает с множеством всех переменных без 
отрицания, которые встречаются на пути а. Множества RJa зависят не 
только от последовательности a b a2 , . . . , а2гТ1, но и от пути а, которому 
эта последовательность принадлежит. 

Так как <^0 — однородная ^-программа, то на любом пути, проходя­
щем через ее вершины б и с , множество переменных, которые встреча­
ются на этом пути на отрезке (6, с), не зависит от пути. Поэтому множе­
ства <2i(ab a2> • • • •> а2т) 0 = 0,1,2) за/висят только от последовательно­
сти вершин аг, а 2 , . . . , а2ш и не зависят от пути. Следовательно, индекс а 
при Qj

a можно опустить. Ясно, что множества Q*{a\,a2,... ,a2 m) (j = 
0,1,2) попарно не пересекаются и их объединение совпадает с множест­
вом всех переменных функции / . Очевидно, что Л ^ ( а ь а 2 , . . . , а 2 т ) С 
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Q3 (а1ч а2, • • • -> о<2т) (j — 0,1,2) для любого пути а, содержащего последо­
вательность вершин ai, а 2 , . . . , а2 т . 

Лемма 3. Пусть 3*0 — однородная к-программа,, реализующая 
функцию Fn>s, a m и t — натуральные числа такие, что k ^ m ^ t. 
Тогда любой непересекающейся конъюнкции К можно поставить в со­
ответствие последовательность Ф(АГ) из 2га вершин такую, что 

(а) все вершины последовательности ^(К) принадлежат некоторому 
пути а(К), реализующему конъюнкцию К; 

(б) I ли* W)i =[(»/*) Ц ^ ^ ' 
Rl(9(K))\ > n/s - m\kn/(ts)] + (k - 1) ' " / • > \ m - * 

ra 
t - k \ /ft 

m 

\R°jV(K))\^m\kn/(tS)]-k <-/«С-*Ю 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Поскольку в доказательстве леммы 2 из [3] ни­

где не используется тот факт, что из любой вершины должны исходить 
только две дуги, одна из которых имеет метку х{ = 1, а другая метку 
Xi = О, и, кроме того, наличие свободных дуг в программе <^0 не влияет 
на значение величин i2£(ai ,a2 , . . . ,a2 m) (j = 0,1,2), то доказательство 
леммы 2 из [3] проходит без изменений и для случая недетерминирован­
ной ветвящейся ^-программы. 

Пусть ф — последовательность вершин недетерминированной вет­
вящейся ^-программы, реализующей функцию Fn^s от переменных из 
XU:S. Из определения множеств <2J(V0 U = 0,1,2) следует, что XUjS = 
Я\ф) U Я\ф) U Q2(V>) и Q4V0 П Q'(V0 = 0 при i ^ j . Пусть JT — 
конъюнкция, существенно зависящая от всех переменных из множест­
ва ХП8. Тогда Jf единственным образом можно представить в виде 
X = 'х\д\ф))кЖ\С11{ф))кХ\С2'2(ф)), где конъюнкция Х{{$\ф)) 
существенно зависит от всех переменных из множества Ql(V>)> т- е* конъ­
юнкция X по последовательности ф однозначно определяет конъюнкции 
J W ( V 0 ) , * = O,I,2. 

Пусть ф — последовательность вершин ветвящейся программы. Че­
рез Т(ф) обозначим множество непересекающихся конъюнкций (сущест­
венно зависящих от всех переменных из ХП)5), каждая из которых реа­
лизуется на некотором пути (от входной вершины к выходной), прохо­
дящем через последовательность вершин ф. 

Лемма 4. Пусть ф = ( a b a 2 , . . . , а 2 т ) — последовательность вер­
шин однородной k-программы 3*0, а пути srf,2$ из Т(ф) являются 
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Пл = S 
' < » / < " - * ) / 

щ — sm\kn/(ts)} — sk 

n2 — п - щ - щ. 

'01 i 
\«-С-Ж. 

такими, что л/ = ^°(g°(V'))&^1((31(V'))&-^2(<52(V')) и 98 = # ° ( Q ° M ) 
&^,1(<91(V'))&^2(<92(V'))- Тогда если s/°(Q0(x/>)) = #°(Q°(^))> то 
У К Ч W ) ) ) = П - ^ W W ) ) я f ( ^ 2 ( Q W ) ) = F(^2(Q2(V)))-

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО совпадает с доказательством леммы 3 из [3]. 
Ниже всюду будем полагать, что 

(4) 

(5) 

(6) 

Лемма 5. Пусть В — (6Ъ 6 2 , . . . , b2m) — последовательность вершин 
однородной к-программы У?0у реализующей функцию F n 5 . Тогда при 
фиксированных значениях k. га, t (к ^ га) таких, что величины щ, щ 
и п2 положительны, справедливо соотношение 

Ф_1(5) < ГМФ(П0,З)Ф(ПЬЗ)Ф(П2,З), 

где Ф задается формулой (3). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. При доказательстве леммы 4 из [3] условие 

km <: t использовалось только для обеспечения положительности вели­
чин тг0, rii и п2. Кроме того, тот факт, что ^ 0 — однородная недетер­
минированная ветвящаяся ^-программа (а не однородная детерминиро­
ванная ^-программа как в [3]), не влияет на возможность повторения 
доказательства леммы 4 из [3]. Лемма 5 доказана. 

Пусть к — натуральное число и £Р0 — однородная fc-программа, 
реализующая функцию FniS. Через u;^0(n,5, fc,2m) обозначим число 
2га-элементных последовательностей в &Q> 

Положим 
тк = к\ sk = [A: In Л/ In 2 Н- 61. (7) 

Лемма 6, Пусть к ^ 4, п^ к2к+4 и ^0 — однородная к-программа, 
реализующая функцию Fn,Sk. Тогда 

ехр(0,78п/(з**)) 
L>0>Q(n,sk,k,2mk) ^ 

(3en/kk)skk 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Поскольку в лемме значение к как функции от п 
предполагается фиксированным, то индекс к при тк и sk можно опус­
тить. Поэтому полагаем (см. (7)), что 

т=^тк^кк, s = sk = \khik/ln2 + 6]. (8) 
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Очевидно, что если k ^ 4, то 
s < к2. (9) 

Ясно, что общее число 2га-элементных последовательностей в прог­
рамме ^ о больше общего число тех 2га-элементных последовательнос­
тей, которые поставлены в соответствие непересекающимся конъюнк­
циям (см. лемму 3). 

Положим 
t = тк(1 - Д) = кк+1(1 - А), (10) 

где 
Д = {к-2)/кк. (11) 

По лемме 3 при к ^ га ^ £ каждой непересекающейся конъюнкции К 
в программе &0 можно поставить в соответствие 2т-элементную по­
следовательность вершин Ч!(К). Общее число непересекающихся конъ­
юнкций задается формулой (3). При фиксированных значениях к, га, 
t (к ^ га) лемма 5 позволяет оценить сверху число непересекающихся 
конъюнкций, которым поставлена в соответствие 2га-элементная после­
довательность В. Это дает возможность получить нижнюю оценку для 
общего числа 2га-элементных последовательностей в £Р0. 

Для того чтобы иметь возможность воспользоваться леммой 5, про­
верим, что выполняются условия применения этой леммы. Ясно, что 
к ^ га. Кроме того, надо проверить, что при выбранных выше значе­
ниях &, га, t величины п0, щ и п2, определяемые по формулам (4)-(б), 
положительны. 

Представим пг в виде пг = an. Тогда из (4)-(6) следует, что 
п0 — sm\knj{ts)~\ — кащ 
п2 = п — sm\kn/(tsY\ — (к — 1)ап. 

Из этих соотношений, а также из (4) и (10) следует, что 

ni = an = 4n/e(m-fc*)/(m)l; (12) 
п/(1 — Д) — кап ^ щ ^ гг/(1 — Д) — кап + sm; (13) 

(к - 1)ап - Дп/(1 - Д) - sm ^ n2 ^ (fc - \)ап - Дп/(1 - Д). (14) 
В свою очередь, пользуясь равенствами (12), (10) и (8), при к ^ 4 

получаем 

a > ^ ~ ^\ I ( ^\ ТТ m ~ г тт-га-г 
т — к) I \т) " t — г ^ -11 ^га 

1 ТТЛ М ! Л kV/2 l Л ^ меч 
г = 0 
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С другой стороны, из (12) и (9)—(11) следует, что если п и к удов­
летворяют условию леммы, то 

П пг — г s 1 -рг 1 — г/т 

.=о mk(l-A)-i + п < Jfc*(l-Д)* 1J 1 - t/(fcro(l - Д)) + Р*+4 

1 , 1 (i + ( f c - i ) /*» ) ' 1 
* * ( 1 - Д ) * А;2*+2 Jb* Ai 2 A : + 2 

< ^ ( 1 + * 7 * ' ) + р ^ < р ( 1 + 2Аа/**)- (16) 

Теперь покажем, что если пик удовлетворяют условию леммы, т. е. 
к ^ 4ж п^ к2к+4, то величины га0, ̂ i и п2 положительны. В самом деле, 
из (13), (11) и (16) имеем 

п0 > п/(1 - Д) - Ь я ^ n(l - ka) ^ n(l - ^- - ^—\ > 0,98n ^ 1. (17) 

Из (14), (15), (11), (8) и (9) следует, что 

п2^ {к — 1)ап т— sm 

'к- 1 
> п' 

к2 л (к-2)/ к-1\ кк+2\ 
~ 2кк) ~ кк \ + кк ) ~ к2к+4) кк 

3 L2 /J___fc^__P_ 1_\ 0,87п 
^П\кк~ 2к*к~ к™~ кк+УУ кк ** { } uk 'Zk'2^ k^k fc^+2/ kk 

Из (12) и (15) получаем 

п / Р \ 0,96п 
ni"an>¥K±~2k^J"^~ К1*) 

Таким образом, положительность величин п0, щ и п2 доказана. По­
этому можно воспользоваться леммой 5. 

Перейдем к установлению нижней оценки числа 2т-элементных по­
следовательностей вершин в программе ^ 0 . Из лемм 3, 5 и соотноше­
ния (3) следует, что 

Ф(п «s) 
( ; О ) Ф ( П 0 , , ) Ф ( П 1 , . ) Ф ( П 2 , , ) 

(n0/5)!(ni/5)!(n2/5)!(n1 + n 2 ) ! 
( n / s ) ! ^ ! ^ ! 
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Отсюда, используя неравенства Стирлинга Л/2-KV {^) < v\ < 
V2^) (l)v el^l2v\ получаем 

, . о w /2™o(*i + n2) < o / f n r / ' n ; a / ' ( n 1 + n 3 ) ^ + n 

> 

US2
 nn/snnin^eS/(12n)+l/(12n1)+l/(12n2) 

2^(71! + U2) П^0,йПГ11,вП^,й(п1 + П2)"1+"* 
ns2 nn^n^n2

2 ' (2Q, 

Оценим снизу первый множитель в формуле (20). Если п и к удов­
летворяют условию леммы 6, т. е. п ^ к2к+А и к ^ 4, то из (9) и (17)—(19) 
имеем 

V ^ v̂ ^ ^Vi^ > L (21) 

При любом 6 > 0 функция я6* возрастает при х > 1/е. Поэтому 
из (20), (21) и (12)-(14) следует, что 

(ТГК - kan)(^-kan)/s(kan - ~ - ms)kan-^-ms 

UJ <ф ^ • 

° nnl'{na)n<^l'\{k- i ) a n - j ^ K * - 1 ) " " " ^ ) * 1 - 1 / ' ) 

( r = s - f c a ) ( r h r " * a ) ( * ; o - T ^ ) ' ( * e - ^ ) \ n / ' 1 
a « ( . - i ) ( ( j b _ l ) a _ - ^ _ ) ( ( * - i -i)o-T^r)(«-i) / те' ^ms 

(1 - sm/(kan - Ж ) ) Ь » - ^ - ™ 
X , , . - A W • ( 2 2 ) 

Оценим значение последнего множителя в (22). При п ж к, удовлет­
воряющих условию леммы, из (8), (9), (11) и (15) следует, что 

i.fc + 2 
sm/(n(ka - A / ( l - А))) < 

к2к+\ак - Д/(1 - А)) 
1 

* * + 2 ( £ ( i - i £ ) - ^ ( i + ^ ) ) 

fc2(2 - к3/(2кк) - (к - 1)(А - 2)/**) < ^ 1 6 ' 
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Поэтому при к ̂  4 имеем 

(1 - sm/(kan - Дп/(1 - Д ) ) ) * а п - А п / ( 1 " Л Ь " 7 ( Ы - Д/(1 - А ) ) т ' 

= eXP(-( ta-T^-sra)Ei(^=?¥)')(^-^ 
4 г = 1 1 —Д ' 

/ / An \ / sm 1 / 5 т \ 2 \ 

Х U* V 1 + kk ) ~ кк )) 

> • * ( - » + 5^.-ДпДО-Ап))<*'/3)"' > <1'«3'»™'' 

Из (20), (22) и последнего факта следует, что 

ш9й 2 {kkl{Un))ms ехр{(п/а)/(п, A:, a)}, (23) 

где 

/ ( » , * , о) = (1/(1 - А) - аА?) In (1/(1 - Д) - ак) + a In a 
+ (а(Л - 1) - Д/(1 - Д))1п((а(Аг - 1) - Д/(1 - А)) 
+ s((ka - Д/(1 - А))\п(ка - А/(1 - А)) - a lna 
- ((fc - 1)о - Д/(1 - Д/(1 - Д)))1п((* - 1)о - Д/(1 - А)). 

(24) 

Введем обозначение 

е = Д/(1 - А) - (А; - 2)а. (25) 

Тогда из (11), (15) и (16) следует, что 

Jfc-2/ Jfe-1\ J fc-2/ fc2 \ к3 

е^-к^г{1 + ПГ)-1г{1-^)<2^ (26) 

fe-2/ k-2\ fc-2/ 2Jfe2\ 2А;3 , N ° "iK1 + lH - iK1 + -W) y -¥f (27) 
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Используя обозначения (24) и (25), имеем 

/ (n ,k ,a) — (1 — 2а + £)1п(1 - 2а + г) + a lna + (a — s)ln(a — <s) 

+ si(2a — e)ln(2a — e) — a lna - (a — £)ln(a — e)\ 

= - ( 1 - ( 2 a - £ ) ) ] P - ^~ + a b a + ( a - e ) l n a 
г 

г = 1 
CX) 1 • / OO ^ 

i = l ^ i= l 
OO - \ 

— alna — (a — e)lna + (a — e) У^ (— ) A ) 
i= i ' 

- - (2a - £) + У ) ^ , , , , ° ; , + (2a - г)In a - г + ^ -7rT^-7 

/ °° i + l °° i+1 \ 
+ 4 ( 2 a - g ) l n 2 - £ + V .,. S ^ ^+е~У * ч . ) 

V ^ г ( ^ + 1 ) ( 2 а ) г ~ ^ + l W 

^ - 2 a + (2a - г)(In a + 5 In 2) - ss2/a. 

Далее, используя (15), (8), (9), (И) , (16), (26) и (27), из последнего не­
равенства получаем 

f(n,k,a)> -2а + (ка — И - fcln к + In (l - — 
V 1 — А / V V 2кк 

_ А ^ • Н*!^ • / 2 Р (Jfc- l ) (Jb-2) \ 
** йЛ1 + кк ) + Укк 2к2к к2к ) 
Х \ 2-fi\2kk)+ ) к4к{1-к2/2кк) 

^ ( - 2 ( 1 + 1г) + ( 2 -^ ) ( 6 1 п 2 -^ ) 
4fc8 

Лг2*(1 - fe2/2Jb*), 

Отсюда при к ^ 4 следует, что 

/(n,fc,<*)^0,78/fc*. 
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Из этого неравенства и (23) получаем 

. , п , exp(0, 78n/(s&*)) 
^o(n,s,k,2m)> {3еп/ккукк • 

Лемма 6 доказана. 

§2. Доказательство основного результата 

Пусть Л м ( / ) = Bk(f)/Bs(f) и AM(n) = max А м ( / ) , где максимум 
берется по всем булевым функциям от п переменных. 

Если для функций / (п) и д{п) существует такая положительная 
константа С' что lim ЦЦ > С' то будем использовать обозначение 
f{n) У д{п). 

Теорема 1. При любом фиксированном к, к ̂  4, для последователь-

Bk(Fn:Sk) У exp(akn), 

гдеак = 0,19/(A:2*+2). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. При доказательстве как этой теоремы, так и по­

следующих утверждений этого параграфа полагаем, что 5 — sk, m — mk, 
где sk и mk определены в (7). Число переменных функции FnjS равно 
мощности множества Хп>5 и задается (1). Ясно, что 

|*»,. | < п*. (28) 

По следствию 1 имеем 

Bk(Fn>.) > —y/uBk(Fni.)(2k\Xntt\)-K (29) 

Пусть &о — однородная fc-программа минимальной сложности, ре­
ализующая функцию F„j5, т. е. сложность 3*0 равна UBk(Fn>Sk). Тогда 
число различных 2т-элементных последовательностей в <^0 не превы­
шает UBk(FniS)2m. Из этого факта, (7) и леммы 6 следует, что 

(тгяиг п а т . . exp(0,78n/(^ fcj) 
{UU^n>s)) :> (Зсп/**)-*ь ' 

т. е. 
exp(0,78n/(2sfc2*)) 

(3en/fc*)J7 
Из (28)-(30), (7) и (9) получаем 

Bk(F ) > l ^ i !9WHl ГЯП 
^ n's) " 2п> (Зеп/&у/4у/2к* ' 

^ад . . ) > T J i ; , ^ - - (зо) 



82 Е. А. Окольнишникова, 

Bk(Fn>s) > \ exp(0, №n/(k2k+2))/n7k2<\ (32) 

Таким образом, 
Bk(Fn,Sk)yexV(Q,l9n/k2k+2). 

Теорема 1 доказана. 

Теорема 2. Для последовательности функций FU}Sk(n), где 4 ^ 
k{n) < С\ Inn/ In Inn и С\ < 1/2 — константа, не зависящая от к и п, 
справедливо соотношение 

BkiF^yexp^n1-2^), 

где /Зк = О, Ш2. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как к(п) удовлетворяет условию 4 ^ к(п) < 

С\ In nj In In n, то при достаточно больших n величины пик удовлетво­
ряют условиям леммы 6. В самом деле, 

к2к+4 = exp{(2Ci In nj In In n + 4)(In С, + In In n - In In In n)} 
< exp{2Cilnn — 2Ci Inn In In Inn/ In Inn + 4 In Inn — 4 In In Inn} 

< exp{2(7i In n} = n2Cl < n. (33) 

Равенства (29)-(31) также справедливы и в этом случае. Из (31), 
(33) и (9) следует, что при 4 ^ к < С\ In nj In In n 

т^т/т-, N 1 /0,78n fc2 . . . . 1 . t 4 fc2 \ 
Bk{Fn,k) > ^ e x p ( ^ - Tln(3en/fc*) - -ln(2fc) - y Inn) 

^ - exp (о, Шк2пг-2С1 - Ik2 In n/4 - k2 ln(3e)/4 + k3 In fc/4 - ln(2fc)/2) 

^exp(0,19ib2n1-2Cl). 

Теорема 2 доказана. 
Так как к(п) ^ 4, то /^ ^ 3. Поэтому справедливо 

Следствие 3. Для последовательности функций FnjS где 4 ^ 
k(n) < С\ Inn/ In Inn и С i < 1/2 — константа, не зависящая от к и п, 
справедливо соотношение 

Bk(FnjSk) У exp(3n1-2Cl)-

Теорема 3, Для любого фиксированного к, к ^ 4, существует такая 
положительная константа ak, зависящая только от к, что 

AMfc(iV) У e x p ^ t f 1 " * ) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПО данному N и к выберем максимально воз­
можное значение n(k.N) такое, что число переменных функции Fn(k,N)i8 



О сравнении сложностей 83 

(см. (1)) не превосходит N. Так как по определению функции Fn(kjN)jS 
величина п должна делиться на «s, то имеем 

Из этого факта следует, что 
77 \ 5 

- ) ^N^ns. (34) 
s/ 

Из (1), (2) и (34) имеем 
Bs(Fnt.) ^ sN. (35) 

Из этого факта, (34), (9) и (32) следует, что 

\kte(N)2 Bk(Fnte)/Bsk(Fnt.) 

> iexp(0,195n/Jb2*+2)/(n7fc3/4fc2n*a) h exp(akN1/sk), 

где ak — 0,19/&2*+2. Теорема З доказана. 

Теорема 4. Для любых натуральных N и k(N), где 4 ^ k(N) < 
С2л/1п NI In In TV, a C2 < л/2 — константа, не зависящая от к, существует 
такая положительная константа /Зк, зависящая только от к, что 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО . По данным N и к выберем максимально возмож­
ное значение n(k,N) такое, что число переменных функции Fn(k]N^s не 
превосходит N. Тогда n(ky N) и N связаны соотношением (34). Из этого 
соотношения вытекает, что 

7V1/5 <n< sN1/s. (36) 

Проверим, что таким образом выбранное n(&, N) удовлетворяют ус­
ловиям леммы б, т. е. п > к2к+А. Из (36) следует, что для этого доста­
точно проверить, что к2к+А < Nl/% т. е. s(2k + 4)Ык < lriN. В самом 
деле, при к ^ 4 при достаточно больших N из (7) следует, что 

s(2k + 4) In к < (kin к + 7)(2к + 4) In к < (2к2 + 20k) In2 к 

< И е т ^ + 2 0 Э ( 1 " 2 / 2 + ( 1 п 1 ^ ) / 2 - 1 п Ы п Л Г » 2 < т\^ 
Отсюда, а также из (34) и (36) имеем 

k2k+4 ^ NCH(?.) < j y l / , < п ( 3 8) 
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Пользуясь этим фактом, соотношениями (9), (31), (36), (38), а также 
неравенством (35), получаем 

Ак,,ЛЯ)^ т>„ IT? Л ^ 

^ 

Bsk(F„ith) " 2((3en/kky/*V2krtsN 
ехр(0,Ж№'*/(к2к+2)) 

2(Se/kky/4(sNi'*y'W2k(N1'ty'2sN 

;> FV ' — ^ 7=^- У exv(l3kN{i-ci/2)/s), 
2N7'/\3es/kky^sV2k ~ K h 

где /3/t = 0,19&2. Теорема 4 доказана. 
Так как к(п) ^ 4, то (Зк ^ 3. Поэтому справедливо 

С л е д с т в и е 4 . Дря любых натуральных N и &('«) таких, что 
4 ^ &(п) < C2 \ / lniVy lnlniV и С2 < \ /2 — константа, не зависящая 
от к, справедливо соотношение 

Ksk{N) > е х р ( З Л ^ - ^ 2 ) / ' * ) . 
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