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КРИТЕРИЙ ПОРОЖДЕНИЯ 
МНОЖЕСТВ РАЦИОНАЛЬНЫХ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

В КЛАССЕ БУЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ*) 

Р. М. Колпаков 

Рассматривается задача порождения посредством булевых функ­
ций множеств всех гс-ично рациональных вероятностей произвольными 
конечными подмножествами при любом п ^ 2. Получен критерий воз­
можности данного порождения в классе всех булевых функций. 

1. Формулировка основных р е з у л ь т а т о в 

В работе используются следующие обозначения: 

N — множество натуральных чисел; 

(хи . . . , хп) — наибольший общий делитель чисел ж ь . . . , хп\ 
<р(п) — количество чисел в множестве { 1 , . . . , п — 1}, взаимно 

простых с п (функция Эйлера)] 
\\а\\ — вес двоичного набора а Е {0,1}*, т . е. число единичных 

компонент в наборе а; 
2?* — i-й слой единичного куба {0,1}*, т . е. множество всех наборов 

из {0,1}* веса г; 
\А\ — число элементов множества А. 
Пусть а = (сг2 ...сг;ь) — произвольный двоичный набор из {0 , l} f c , 

Р ь • • • jPk — некоторые числа из интервала (0* 1). Положим 

&з(ри... ,/>*) = 0>i)*!•..(/>*)**, 

где 
Г />, если а = 1; 

(Р)о = < . п 
^ 1 - />, если (7 = 0. 

*) Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда­
ментальных исследований (код проекта 96-01-01068) и Федеральной целе­
вой программы «Интеграция» (проект 1997 г. № 473). 
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Пусть /(#! , . . . ,£*,) — булева функция. Если / ф О, то, обозначив 
через <УУ(/) множество всех наборов из {0,1}*, на которых функция / 
равна 1, определим ^{f(pu . . . , р*)} следующим образом: 

^ { / ( Р 1 , . . . , Л ) } = £ ^(Pi,. . . , />*)-

Величина £Р{/(р1у... , />*)} является одним из базовых понятий в струк­
турной теории вероятностных автоматов. Она представляет собой веро­
ятность получения значения 1 на выходе функционального элемента, ре­
ализующего функцию / ( # ! , . . . , хк) при условии, что на входы элемента 
подаются независимые булевы случайные коды такие, что вероятность 
принятия значения 1 случайным кодом, подающимся на вход переменной 
жг-, равна />г-, 1 ^ г ^ к. 

Пусть Н — множество чисел из интервала (0,1). Число a 6 (0,1) 
порождается множеством Я , если существует булева функция / ( ж ь . . . , 
хк) такая, что а = ^ { / ( / > l 5 . . . . рк)} для некоторых р ь . . . , рк из Н. Обо­
значим через [Я] множество всех чисел, порождаемых множеством Я . 
Заметим, что если f{x) = ж, то &{f(p)} = р для любого /> G (0,1). 
Поэтому Я С [Я]. Будем также говорить, что множество А С (0,1) 
порождается множеством Я , если А С [Я]. Множество Я назовем 
замкнутым, если Я — [Я]. Важным направлением исследований в об­
ласти синтеза преобразователей вероятностных распределений является 
изучение различных аспектов порождения числовых множеств задан­
ными системами чисел. В частности, в [15, 8] рассмотрены вопросы при­
ближенного порождения чисел одноэлементными множествами и мно­
жествами двоично рациональных чисел специального вида. В [2, 9] ис­
следованы сложностные аспекты реализации булевых функций, модели­
рующих булевы случайные коды. 

Поскольку такое порождение чисел представляет собой достаточно 
сложный объект исследований, то естественным подходом к его изуче­
нию является рассмотрение более узких замкнутых классов чисел, всюду 
плотных в интервале (0,1). Простейшим примером таких классов явля­
ются множества рациональных чисел. В частности, при любом нату­
ральном п ^ 2 мы можем рассмотреть множество всех n-ично рацио­
нальных чисел из интервала (0,1), т. е. множество 

т . } 
а = — 0 < а < 1, m, r £ N > , 

пг ) 
которое будем обозначать через G[n]. Нетрудно заметить, что если 
Pi-, • • • ->pk € G[n], то «^{/(рь • • • iPk)} 6 G[n]. Следовательно, множест­
во G[n] является замкнутым. Основной недостаток данного определения 
множества G[n] состоит в том, что, как несложно заметить, при разных 
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пг и п2 множества G[ni] и G[n2] могут совпадать. Однако мы можем 
охарактеризовать все те числа, для которых данное совпадение имеет 
место. Для этого обозначим через J^[n] множество всех простых дели­
телей числа п. 

Утверждение 1. Пусть nx ,n2 Е N и щ^щ ^ 2. Тогда, 
a) G[ni] С G[n2] тогда, и только тогда, когда J^[?H] С У[п2]; 
b) G[rti] = G[ni] тогда, и только тогда, когда ^[щ] = У[п2]. 
ТакИхМ образом, множество G[n] однозначно определяется множест 

вом J?[n\. 
По-видимому, рассматриваемое порождение рациональных чисел 

впервые изучалось в работе Р. Л. Схиртладзе [14]. В данной работе 
в качестве преобразователей вероятностных распределений рассматри­
вались вероятностные контактные сети, которые можно представлять 
TV *-\ -ХГ Т Т П У» Л П Х Т Т Т Т Г /"» Т Т Т Т Т Т Г\ Т Г ^ . Т Т П П Т \ Т Т 1 Г /4-Ч-Т Г Т Т Т / Т Т Т Г Т Т 1-^ -Г Т ТГГ -̂Ч Ч Т ^ * ч т ^ *-w Y-ь. r-v Т Т Л -r-rm / Ч -» Ж"ГТГ*-». л т г / - л л» ri-i-r-> ^ 

JYCWV чси^хгизна «--Ji-j исьи ujjxcr>j>uv i p j й л д л и . ui^jjiu nuivct^ctJiu, чхО M.nu/ft.t;L.'i.'Bci 
<7[2] и G[3] порождаются в классе вероятностных контактных сетей 
системами чисел {|} и { | , | } соответственно. Таким образом, мно­
жества G[2] и G[3] являются конечно порожденными, т. е. порождаются 
некоторыми своими конечными подмножествами. Дальнейшие исследо­
вания в данной области были проведены Ф. И. Салимовым в [10, 12, 13]. 
В частности, в [12] им был доказан следующий важный результат. 

Теорема 1. Пусть п Е N, п ^ 2, J^{n] = {p i , . . . ,р*} и Н — 
{^...^,.-.,^...^}.ТогДаО[п] = [Н}. 

Из этого результата непосредственно следует, что при любом п мно­
жество G[n] является конечно порожденным в классе всех булевых функ­
ций. Другое доказательство теоремы 1 можно найти в [4]. Изучение 
порождения рациональных чисел посредством вероятностных контакт­
ных сетей было продолжено нами в [3, 5]. Была установлена конечная 
порожденность множеств G[n] в классе всех вероятностных контактных 
сетей для всех составных п, а также для п — 5 и п — 7. Вопрос о ко­
нечной порожденности вероятностными контактными сетями множеств 
G[n] для простых тг, больших 7, остается открытым. 

Несмотря на то, что порождающая конечная система чисел для мно­
жеств G[n] из теоремы 1 является достаточно простой, остается неиз­
вестным, насколько оптимальной в том или ином смысле является эта 
система. В связи с этим становится актуальным описание всех порожда­
ющих конечных подмножеств для G[n] и, в частности, отыскание крите­
риев полноты для произвольного конечного подмножества из G[n]. В на­
стоящей работе устанавливается простой критерий полноты произволь­
ного конечного подмножества из G[n] для любого п. Отметим, что при 
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исследовании множеств G[n] естественно выделяется случай простых п, 
когда предлагаемый критерий формулируется и доказывается более 
просто. Поэтому формулировка критерия для этого случая выделена 
нами в отдельную теорему. 

Теорема 2. Пусть р — простое число, П — < ^ , . . . , ^ I — ко­
нечное множество несократимых дробей из G\p], d — (m1(pri - m i ) , . . . , 
ms(prs — га,)) при s ^ 2 и d ~ rrii(ni - mi) при s — 1. Тогда равенство 
[H] — G[n] справедливо тогда и только тогда, когда d ^ 2. 

В общем случае полученный нами критерий формулируется следую­
щим образом. 

Теорема 3. Пусть п — натуральное число, большее \, Н — 
{^'•••>7Г7 j — конечное множество несократимых дробей из G[n], 
d = (rai(ni - m i ) , . . . , ms(ns - га,)) при s ^ 2 и d — га1(?г1 - rax) при 
5 = 1. Тогда равенство [Н\ — G\n\ справедливо тогда и только тогда, 
когда выполнены следующие два условия: 

а) для любого р 6 У[п] в множестве {7г ь . . . , п5} найдется число, 
кратное р; 

b ) ' d ^ 2 . 
Доказательства теорем 2 и 3 содержатся в разделах 3 и 4 соот­

ветственно. 

2. Вспомогательные результаты 
В первую очередь отметим, что между рассматриваемым порожде­

нием чисел и бесповторной суперпозицией булевых функций известна 
следующая взаимосвязь. 

Утверждение 2. Пусть f(xu...,xn), gi(xu . . . , xk(1)),..., 
gn(xu..., xk(n)) — булевы функции и 

- у С1) С1) ( п ) (-) ч 

tl(x\ ' , . . . , XK
k(iy • • • , Х\ % . . . , Xk^) 

Тогда для любых р[г\ . . . , р^,..., р ^ , . . . , р^п) е (О,1) выполняется со­
отношение 

^ { Л ( / » ( 1 1 ) , - . , ^ )
1 ) , . . . , Р 1 П ) , . . . , Р Й ) ) } 

Доказательство утверждения 2, по существу, сводится к непосред­
ственной проверке приведенного в нем равенства и поэтому нами опу­
щено. Строгое доказательство данного факта можно найти, например, 
в [6]. 



Критерий порождения 45 

Следствие 1. Для любого множества Я С (0,1) выполняется ра­
венство [[Н]) = [Н]. 

Таким образом, введенная нами операция замыкания числовых мно­
жеств относительно рассматриваемого порождения чисел является кор­
ректно определенной с точки зрения стандартных свойств операции за­
мыкания. 

Рассмотрим функцию отрицания /""(ж) = х. Ясно, что «^{/""(р)} = 
1 — р для любого р £ (0,1). Поэтому справедливо следующее 

Утверждение 3. Если М — замкнутое множество и р £ (0,1), то 
р £ М тогда и только тогда, когда 1 — р £ М. 

Пользуясь этим фактом и следствием 1, получаем 

Следствие 2. Если Н С (0,1) и р £ (0,1), то р £ [Н] тогда и только 
тогда, когда 1 — р £ [Н]. 

Подобная симметрия между числами р и 1 — р имеет место также 
для порождающих множеств. 

Утверждение 4. Пусть Н С (0,1) и р £ (0,1). Тогда [Н U {/>}] = 
[Н U {1 -/>}]. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть a — произвольное число из [Яи{/>}], т. е. 
a — 3*{f(p1,... ,Pk)} для некоторой функции f(xu .. .,£*) и некоторых 
р1,...,рк из Ни {р}. Не ограничивая общности, будем считать, что 
/>! = . . . = р{ = р и />;+1,... ,рк £ Н, где 0 ^ i ^ к. Тогда-, применяя 
утверждение 2, получаем, что a — 2?{f\p\,... ,/>*)}> г # е / ' ( ж ъ • • • ?ж*) = 
/ ( Ж Ъ . . . , £ г - , Ж , ; + Ь . . . , Ж А ) , / > ; = : . . . = ^ = 1 - / ) И / ^ - + 1 = / > | > ь . . . , р'д. = />*.. 

Следовательно, a £ [Ни{1 — р}]. Таким образом, [Ни{р}] С [jff U {1 — /?}] 
и поэтому в силу симметрии между числами рж! — р имеем [Н U1 — р] = 
[я и {,}].-

Аналогично, рассмотрев функцию логического умножения 
f6u(x1,x2) — ххх2 ж воспользовавшись тем, что ^{f^(pi,p2)} = />i/>2 
для любых />1,/)2 G (0,1), получаем 

Утверждение 5. Пусть М — замкнутое множество чисел 
и pi,/>2 £ М. Тогда рхр2 £ М. 

В дальнейшем воспользуемся следующими двумя известными тео­
ретико-числовыми фактами (см., например, [1]). 

Теорема Эйлера. Если (a,m) — 1 и га > 1, то 

а^(т> = 1 (mod m). 

Утверждение 6. Если (п, га) = 1 и х пробегает полную систему 
вычетов по модулю га, то пх + Ь, где Ь — любое целое, также пробегает 
полную систему вычетов по модулю га. 
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Из утверждения 6 непосредственно следует, что если (тг,т) = 1, то 
существует целое х такое, что пх = 1 ( mod m). Тем самым справедливо 
следующее 

Следствие 3. Если пит натуральные взаимно простые числа, то 
уравнение пх + ту — 1 разрешимо в целых числах. 

Следствие 3 легко обобщается на случай произвольных пар нату­
ральных чисел. 

Следствие 4. Если пит натуральные числа и d — (n, m), то 
существуют такие целые х и у, что пх + my = d. 

Доказательство необходимости критерия из теорем 2 и 3 базируется 
на следующей лемме. 

Лемма 1. Пусть В — \ ™ , . . . , — \ — конечное множество несокра-
тимых дробей из интервала (0; 1), d — (тп^щ — m i ) , . . . ,m5(n5 — ms)) 
при s > 2 и d — m ^ n i — mL) при 5 = 1. Если d > 2, то G[n^\ $2 [Н]. 

Отметим, что аналогичное утверждение для случая одноэлементных 
порождающих множеств было доказано в [11]. Мы приводим доказатель­
ство данного факта в общем случае. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЛЕММЫ 1. Нетрудно заметить, что если d > 2, 
то d либо имеет простой делитель, больший или равный 3, либо явля­
ется степенью числа 2 и, следовательно, делится на 4. Поэтому среди 
делителей числа d можно выбрать некоторый делитель q ^ 3, который 
либо является простым числом, либо равен 4 и, следовательно, в лю­
бом случае является степенью простого числа. Пользуясь этим фак­
том и тем, что ( m b n i — mx) = . . . = (ms.ns — ms) = 1 и все числа 
mi(ni — m i ) , . . . , m5(n5 — ms) делятся на g, получаем, что для каждого 
г — 1 , . . . ,5 либо число ?7ij, либо число щ — mt делится на q. Поэтому 
для любого г = 1 , . . . , s либо дробь ^ , либо дробь 1 — ^ = ni~mi имеет 
числитель, кратный q. Следовательно, в силу утверждения 4 без огра­
ничения общности можно считать, что все числа т ь . . . , т 5 делятся 
на q. Пусть ^ — произвольная дробь из [Я]. Тогда найдется булева 

функция f{xu... ,z t ) такая, что ~ - ^ w ( ^ r ? - - - ? ^ r ) | Для некото­

рых TpS-.. ,^f G Я . Обозначив т\ через т^ и п\ — т\ через т^°\ 
1 ^ г ^ £, получаем, что ^ = n,m ,, где 

т'= £ ^...т^. (1) 

Рассмотрим два возможных случая. 
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а) Пусть / ( 0 , . . . ,0) = 0. Ясно, что в этом случае в каждом сла­
гаемом 7пуа1К..гпу*' из суммы (1) найдется некоторый сомножитель 
ту1* — т'{, который делится на q. Поэтому любое слагаемое из суммы 
(1) делится на q. Следовательно, га' делится на q. Так как никакое из 
чисел п\,... ,n't не может быть кратным #, то га делится на q. 

б) Пусть / ( 0 , . . . ,0) = 1. Тогда согласно утверждению 2 имеем 

и / ( О , . . . , 0) = 0. Следовательно, рассуждая далее аналогично случаю 
/ ( 0 , . . . . 0) = 0, получаем, что п - га делится на q. 

Таким образом, для любой дроби т/n из [Н] пиво га = 0 (mod q), 
либо га = п (mod q). Выберем натуральное г такое, что nr > q. Так 
как q— 1 ^ 2, то среди чисел 1 , . . . , q— 1 найдется некоторое число га", не 
принадлежащее классу вычетов числа пТ по модулю q (т. е. множеству 
чисел, сравнимых с тгг по модулю q). Поскольку га" также пс содержится 
в классе вычетов числа 0 по модулю д, то тп"/пг Ф [Н]. Следовательно, 
оы%[н\. • 

Основным фактом, используемым для доказательства достаточнос­
ти условий теорем 2 и 3, является следующая 

Лемма 2. Пусть 1/п — произвольная несократимая дробь из интер­
вала (0; 1). Тогда для любого е > 0 существует такое К(е) € N, что для 
каждого целого к ^ К{е) любая дробь mn~k талая, что е ^ mn~k < 1 - е 
и га делится на 1{п — I), принадлежит множеству [{1/п}]. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ЕСЛИ 1/П = 1/2, то утверждение леммы непо­
средственно следует из теоремы 1. Пусть 1/п ф 1/2. Так как согласно 
утверждению 4 имеем [rnn~k] = [I —ran-*], то, не ограничивая общности, 
будем считать, что 1/п > 1/2, т. е. I > п — I. В этом случае 

оо -, 

Е (П — / \ J 1 l /~ч 

( -г) = т^з = w^-n < '• f2> 
Пусть г > 0. В качестве if (s) выберем такое число, чтобы любое А*, 

не меньшее К(е), удовлетворяло следующим двум неравенствам: 

к ^ / • max(2, n — /), (3) 

({)к<тфту {4) 

Без ограничения общности будем также считать, что к ^ 3. 
Рассмотрим произвольную дробь ran-*, удовлетворяющую условиям 

леммы. Обозначим через га' целое число га/(/(п — /)). Заметим, что для 
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любого двоичного набора a = (ax.. .ak) из {0,1}к выполняется соотно­
шение 

&jLy..miL) = (L) . . . (1л = / " * l l ( n - o t - " " j 
\ п ' ' ft/ V n / ( 7 i \n/ ak Пк 

Для удобства величину n*^ (Z / f t , . . . , Z/n), равную Zl'all(n — Z)*""" '̂, обо­
значим через m(<7). Величину m(a)/(l(n — Z)), равную Zllcrll""1(n —Z)*"'^'!""1, 
обозначим через т'(7т). Ясно, что если 5 / ( 0 , . . . , 0 ) и ? / ( 1 , . . . , Г), 
то тЧЪ) является целым числом. Аналогично если Джь . . . *хк) — бу­
лева функция, то положим га(/) = пк £?{}(1/п,... , Z/ft)} и m'(f) — 
m ( / ) / ( Z ( n - Z)). Очевидно, что если / ^ 0, то 

Следовательно, если / ( 0 , . . . , 0) = / ( 1 , . . . , 1) = 0, то m!(f) является 
целым числом. Кроме того, с учетом формулы для вычисления вели­
чины га'(<7) равенство (5) можно переписать в следующем виде: 

m\f) = Е 1-ПЯ П B!\V-\n - Vf-l-\ (6) 
t=0 

Формулу (6) можно также обобщить следующим образом. Пусть 
/ ' О х , . . . , хк) и f"(xu . . . , хк) — булевы функции и пусть 6t - \<yV(f") П 
ЩI ~ 1^( / ' ) П2?* |, г = 0 , 1 , . . . , fc. Тогда из (6) непосредственно следует, 
что 

"»'(/") = «'(/') + £ w~> - l)k~l~K (7) 
t = 0 

Построим последовательность а 0 ,ах, . . . ,а^_2 чисел из множества 
{ 0 , 1 , . . . , Z — 1} такую, что для любого г = 0 , 1 , . . . , к — 2 справедливо 
сравнение 

г 

т! = Y^ ajlJ~\n ~ l)k~J~X (m o d О- (8) 
i=o 

Числа аг- из этой последовательности будем задавать индукцией по г. 
Положим а0 = 0. В этом случае для г = 0, очевидно, выполняется 
соотношение (8). Предположим, что для некоторого г £ { 0 , 1 , . . . , к - 3} 
мы уже нашли числа а0, а ь . . . , аг и тем самым для г = г справедливо 

г 
соотношение (8). Следовательно, число га'- ]£ ajZJ '-1(n-/)*-J '~1 делится 

i=o 
на V. Обозначим через ЬТ целое число (га' — ]Г a,}V~\n — Z)*"-7-1 j /Zr. 
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Так как (7,n — I) = 1 и тем самым (/,(п — 1)к~г~2) = 1, то согласно 
утверждению 6 в полной системе вычетов { 0 , 1 , . . . , / — 1} по модулю / 
найдется такое число аг+1, что будет справедливо сравнение 

ar+i(n - l)k~r-2 = Ъг (mod /). 

Домножив обе части и модуль данного сравнения на Г, получим соот­
ношение, эквивалентное соотношению (8) для г = г + 1. Таким образом, 
мы можем найти все числа а ь . . . , ак_2 искомой последовательности. 

Поскольку в силу неравенства (3) для любого г = 1 , . . . , к — 2 имеем 
di <i I ^. к ^ (*) = 1^1, то можно построить булеву функцию 
/о(>1,.. . ,**) такую, что |ЛЧ/о)ПЯ*| - | ^ ( / 0 ) n £ * _ i l = |-^(/о)ПД*| = О 
и \^V(fi) C\Bf\ — а4-, 1 ^ г ^ А; - 2. В силу равенства (6) имеем 

к-2 

m'(f) = J2aili-\n-l)k-i-1. (9) 

Тем самым, используя соотношение (8) для г = А; — 2, с учетом равен­
ства а0 = 0 получаем, что m'(/0) = га' (mod /*~2). Исходя из соотно­
шений (9), (2) и (4) и используя неравенство (п — 1)/1 < 1, получаем 
следующую верхнюю оценку для величины ^ { / 0 ( / / п , . . . , / /п )} : 

1 l\\ _l(n- I) _ 1(п - I) ^ . х -_х 

<^i!^-/r-<-'=^^i!(^r 
г = 1 t = l 

_ 1к-г(п-1)2 у^ /n_-_/y- /^ (п- / ) 2 ^ /П - /у-

m <С ( - ) ( п - / ) 2 < ° (п - / ) 2 = : 1 _ 1 г < г ^ - ^ . 

Тем самым 

™'(/о) = Tr—rMf*{L' • • • > - ) } < Т Т ^ л • ™ = "»'• (Ю) 
1(71 — 1) { \П П/ ) l(n-l) Пк 

Отправляясь от функции / 0 , построим конечную последовательность 
^-местных булевых функций /о ,Л , . •• , / t , которые принимают единич­
ные значения только на наборах из слоев В\,... , 5£_2> а при каждом г, 
1 ^ г ^ £, выполняются соотношения 

m\fi) = rri (mod lk~2), (11) 

^ Ш W U - i ) + ̂ ~2- (12) 
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Построение функций /t- будем проводить индукцией по г = 0 , 1 , . . . ,£+ 1. 
Для г = 0 искомая функция /0 уже построена. Предположим, что мы 
построили функцию /t-_i, удовлетворяющую требуемым условиям. Если 
в каждом слое 5 ^ , . . . , #£_2 имеется менее / наборов, на которых /г_1 при­
нимает значение 0, то положим ft — /г_1 и, таким образом, завершим 
построение искомой последовательности. Предположим, что в некото­
рых слоях из {.В*,... , В%_2} с ° Д е Р ж и т с я н е менее / наборов, на которых 
функция /,-_! принимает значение 0. Среди этих слоев выберем слой, 
в котором наборы имеют наименьший вес. Пусть таким слоем является 
слой -В*л-). Будем последовательно строить такие функции /,- , . . . , fj°~2 

от к переменных, которые принимают значение 1 только на наборах из 
слоев 2?*,.. . , .В*, а при любом j — г>(г),... , к — 2 выполняются соотно­
шения 

m'Ul) *k тУГ1) + F(n - l)k-*-\ (14) 

где fi — fi-\. Функцию fi можем построить, выбрав в множестве 
B%vU) ^ ^(ft-i) произвольное подмножество С, состоящее из / наборов, 
и положив <yV(fi ) = jy(fi-i) U С. Тогда, используя равенство (7), 
получим 

= m , ( / i . 1 ) + rW(n-Z)*- , ; ( l > 1 . 

Таким образом, функция /̂  удовлетворяет как неравенству (14), 
так и (в сцлу справедливости соотношения (11) для функции fi-i) соот­
ношению (13). Пусть для некоторого j G {v(i + 1 ) , . . . , к — 2} функции 
/ / v v , . . . , / / х, удовлетворяющие соотношениям (13) и (14), уже постро­
ены. Обозначим через 6 целое число (га/ — га^//-1))//-7-1. Поскольку 
в силу неравенства (3) имеем \JT (//_ 1) П 5* | + | ^ (Л"1) П В / | = \В)\ = 
(J) ^ к ^ 21, то либо | ^ ( Л - 1 ) П 5 * | ^ Z, либо |^Г (Л"1) П Bf\ > L 
Пусть [ ^ ( Л " 1 ) ПЩ\ > 1- Т а к к а к (h{n- l)n~j~l) = 1, то согласно 
утверждению 6 в полной системе вычетов { 0 , 1 , . . . ,/ — 1} по модулю I 
найдется число а' такое, что справедливо сравнение 

a\n-l)n-j-1 ЕЕ Ь (mod /). 

Домножив обе части и модуль данного сравнения на Р - 1 , получаем 

m'Ur1) + a!V-\n - I)»-*-1 == га' (mod V). (15) 
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Выбрав в множестве JY (// х) П #* произвольное подмножество С", 
состоящее из а' наборов, положим <УУ(/1) = ^{fl'1) U С . Тогда, ис­
пользуя равенство (7), получим 

"*'(//) = «А/Г1) + а'Р'-Чп - IT4'1-
Таким образом, учитывая соотношение (15) и неравенство а' ^ /, 

получаем, что построенная функция / / удовлетворяет соотношениям 
(13) и (14). 

Пусть \^y(fj ) П Bj\ ^ I. В силу утверждения 6 в полной системе 
вычетов {—(/ — 1), —(/- 2 ) , . . . , 1,0} по модулю / найдется число а" такое, 
что справедливо сравнение 

an{n-l)n-j-l~b{moA /), 

из которого, как и в предыдущем случае, вытекает сравнение 

m/ift1) + a"V-\n - l)n~j-1 = m! (mod V). (16) 

В множестве Л^//""1) П В* выберем произвольное подмножество С", со­
стоящее из \а"\ наборов, и положим УУ(/-) — ^{fl~l) \ С". Тогда, 
используя соотношения (7) и (16), получаем 

ш\П)^ш\П~1)~\ау-\п-1Г'^ 
= m'tfr1) + а"Р~\п - l)n~f-1 = то' (mod F). 

Кроме того, ясно, что m'( / / ) ^ то'(//"_1). Таким образом, в этом случае 
функция / / также удовлетворяет соотношениям (13) и (14). 

Положим fi — fi~2. Тогда в силу соотношения (13) при j = к - 2 
функция /,- удовлетворяет соотношению (11). Кроме того, из соотноше­
ний (14) с использованием неравенств (2) и (3) получаем 

к —2 

m'(fi) < m'(/i-i) + £ /'(n - О*"'"1 

j = 4 0 

=т'(/.-,)+^(»-о1:(^Г"! 

j= t / ( i ) 

Ar-u(0-2 

= m'(/*-i) + /4-3(»-0 £ ( ^ У 
i=o 

< m'ifi-x) + lk~\n - 0/ < m'{fi-i) + klk~2. 
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Таким образом, для функции /,- справедливо неравенство (12). Заме­
тим также, что v(i — 1) ^ г>(г), и если v(i — 1) = v(i), то |<yf(Д-) П 5*(п| < 
|^( / , -_ i ) П 5*(г-1)1- Тем самым построение искомой последовательности 
/о? / ъ • • • , /t обязательно завершится. 

Покажем, что 
т Ч т ' Ш + Ы'-2. (17) 

Для ЭТОГО рассмотрим булеву функцию Д(хи... ,хк) такую, что 
<Ж(Д) — ^{ft) U 5£_i- Из соотношения (7) вытекает, что 

ту;) = ™yt) + \BU\I*-2 = ту) + ык-\ 
а из способа построения функции Д следует, что \<Ж(Д) О -Bf-il — О 
и \^{Д) П Bf\ < I при г — 1 , . . . , к — 2. Отсюда и из соотношений (6), 
(2) и (4) получаем 

lk-i к~1 

m'(fi) = И Ш П 50"|—^ + Х)К(Л) П Б* jf"1^ - If-'"1 

г — 1 

+ К(Л)ПБ* | (П- /Г7 / 

t = l 

Jfc-2 i b - 1 

*=1 г=0 

i - 0 «=0 

^ " / ( n - / ) 
Тем самым 

= , . ( ! ) • < я . « 
\тг/ /(тс — 

Следовательно, в силу утверждения 2 имеем 

^(;.--=)}—^а.-.Ь}>1-^-
Поэтому 

»'(/,) + Ы» = т-(Л) = ̂ * . { Я ( 1 , . . . , 1 ) } > ^ = т>. 
Пусть 5 — подмножество всех таких функций f из последователь­

ности {/о,'Л, • • • , Л}, что га' ^ тп;(/г) + /г/*"2. Из неравенства (17) сле­
дует, что ft 6 £ и поэтому множество 5* непусто. Следовательно, в S 

file:///bU/i*-2
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можно выбрать функцию, имеющую минимальный порядковый номер. 
Этот номер обозначим через г*. Покажем, что 

m'{fi*)<rri. (18) 

Если г* = 0, то неравенство (18) непосредственно следует из (10). Пусть 
г* > 0. Так как г* — наименьший порядковый номер функции из 5, то 
fi*-i $. S. Тем самым справедливо неравенство m'{fi*_1) + klk~2 < га', 
из которого с учетом соотношения (12) при г — г* вытекает неравен­
ство (18). Таким образом, 

т. е. 
0 < m , - m / ( / i . ) ^ i W * ~ 2 , (19) 

и в силу неравенства (11) имеем га/ — га'(/г*) = 0 (mod lk~2). Обозначим 
через d целое число, равное (га' — ra'(/t-*))/ 1к~2, Из соотношения (19) 
вытекает, что 0 < d ^ к. Поэтому в В\_х можно выделить некоторое 
подмножество D, состоящее из d наборов. 

Обозначим через / булеву функцию от к переменных такую, что 
^V(f) = ^V(fi*) U D. Используя равенство (6), получаем 

m'(f) = m'(/.-.) + dlk-2 = m'tf.) + та'"<*')/»-» = m<. 
Следовательно, 

I Vn n/ J nK nK 

Таким образом, mn~k 6 [{//rc}]. Лемма 2 доказана. 

Следствие 5. Пусть l/n — произвольная несократимая дробь из 
интервала (0; 1). Тогда любая дробь mn~k из G[n], где га делится на 
1(п — /), принадлежит множеству [{1/п}]. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Справедливость данного утверждения вытекает 
из леммы 2 с учетом того, что любая дробь mn~k может быть представ­
лена, если это необходимо, в виде ш^щг)—? гДе £ = m in (^"Д — ^ ) -

3. Доказательство теоремы 2 

Лемма 3. Пусть р — простое число, М — замкнутое множество 
чисел, гаъга2 Е N и (га ьр) = (га2,р) = 1. Далее, пусть любая дробь 
mp~r из G\p], где га делится на rai или на га2, принадлежит множест­
ву М. Тогда любая дробь mp~r из G\p], где га делится на (га ьга2) , 
принадлежит множеству М. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть тр~г — произвольная дробь из G[p], где 
га делится на (т1,т2). Выберем натуральные числа гг и г2 такие, что 
рГх > т1т2, г2 ^ г и г^ кратно числу <р(тх). Так как число трГ1+Г2~г 

делится на (m1 ,m2) , то в силу следствия 4 найдутся такие целые сх,с2, 
что 

трГ1+Г2~г = cim! + c2m2; (20) 
при этом в качестве с2 мы, очевидно, можем выбрать некоторое число 
из множества { 1 , . . . , mi}. Следовательно, 

0 < с2т2 ^ т1т2 < рг\ (21) 

Поэтому в силу равенства (20) имеем 

рГ1+Г2 > га/1+Г2~г > с1т1 > трГ1+Г2~г -pri ^рГ1+Г2~г -рГ1 > 0. 

Таким образом, ^ ^ g G[p] и согласно условиям доказываемой 
леммы -т^~ € М. Рассмотрим дробь ^^ftf 1 . Так как 

0 < cirnx + p r i < m / 1 + r 2 " r + p r i ^ (m + 1)рГ1+Г2_г <: ргрГ1+Г2~г = / 1 + r % 

то ^ r f ^ G G\p]. Следовательно, 1 - * j ^ = ^^Г1™1 € G[p]. 
Поскольку r2 делится на <£>(rax) и (р, rax) — 1, то согласно теореме Эй­
лера рГ2 — 1 делится на гах. Отсюда следует, что рГ1+Г2 — рГ2 — ciirii = 
рГ1(рГ2 — 1) — Cira! делится на га^. Поэтому согласно условиям леммы 
имеем 1 — С1™**Д € М. Следовательно, в силу утверждения 3 получаем, 
ч т о CII?IHH£

 1 G М. Аналогично из неравенств (21) и условий леммы вы­
текает, что Щ^2- G М. Рассмотрим булеву функцию f+(x,yyz) = xzVyz. 
Нетрудно убедиться, что 

<^{/+(p*,Py,/>z)} = ^ ( 1 ~ Рг) + PyPz-

Пользуясь этим соотношением и равенством (20), имеем 

g»[f+( ClTni Cl7Ul + рГ1 С2тЛ) 

_ сгтх / _ с2т2\ cxmi + рГг с2тп2 
рГ1-\-Г2 V jfi J pTl+T-2 рГх 

Cifrii + c2m2 mpri+r2~r m 
рГ\+Г2 рГ1+Г2 рГ ' 

Так как -~^k, Cl™\tC > ^ г € М и множество М замкнуто, то ^ е М. 

Следствие 6. Пусть s ^ 2, р — простое число, М — замкнутое 
множество чисел, гаь.. .гав — натуральные числа такие, что (гпг,р) — 
. . . — (гал,р) — 1. Пусть для каждого i = 1 , . . . ,5 любая дробь mp~r 
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из G\p], где m делится на гаг-, принадлежит множеству М. Тогда, лю­
бая дробь mp~r из G\p], где m делится на ( г а ь . . . , гав), принадлежит 
множеству М. 

Данное утверждение непосредственно вытекает из леммы 3 приме­
нением индукции по s. 

Лемма 4. Пусть р — простое число, Я = < ~^-3... , ̂  > — конечное 
множество несократимых дробей из G[p], d = (mx(p r i — rax),... , тп8(рГй -
га,)) при s ^ 2 и d = rrii(pri - rax) яря 6 = 1. Тогда любая дробь mp~r 

из G\p], где га делится на d, принадлежит множеству [Я]. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ЯСНО, ЧТО ДЛЯ каждого i = 1 , . . . , з любая дробь 

mp~r из G[p] при необходимости может быть представлена в виде дроби 
! П ^ = - , где к = rJTi Поэтому в силу следствия 5 имеем, что для prik 

каждого i = 1 , . . . , s любая дробь mp~r из G[p], где га делится на mt(pr* — 
гаг-), принадлежит множеству [Я]. При этом по следствию 1 множество 
[Я] является замкнутым. Таким образом, утверждение леммы очевидно 
при 5 = 1 и вытекает из следствия 6 при s ^ 2. 

Следствие 7. Пусть р — простое число, Н - j ~ ^ , . . . , ~ f > — 
конечное множество несократимых дробей из G[p], d = (rai(p r i — m i ) , . . . , 
ms(pr' — га,)) при s^2 и d — mi(pri — rax) яря 5 = 1. Тогда если d ^ 2, 
то (?M С [Я]. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ЕСЛИ d = 1, то данное утверждение непосред­
ственно следует из леммы 4. Пусть с? = 2. Тогда из соотношения 
(d,p) .== 1 вытекает, что р ф 2. Следовательно, р — нечетное число. 
Поэтому любая дробь ~ из G[p] либо дробь 1 — — = v

 pTm имеет четный 
числитель и тем самым согласно лемме 4 принадлежит множеству [Я]. 
Следовательно, в силу следствия 2 обе эти дроби принадлежат множест­
ву [Я]. Таким образом, и в этом случае G[p] С [Я]. 

Остается заметить, что из следствия 7 непосредственно вытекает 
достаточность условий теоремы 2. Необходимость этих условий следует 
из леммы 1. 

4. Доказательство теоремы 3 

При доказательстве теоремы 3 используется следующая лемма, явля­
ющаяся обобщением леммы 3. 

Лемма 5. Пусть % ,n 2 ,m 1 ,m 2 — такие натуральные числа, что 
nun2 > 1 и (ml9ni) = (гах,п2) = (rn2,n2) = 1. Далее, пусть 0 < £ < 1/2, 
М — замкнутое множество чисел, содержащее любую дробь vfijn\ < 1 — е 
из G[ni], где га делится на mi, и любую дробь m/nr

2 из G[n2], где га 
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делится на га2. Тогда, в М содержится любая дробь vfijn\ из G[n.i], где 
е < mjn\ < 1 — е и m делится на, (шх, га2). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть m/n^ — произвольная дробь из G[p], где 
m делится на (га^гаг), е < m/n[ < 1 — £. Выберем такие натуральные 
числа г1 и г2, которые кратны числу ^ ( m i ) и удовлетворяют неравен­
ствам m1rri2 < nr

2 < nr
1

1~r. Так как число ranr
1

1~r делится на (mi,m2) , 
то согласно следствию 4 найдутся такие целые с ь с 2 , что 

mn[1~r — cimi + c2m2: (22) 

при этом в качестве с2 мы, очевидно, можем выбрать некоторое число 
из множества { 1 , . . . , т^. Следовательно, 

О < с2т2 ^ т1т2 < п2
2 < п\1~г. (23) 

Поэтому £2lf¥- G G\n2] и в силу условий доказываемой леммы £^У¥~ £ М. т* а- - -- - /*2 

Из соотношений (22) и (23) следует, что 

О ^ (т - l)nr
1

1'r = mnr
1

1~r - n i 1 _ r < cimi < m ^ 1 " ' . 

Поэтому 
Cimi mn\1~r m 

o < ^ 7 i < — ? r - = — < i - £ , 
т. e. 0 < £ffiL < 1 — £, и в силу условий леммы Ц̂?г- Е М. Из соотношений 
(22) и (23) также следует, что 

mnr
1
1~T < c1mi + nr

2
2 < mn^""r + гг^"г = (m + Ijr^1 r . 

Поэтому 

m 7rmi1-r c ^ i + n? (га + 1)пГ1_г га + 1 
* <r — = < — < - — - — = < 1. 

n^ n1
1 n^ n^ nj 

Таким образом, е < Cim^ri
n2 < i и , следовательно, 0 < 1 — Cim^ri

n2 < 
1 — е. Так как г1 и т2 делятся на (p(rrii) и (mi,ni) = ( m b n 2 ) = 1, 
то из теоремы Эйлера следует, что п[1 = 1 (mod mi), n^2 = 1 (mod 
mi). Поэтому тг̂ 1 •- n2

2 делится на т ь Таким образом, п^1 - пг
2 -

Cimi делится на mi и поэтому в силу условий леммы получаем 1 — 
Cimir1"2 = n1 -cimi n2 ^ ^ Следовательно, согласно утверждению 3 

имеем Cirni
ri

n2 ^ м. Рассмотрим булеву функцию / + , определенную 
в доказательстве леммы 3. Напомним, что 

^\f+(px,Py,Pz)} = Лг(1 ~ Pz) + PyPz-
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Используя (22), получаем 

^ Г r+(cimi СгШг + nr
2
2 с2т2\\ 

п? V пг
2
2 ) п ^ ' пг

2
2 

с1т1 + c2m2 mnp~ r m 

Пользуясь этим фактом и тем, что числа £i?TL
>

 c im i^n
2 £2̂ 2 дринадле-

П 1 П 1 П 2 

жат множеству М, в силу замкнутости множества М получаем, что 
га/п^ 6 М. 

Лемма 6. Пусть n1,n2,mljm2 — такие натуральные числа, что 
пЛ,п2 > 1 и (щ,п2) = (mi,ni) = (яг2,п2) — 1? М — замкнутое множест­
во чисел, содержащее любую дробь rn/n\ из G[ni], где m делится на rrij, 
и любую дробь m/n2 из G[n2], где m делится на тп2. Тогда М содержит 
любую дробь m/n[ из G[rii], где m делится на (wi ,m 2) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть m/n[ е G[n^\ и m делится на (жЪ7п2). 
Множество всех простых сомножителей числа тх разобьем на две труп­
пы: первая группа состоит из всех сомножителей, не являющихся де­
лителями числа п2, вторая группа — из делителей числа п2. Обозна­
чим через т[ и т![ произведения всех сомножителей из первой и второй 
групп соответственно. Заметим, что т\ — m^m", (т'1,гг2) = 1 и т" 
является делителем числа п\ для некоторого достаточно большого на­
турального к. Выберем натуральное к2 такое, что к2 ^ к и m^L < 

in f •—:, 1 — ^ J. В этом случае имеем 
\ n i n i / mm 

т2п1 т ^ т2пх __ п? - т2щ 
n\2 n\ п\2 " п\2 

/ / fe2_ 

Покажем, что любая дробь ^ч- из С\пЛ такая, что -̂Ц- < п2 ~^п^ и т/ 
^ n[ L 1J ' n[ n 2

2 

делится на m'^n*2 — m2ni), принадлежит множеству М. Пусть 
т 7 п\2 - m2nx 

0 < < < п*' ( 2 5 ) 

и га' = ст'^п^2 - m2rii), где с Е N. Тогда 

га' ст[п2
2 п2

2 — m2nx crrtid n2
2 — m2rii 

г' 
«1 

(26) 
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где d = n2
2/m" 6 N. Так как в силу неравенств (24) дробь Т^-

принадлежит множеству G[n2], то в силу условий леммы ^Ц^1 6 М. 
П2 

Следовательно, согласно утверждению 3 в множестве М содержится 
дробь ^—%^±- Из соотношений (25), (26) следует, что 0 < £Пк^А < 1. 

п2 п1 

Поэтому в силу условий леммы ^—^ £ М. Таким образом, из равенст-

ва (26) согласно утверждению 5 получаем, что ~г € М. Поскольку 
т'х — делитель числа т , взаимно простого с n b и (пх,п2) = 1, то 
(т'^щ) = 1 и {nk

2
2 — 1712111,71!) — 1. Следовательно, (m'^n*2 — m2rii), 

ni) — 1. Кроме того, поскольку (т,
1,п2) = (щ,п2) = ( ^2^2) = 1> то 

(т[(п2
2 — т 2 '%),п 2) = 1. Таким образом, (т[(п2

2 — m27ii),ni) — 
{rn\{nk

2 - m2ni) ,n2) = (m2,n2) = 1 и М содержит любую дробь ~г < 
1 - !I4^L из G[ni], где т,т^ делится на m[(n2

2 - m2tti), и любую дробь 

^ из (?[n2], где т' делится на т2. Применяя лемму 5, получаем, что 
П 2 

М содержит любую дробь ^ из 0[щ} такую, что ^ ^ < ^ < 1 - ^Ц^ 
и ml делится на (га^в*2 — т 2 п х ) , т 2 ) . Так как (ш2 ,п2) = 1 и т" де­
лит число п*, то (п2

2 — m2n1 ,m2) = (т",т2) = 1. Следовательно, 
(т '^п*2 — m2n1) ,m2) = (^^,7^2) = (т,

1т",т2) = ( m b m 2 ) . Отсюда и из 
неравенства (24) следует, что m/n^ € М. 

Следствие 8. Пусть s ^ 2, а натуральные числа n x , . . . , n e , 
m i , . . . , т я таковы, что щ,... ,гг5 > 1, (mi, 7^) = . . . = (m5,n5) = 1, 
(n1 ,n2) = . . . = (ni ,n,) = 1. Далее, пусть М С (0; 1) — замкнутое мно­
жество я дая: каждого i — 1 , . . . , s множество М содержит любую дробь 
т/п* из G[n{], где т делится на тг-. Тогда М содержит любую дробь 
mjn\ из G[ni], где т делится на ( т ь . . . , ms). 

Справедливость данного утверждения непосредственно вытекает из 
леммы 6 применением индукции по s. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 3. Необходимость, Предположим, что 
условие а) не выполнено, т . е . для некоторого р из У[п] во множестве Н 
нет ни одной дроби со знаменателем, кратным р. Это означает, что все 
дроби из Н принадлежат множеству G[n], где h — Пде^ы\Ь} 9- Поэтому 
в силу замкнутости множества G[h] получаем, что [Н] С G[n]. Однако 
согласно утверждению 1 имеем G[n] С G[n] и, следовательно, [Н] С G[n]. 
Необходимость условия Ь) непосредственно следует из леммы 1. 

Достаточность, Пусть выполнено условие а). Рассмотрим произ­
вольное р 6 У[п]. Без ограничения общности будем считать, что чис­
ла п х , . . . , n t , где 1 ^ t ^ «s, делятся на р, а числа nt+i . . . , ns взаимно 
просты с р. Положим dl — (mi(nx - m i ) , . . . ^mt(nt — rnt)) при t > 2 
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ж 61 = m1(n1 — mi) при t = 1. Так как при каждом г = 1 , . . . ,£ любая 
дробь mp~r из С?[р] при необходимости может быть представлена в виде 
дроби m(y^i/p? 9 то в силу следствия 5 при каждом г — 1 , . . . , t любая дробь 
mp~r из G[p], где га делится на гаг(пг- -гаг-), принадлежит множеству [Я], 
которое в силу следствия 1 является замкнутым. Следовательно, приме­
няя следствие б в случае t ^ 2, получаем, что [Я] содержит любую дробь 
mp~r из G[p], где га делится на d'. Покажем, что тогда [Я] содержит 
любую дробь mp~r из (?[р], где га делится на d. Для этого заметим, что 
если t = 5, то d = d'. Пусть t < s. Тогда в силу следствия 5 при каждом 
г = £, . . . ,<s любая дробь т/п\ из С[ггг], где га делится на гаг-(пг- — гаг-), 
принадлежит множеству [Я]. При этом (р, n*+i) = . . . = (р, п5) = 1. Сле­
довательно, мы можем применить следствие 8, и убедиться в том, что 
и в этом случае [Я] содержит любую дробь mp~r из G[p], где га делится 
на (d', mt+i(nt+i - га*+1),... , m8(ns - ra5)) = d. 

Пусть d ^ 2. Тогда, используя рассуждения, аналогичные доказа­
тельству следствия 8, получаем, что G[p] Е [Я], Таким образом, при 
любом р £ У[п] множество [Я] содержит все дроби - , . . . , ̂ ^ из G[p]. 
Следовательно, пользуясь теоремой 1 и свойством замкнутости множест­
ва [Я], получаем, что G[n] С [Я]. Поэтому в силу замкнутости множест­
ва G[n] имеем G[n] = [Я]. 

Заключение 

Отметим, что поскольку любое число порождается конечным мно­
жеством чисел из порождающего множества, полученный критерий пол­
ноты может быть легко сформулирован также для случая бесконечных 
порождающих подмножеств. 

В последнее время все большее внимание уделяется сложностным 
аспектам моделирования булевых случайных величин. Одним из со­
держательных понятий сложности случайной величины является мини­
мальное число исходных случайных кодов, необходимое для ее реали­
зации. На языке порождения чисел это понятие соответствует опре­
делению сложности порождения числа как минимально возможного ко­
личества переменных функции, порождающей данное число. Ряд ре­
зультатов, связанных со сложностью порождения рациональных чисел 
преобразователями вероятностных распределений из различных клас­
сов, получен автором в [5, 7, 16]. В связи с представленной в данной 
работе характеризацией всех конечных порождающих подмножеств мно­
жеств G[n] естественным образом возникает проблема получения оценок 
сложности порождения чисел из этих множеств для произвольных конеч­
ных порождающих систем. 
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