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О ЦИКЛИЧЕСКИХ ПЕРЕЧИСЛЕНИЯХ ДВОИЧНЫХ 
НАБОРОВ ЧЕРЕЗ ЗАДАННЫЕ РАССТОЯНИЯ*) 

А. Л. Пережогин 

Рассматривается задача такого циклического перечисления всех 
двоичных наборов длины п, при котором соседние в перечислении на
боры находятся на заданных расстояниях Хемминга друг от друга. 
Получены необходимые и достаточные условия существования таких 
перечислений при циклическом повторении одного, двух или четырех 
расстояний. 

Одной из активно изучаемых задач в области комбинаторных алго
ритмов является задача такого эффективного порождения объектов не
которого множества, чтобы каждый объект порождался ровно один раз. 
Частный случай этой общей задачи — порождение объектов в порядке 
минимального изменения, при котором соседние в перечислении объекты 
различаются на малую величину. Классическим примером является 
двоично-отраженный код Грея [4], который так линейно упорядочивает 
все двоичные наборы длины п, что соседние наборы различаются только 
в одной позиции. В [5] введен термин «комбинаторный код Грея», кото
рый теперь используется для любого порождения комбинаторных объек
тов при некотором линейном порядке. Обзор по комбинаторным кодам 
Грея содержится в [6]. 

Многие задачи существования и эффективного задания кодов Грея 
для двоичных наборов решаются на языке символьных последователь
ностей с запретами на подслова [1-3]. Вместо самого кода Грея при та
ком подходе рассматривается его переходная последовательность, а огра
ничения на порядок двоичных наборов формулируются с помощью запре
тов на подслова. Этот метод используется и в данной работе. 

Ниже рассматривается следующая задача. Пусть задан список 
расстояний D — (Й!,й2?-• • >^2»). Существует ли такое перечисление 
ЬоДъ • • • Дг*-1 в с е х двоичных наборов длины п, при котором 
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/>(Л-Д(г+1) mod2«) = di+i, ГДе Р — расстояние Хемминга. Получены не
обходимые и достаточные условия существования таких перечислений 
в случае, когда список D является циклическим повторением одного, 
двух или четырех расстояний. При решении этой задачи используются 
обобщенные переходные последовательности. 

Введем некоторые определения и обозначения. Под n-буквенным ал
фавитом Ап будем понимать множество {1 ,2 , . . . , п}. 

Пусть Ь = (Ь1?Ь2^ • • • ,ЬП) — произвольный двоичный набор длины п. 
Тогда через М1(Ь) обозначим множество индексов единиц в наборе Ь, 
т. е. М1{Ь) = {г | bt = 1, 1 < г ^ п}. 

Для произвольного множества X С Ап через ех обозначим двоичный 
набор, в котором единицы находятся только на позициях с номерами 
из X, т. е. ех = (Ьь&2,... ,ЬП), где Ь{ = 1 тогда и только тогда, когда 
iex. 

Последовательность га-мерных двоичных наборов 60, &i, . . . , &2n-i 
назовем (rfi, d2-7 *.. ,d2*; ^-перечислением, если выполнены следующие 
условия: 

(г) bi ф bj при любых i Ф j ; 
(ii) /?(62

fci-fi>b2fci+i+i) = rfy+i при любых г и jf, 0 ^ г < 2n~k и 0 ^ j < 
2k, где Ь2» = Ь0. 

Соответствующую последовательность множеств 

М/(6 0 ф6г) , М / ^ ф б з ) , . . . ,MJ(b2»_2©&2»-i), М/(Ь2»-1ФЬ0) 

будем называть (dl9 d2 , . . . , d2*; ^-перечисляющей, где ф — операция по
компонентного сложения по модулю 2. 

Например, последовательность 

/Tinn\ {^^n\ Ст(\\ П(\а\ (ЛГП\ f n n \ / i т л Л fnni A 
Vwuv/y, vixv/;? vwxw;> vxwvv? 1х^х;> vu iV) ^ х х х л v Jwx; 

является (2,1;3)-перечислением, а соответствующая последовательность 
множеств 

{1,2}, {1}, {1,2}, {3}, {1,2}, {1}, {1,2}, {3} 

является (2,1;3)-перечисляющей. 
Очевидно, что если все числа d{ четны, то ( d b d 2 , . . . ,d2k;^-пере

числения не существует. 
Основным результатом настоящей работы является установление 

необходимых и достаточных условий существования таких перечисле
ний при к 6 {0,1,2}. Предварительно установим некоторые вспомога
тельные факты. 
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Предложение 1. Последовательность МНОЖеСТВ и Л. — 1\.\, 1\.2, . , . •; 
Х2« в алфавите Ап является [dx,d2,. • • ,d2k-,n)-перечисляющей тогда 
и только тогда, когда она удовлетворяет следующим условиям: 

(a) |X2fct-+i7-| = dj при любых i и j таких, что 0 ^ i < 2n~k — 1 
я 0 < J <: 2*; 

(b) exi Ф eXi+1 © • • • © eXj ф 0 = (0 ,0 , . . . , 0) при любых i и j таких, 
что 1 <J г <$ j <С 2n - 1; 

(c) eXl Ф е*3 ф • • • ф еХ2п = 0. 

Предложение 2. Есля последовательность ЬХ — Xi ,X 2 , • • • ?Х2л 
является ( d b с?2?... , rf2fe; п)-перечисляющей, то последовательность дво
ичных наборов V(SX) — b0,bi,... ,b2^-i такая, что 

Ъ0 = 0, 
b.- = b i - i©e X i , i e { l , 2 , . . . , 2 n - l } , 

является (d1, d2,... , d2Jt; n)-перечислением. 
Заметим, что (1; тг)-перечисление — это n-мерный код Грея. Пусть 

{ш}? {Уъ}-, • • • {У2*} — его (1; п)-перечисляющая последовательность. 
Тогда слово у\ у2 . . . у2« обычно называется переходной последователь
ностью размерности п. 

Лемма 1. Если существует {d\,d2,... ^2к]п)-перечисление, то су
ществует (di, d2,... , d2fc; n + 1)-перечисление. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть последовательность SX = X i , X 2 , . . . , 
Х2п является (d1? d2, . . . , d2k\ ^-перечисляющей и пусть a — произволь
ный элемент множества Х2п. Тогда нетрудно видеть, что последова
тельность 

( X b X 2 , . . . , X 2 n U { r c + l } \ { a } ) 2 

= X1,X2,...,X2nU{n+l}\{a},X1,X2,...,X2nU{n + l}\{a} 

является искомой (d1,d2,... ,d2km,n + 1)-перечисляющей последователь
ностью. 

Заметим, что эта лемма является обобщением простейшей конструк
ции, позволяющей с помощью конкатенации двух переходных последо
вательностей размерности п получать переходную последовательность 
размерности п + 1. 

Лемма 2. Если существует (d1.d2,... ,d2k',n)-перечисление, то су
ществует (d[, п + 1 , d2, п +1,... , d'2k, п + 1; п +1 )-перечисление при любом 
d'i € {diy n~di + l}, 1 <Ci<c2*. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть последовательность SX = Х Ь Х 2 , . . . , 
X2tt является (di, d2, • •. , d2*; ^-перечисляющей и пусть 

_ Г Хг, если <• = db 

\ Ап\Хг- в противном случае. 
Тогда нетрудно видеть, что последовательность множеств 

является искомой (d^, n + 1, d'2, n + 1 , . . . , d'2fc, n + 1; п + 1 ̂ перечисляющей 
последовательностью. 

Утверждение 1. Яря любых п и d, d < n, (d;n)-перечисление су
ществует тогда и только тогда, когда d нечетно. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Используя лемму 1, достаточно показать, что 
при любом нечетном d существует (d;d + 1)-перечисление. Рассмотрим 
произвольную переходную последовательность хгх2.. .x2<*+i в алфавите 
Ad+i. Пусть Х{ = Ad+i\{xi} при каждом i Е {1 ,2 , . . . , 2 d + 1 } . Тогда 
X — Х Ь Х 2 , . . . ,X2d+i — искомая (d;d+ 1)-перечисляющая последова
тельность. Действительно, достаточно показать, что при любых % и j , 
1 ^ i ^ J < 2d + 1 , верно неравенство eXi ф ^xi+1 Ф • • • Ф eXj ф 0. Если 
j — i является четным числом, то последнее неравенство верно, так как d 
нечетно, а в случае, когда j - i является нечетным числом, неравенство 
ex* Ф ехх+х Ф * * * Ф eXj = ех. Ф ех .+1 ф • • • ф ех. фТ$ следует из свойств 
переходной последовательности кода Грея. 

Из утверждения 1, лемм 1 и 2 непосредственно вытекает следующее 

Утверждение 2. При любых n, dx и d2, dx < d2 ^ n, (d b d 2 ; n ) -
перечисление существует тогда и только тогда, когда хотя бы одно из 
чисел di или d2 является нечетным. 

Набор параметров (dl5 d2 . . . - , d^; n) назовем допустимым,, если 
(a) dj ^ п при любом г, 1 ^ i ^ 2fc; 
(b) хотя бы одно di является нечетным; 
(c) если di = n, то d,-+1 ^ ^ (полагаем d2fc+1 = di); 
(d) если {н, г 2 , . . . , гг} = {г | d2- — нечетное, 1 ^ г ^ 2*} таково, что 

i\ < г2 < • • • < гг, и г четно, то 
г/2 r / 2 - l 

Условие (d) обеспечивает «равномерность» перечисления наборов 
различной четности. В случае к — 2 это условие можно сформулиро
вать в следующем виде: 
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(d/) если два из четырех параметров dx,d2,d3 и d4 являются нечет
ными, то d1 и d3 имеют одинаковую четность. 

Нетрудно видеть, что если не выполнено хотя бы одно из перечис
ленных выше четырех условий, то (dl5 d2, • • • , d2k\ п)-перечисления не су
ществует. Из утверждений 1 и 2 следует, что при к £ {О,1} совокупность 
этих условий является необходимой и достаточной для существования 
(d1? d2 , . . . , d2k', тг)-перечислений. Следующая теорема показывает, что 
это верно и при к = 2. 

Теорема 1. При любом п ^ 3 (dx,d2, d3, d4; n)-перечисление сущест
вует тогда и только тогда, когда набор параметров (di,d2, d3, d4\ n) явля
ется допустимым. 

При доказательстве теоремы используется конструкция, описанная 
в следующей лемме. 

Лемма 3. Пусть SX = Х ь Х2,... , Х8 такая (/ъ 12,13,14; 3)-пере-
числяющая последовательность в алфавите {1,2, а}, что a £ Х{ тогда 
и только тогда, когда a G X i + 4 при любом i G {1,2,3,4}. Далее, пусть 
j £ {1,2,3,4} таково, что lj является нечетным. Тогда (d1,d2,d3,d4;n)-
перечисление существует, если выполнены следующие условия: 

(a) dj — d + \Xj\{a}\ при некотором нечетном d, d < n — 2; 
(b) di = d\ + \Х{\{а}\ при любом i e { l ,2 ,3 ,4}\{j} , где d\ = U 

(mod 2), 0^Я{^п-2. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из леммы 1 следует существование (d; n — 2)-пе-

речисляющей последовательности Z b Z2,... , Z2n-2 в алфавите Ап\{1, 2}. 
Для каждого i 6 {1,2,3,4}\{j} пусть Y{ С {3,4, . . . ,га} и |1^| = d{ -
|ХД{а}|. Построим последовательность ST' = Т[,Т'2,... , Т ^ следую
щим образом. Пусть при всех s 6 { 0 , 1 , . . . , 2 П ~ 3 - 1} и % Е {l ,2,3,4}\{j} 

^}+8«+4 ~ -^0+4 U ^2*+2> 

Г{+85+4 = Хг-+4 U Y(. 

Пусть Ti — Т?\{а} при всех г, 1 ^ г ^ 2П. Тогда последовательность 
ST = 2\ , Г 2 , . . . , Г2п является (dl5 d2, <i3, d4; га)-перечисляющей. Действи
тельно, ST удовлетворяет условиям (а) и (с) из предложения 1. Пред
положим, что условие (Ь) не выполнено, т. е. для некоторых р и q, 
1 ^ Р < <7 ^ 2П, выполнено равенство еТр ф еТр+1 0 • • • Ф етя-х = 0. Тогда 
в последовательности Тр ,Тр +ь • • • » ^ - i имеется четное число множеств 
нечетной мощности. Но по построению \Т{\ нечетно тогда и только тог
да, когда a 6 Т/, т. е. в множествах Т'р,Т^+1,... ^T'q_l каждая буква 1, 
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2 и а встречается четное число раз. Следовательно, q — р = О (mod 8). 
Но тогда число множеств, подмножеством которых является У ,̂ в по
следовательности Тр,Тр+1,... ,Tg_i четно при любом г £ { 1 , 2 , 3 , 4 } \ { J } -

Поэтому существуют такие гх и г2, 1 ^ гх ^ г2 ^ 2П~2, что верно 
равенство 

еТр © вТр+1 Ф • • • 0 ет^ = eZii © ez. j+1 Ф • • • 0 eZi2^ • 

Но последовательность Z l5 Z 2 , . . . , Z2«-2 является (d; n — 2)-перечисляю-
щей. Следовательно, 

eZil 0 eZii+1 0 ..- 0 е^2_а / 0. 

Противоречие. Поэтому последовательность ST порождает искомое пе
речисление. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1. Используя лемму 1, достаточно по
казать, что искомое перечисление существует при следующих вариантах 
допустимых наборов параметров (с точностью до циклического сдвига 
и обращения): 

1. dx - n > diy 2 ^ г ^ 4. 
1.1. п — четное. 

1.1.a. d2 и d4 нечетные, d3 четное; 
l . l .b. d2 нечетное, d3 и d4 четные; 
1.1.с. d3 нечетное, d2 и d4 четные; 
l.l.d. все di нечетные; 

1.2. п — нечетное. 
1.2.a. d2 и d4 четные, d3 нечетное; 
1.2.b, d2 четное, d3 и d4 нечетные; 
1.2.с. d3 четное, d2 и d4 нечетные; 
1.2.d. все di четные; 
1.2.е. все d{ нечетные; 

2.d1 = dz = n> du г G {2,4}. 
о. n > di = d2^> d{, i e {3,4}. 

З.а. di и d3 четные, d4 нечетное; 
3.b. di и d3 нечетные, d4 четное; 
З.с. все ndi нечетные. 

Существование искомого перечисления в случае 2 вытекает из ут
верждения 2 и леммы 2. В остальных случаях будем использовать лем
му 3. Ниже для каждого набора параметров приведены последователь
ность SX и номер jy при которых выполняются условия леммы 3, а сле
довательно, обеспечивается существование соответствующего пере
числения. 
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l . l .a. SX = ({l ,2},{l ,a},{l} ,{l ,a}) 2 , i = 3. 
l . l .b . 5 Х = ({1,2},{1,а},{1,2},{1})2, i = 4. 
l.l .c. Если 4 ^ 3 , то 5 Х = ({1,2}, {1}, {1,2,а}, {l})2, j = 3. Если же 

4 = 1, то SX = ({1,2},{1},{а},{1})2, j = 3. 
l.l.d. Если d3 ^ 3 , т о 5 Х = ({1,2},{1,а},{1,2,а},{1,а})2, j = 3. Если 

же 4 = 1, то SX = ({1,2},{1,а},{а},{1,а})2, j = 3. 
1.2.a. Если 4 > 3, то SX = ({1,2,а},{1},{1,2,а},{2})2, j = 3. Если 

же 4 = 1, то SX = ({1,2,а},{1},{а},{1})2, j = 3. 
1.2.b. Если 4 ^ 3, то SX = ({1,2,а},{1},{1,2,а},{1,а})2, j = 3. 

Если же 4 = 1 ,то5Х = {1,2, а}, {1},{а},{2,а}{1,2,а},{2},{а}, 
{1,о}, j = 3. 

1.2.с. SX = ({1,2,а},{а},{1},{а})2. Если d2 < n - 2, то j = 2; если 
4 = и — 2 и 4 < ft — 1, то j = 3; если 4 = ft — 2, 4 = и — 1 
и 4 < ft — 2, то j = 4. 

Случай 4 = ft — 2, 4 = ft — 1 и 4 = ft — 2 рассмотрим от
дельно. Пусть Жх̂ г .. .а?2»-2 — произвольная переходная последователь
ность кода Грея в алфавите {3 ,4 , . . . ,п}. Тогда последовательность 
SW — Wi, W2,. •. , W2n такая, что 

W4f+1 = { l , 2 , . . . , n } , 
W4s+2 = {1 ,4 ,5 , . . . , n } , 

W4t+3 = {l,2,...,n}\{xl+1), 
W4s+4 = {1 ,4 ,5 , . . . , n } , 

О ^ з ^ 2 " - 2 •- 1, является (те, n 2, n 1, n 2; п)-перечисляющей. Пред
положим, что это не так. Тогда для некоторых р и д , 1 ̂  р < q ^ 2" - 2 , 
выполнено равенство ew? Ф eiy +1 Ф • • • Ф &wq.x = 0. Отсюда следует, что 
в множествах Wp,Wp+i,... , Wq_i каждая из букв 1 и 2 встречается чет
ное число раз. Следовательно, а — р = 0 (mod 4). Поэтому существуют 
такие «! и »2, 1 ̂  »i ^ «j ^ 2П~2, что верно равенство 

eWv Ф eWp+1 ф • • • Ф eWq_1 = eXii ф eXii+1 Ф • • • ф ех^_х. 

Но х1х2.. .х2^-2 является переходной последовательностью кода Грея. 
Следовательно, 

exii Ф exil+1 Ф • ' • Ф ех;2_1 Т- 0. 
Противоречие. 

1.2.d. SX = ({1,2,а},{1},{1,2},{1})2. Если d2 < п - 1, то j = 2; если 
4 = ft — 1 и 4 < ft- I? T O i = 4; если 4 = ^4 = ft- 1 и 4 < ft—1, 
то SX = ({1,2,а},{1,2},{1},{1,2})2, j = 3. При 4 = 4 = 4 = 
7i — l искомое перечисление порождается последовательностью 

W1 ,W2U{3},W3,W4U{3},. . . ,W2 ._1 ,W2-U{3}. 
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1.2.е. Если d3 ^ 3, то SX = ({1,2, а}, {а}, {1,2,а},{1,а})2, j = 3. Если 
же d3 = 1, то SX = ({1,2,а},{1,а},{а},{1,а})2, j - 3. 

З.а. Если d4 ^ 3, то SX = ({1}, {2},{1},{1,2,а})2, j = 4. Если же 
d4 = 1, то 5 Х = ({1}, {2}, {1}, {а})2, j = 4. 

З.Ъ. 5Х-({1 ,а} ,{2 ,а} ,{1 ,а} ,{2}) 2 ,7 = 4. 
З.с. Е с л и й 4 ^ 3 , т о 5 Х = ({1, а}, {2, а}, {1, а}, {1,2, а})2, j = 4 . Если 

же d4 = 1, то SX = ({1,а},{2,а},{1,а},{а})2, j = 4. 
Таким образом, для любого допустимого набора параметров (di,d2, 

rf3, d4; n) построено (di, d2, ^з, d4; п)-перечисление. Теорема доказана. 
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