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АЛГОРИТМОМ ЛЕМПЕЛА — ЗИВА*) 

В. Н. Потапов 

Рассматривается задача неискажающего сжатия (кодирования) 
буквенных последовательностей. Для последовательностей с асимпто­
тически нулевой эмпирической энтропией предложена модификация 
схемы кодирования Лемпела — Зива, для которой стоимость кодиро­
вания превышает энтропию не более чем в конечное число раз. Кроме 
того, предложено комбинаторное доказательство известной оценки из­
быточности схемы кодирования Лемпела — Зива для последователь­
ностей с положительной энтропией. 

В в е д е н и е 

В работах [19, 20] Дж. Зивом и А. Лемпелем были предложены ме­
тоды кодирования (называемые в дальнейшем LZ77 и LZ78 соответ­
ственно), которые впоследствии получили широкое применение для ре­
шения задачи сжатия данных. В настоящее время известно множество 
модификаций этой схемы [2, 5, 7, 9, 11, 14-16]. Использование алго­
ритмов, основанных на схемах типа Лемпела — Зива, при разработке 
средств программного обеспечения вызывает неослабевающий интерес 
к теоретическим оценкам качества сжатия, которое обеспечивают дан­
ные схемы. В последние годы были получены точные по порядку оценки 
избыточности кодирования для различных модификаций алгоритма 
Лемпела — Зива [8, 10, 12, 13, 17, 18]. Особенно важной с практической 
точки зрения является оценка эмпирической избыточности Л ( / , ж") коди­
рования / произвольной последовательности ж", состоящей из п букв не­
которого конечного алфавита. Величина Д ( / , ж") определяется как раз­
ность между длиной кода / (ж") последовательности ж" и эмпирической 
энтропией Я (ж") этой последовательности, когда длина кода и энтропия 
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вычислены в расчете на одну букву исходной последовательности. Наи­
лучшие оценки избыточности схемы Лемпела — Зива были получены 
С.Савари [12, 13]: 

ад'*">=°(^) (i) 

при п --» со и lim Я(ж") > 0, где С = 2, а /х и /2 построены по схе-
п—»оо 

мам кодирования LZ78 и LZ77 соответственно. Здесь и в дальнейшем 
символ log обозначает логарифм по основанию 2. Однако существуют 
примеры таких непериодических последовательностей х (х* — первые 
п букв последовательности ж), что 

п-оо Н(Х?) 

где кодирование / построено по схеме LZ77 или LZ78. 
В настоящей работе предложена схема кодирования, представляю­

щая собой объединение алгоритмов LZ77 и LZ78. Для кодирования / , 
построенного по предлагаемой схеме, справедлива оценка избыточности 
(2), где С — 1, если lim H(xrl) > 0, и оценка избыточности 

п—*оо 

для произвольной непериодической последовательности х. Таким обра­
зом, предлагаемый алгоритм в отличие от LZ77 и LZ78 гарантирует, 
что длина кода последовательности не более чем в конечное число раз 
превосходит эмпирическую энтропию последовательности. 

Кроме того, в настоящей работе предлагается прямое, т. е. комби­
наторное доказательство оценки (2), где С — 1 для схемы кодирования 
LZ78 и С = 3 для схемы кодирования LZ77. Полученные оценки не­
сколько хуже известных оценок (1) и (2), доказанных более трудоемкими 
теоретико-вероятностными методами. 

1. Основные определения 

Пусть А = {ах,. . . ,а|д|} — некоторый конечный алфавит и А* = 
оо 

U Ап — множество всех конечных последовательностей букв алфави­
т е 
та А. Если ж, у — слова, то через ху обозначим конкатенацию слов х и у. 
Через х\ будем обозначать слово, состоящее из букв слова х — aix .. .a t n , 
начиная с / й и кончая r-й, т. е. х\ — aix .. .air. Через х(у) — aix .. .aim 
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обозначим слово, состоящее из букв слова ж, непосредственно следующих 
за полсловом у, т. е. для каждой буквы а,-л 1 ^ j ^ га, содержащейся 
в ж(у), найдутся такие подслова х[ и ж", что ж = а^уа^.а;?. Через |ж| 
будем обозначать длину слова х. 

Эмпирической энтропией (0-го порядка) слова ж" £ Ап (см. [3]) на­
зывается величина 

ВД) = Е > § ^ (з) 
i = i ъ 

где Ti — число вхождений буквы а{ в слово х\. Пользуясь формулой 
Стирлинга и (3), получаем 

где а(хг{) ^ 0 и а(х") ^ а'{п) —> 0 при п —>• ос. 
^Л/ГТТТТ-ПТТТТО^Т^ГЧТТ ЪТХТ^ТЧГЧТТТТЛТТ ^_Г>/^1 TTTVn «Г ТПУ О /'ЧТГЧТЮ Т»*1, d ЛП ( Г*-\1С M i l ТТО'ЭТ.Т-W J-VXiiJI-Lj^J^X XV>\^XVWJTX a i l X |_/V-fAJLJM-V>jrA #1/ XV-/ H W U y i ^ l V U l V-/«>l_Vy XJ t*) *JU -j V_ ^ X I 'OXVX . I X I I JU «Xj^XJJl 

вается величина 
Hk(x1) = £ ^)я(^(у)), (5) 

yGAfc 

где тг(у) = |si(l/)| . 
Кодированием будем называть инъективное отображение / : А* —» 

22* (2? = {0,1}), ставящее в соответствие каждому слову в алфавите А 
двоичную последовательность (код этого слова). Кодирование / называ­
ется префиксным, если для любых двух различных слов х™ и у™ длины п 
в алфавите А кодовая последовательность f(x™) не является префиксом 
(началом) кодовой последовательности /(у") . 

В дальнейшем будет использован префиксный код ^(п) чисел нату­
рального ряда, предложенный П. Элайесом [6]. Аналогичные коды были 
известны и ранее (см., например, [4]). Для каждого натурального п 
справедливо равенство 

| 7 (n ) | = 2Llog( Llog n\ + 1)J + [log nj + 1. (6) 
Избыточностью (эмпирической) к-то порядка кодирования / для слова 
ж" называется величина 

Rt{f,x«) = ±\f(xn
1)\-Hk{f,x"). (7) 

Рассмотрим множество Х(х") С Ап, состоящее из слов, в которых 
имеется столько же вхождений буквы аг, 1 ^ г ^ |А|, что и в слове х". 
Тогда для произвольного префиксного кодирования / и х 6 А°° из (4) 
и (7) следует неравенство 

lim ( sup R(f,z)) $>0. 
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Аналогично можно показать, что 
lim ( sup Rk(f,z)) ^ 0, 

где Xk(%i) С Ап — множество таких z 6 Ап, что z(y) и х^(у) имеют 
одинаковый частотный состав для всех у £ Ак. 

2. Схема кодирования Лемпела — Зива 
и ее модификации 

Алгоритм LZ77 [19] состоит в разделении кодируемого слова хг{ £ Ап 

на подслова <тг-, 1 ^ г ^ т , по следующему правилу. Пусть начало слова 
х\ уже разделено на подслова, т. е. это начало представляет собой кон­
катенацию подслов бг19ст2,.. .,crt- и ху = <Jx...(Тг-ж". Выберем наиболее 
длинную последовательность ж£, которая уже встречалась в х^'1 — на­
чале слова ж", т. е. х\* — Ж//Г".*> где 1 ^ пг- < /г-. Определим следующее 
подслово сгг+1 как a i+1 = х\Ыр., где api — следующая за ж£ буква слова 
ж". Кодом каждого подслова c7i+1 является тройка чисел (гг- — /г-,пг-,рг). 
Например, последовательность a2a1a2a1a1a2a1aia2a2 разделяется на под­
слова a2,a1,a2aiai,a2a1a1a2a2 и кодируется последовательностью троек: 
(0,0,2),(0,0,1),(2,2,1), (4,3,2). Первое число в тройке (г,- - 1^щ,&) за­
пишем с помощью кодирования 7> второе и третье будем записывать 
в двоичном виде с использованием Ll0gnJ + 1 битов и [log |A|J + 1 битов 
соответственно. Тогда из (6) имеем 

m 

i/i(*?)i < E( l ogп+1 о§ N + 21°в(1+log N)+ 1 о§ IAI+3) ' (8) 
1 = 1 

где кодирование /г построено по схеме LZ77, m — число подслов <т4-, 
на которые разбивается последовательность ж" алгоритмом LZ77. Из 
построения ясно, что Д — префиксное кодирование. 

Алгоритм LZ78 [20] отличается от описанного выше тем, что на каж­
дом шаге выбирается наиболее длинная начальная последовательность 
в остатке х"., которая совпадает с некоторым уже выделенным полсловом 
(Tj,j < i, и к ней добавляется еще одна буква, т. е. ai+1 — (7jdPi. Код под­
слова <7;+1 определим как пару чисел (j,P;). Например, последователь­
ность a2a1a2a1a1a2aia2a1 разделяется на подслова а2, аг, а2а1? aia2, a^a^dx 
и кодируется последовательностью пар чисел (0,2), (0,1), (1,1), (2,2), 
(4,1). Построенное по схеме LZ78 кодирование /2 определим как после­
довательность пар чисел ( j , s), причем первое число г-й пары записано 
с использованием [log ij + 1, а второе — [log \A\\ + 1 двоичных символов. 
Тогда 

m 
l/2(<>l = X > g * + log|A| + 2 ) ^ m ( l o g m + log|A| + 2), (9) 

1 = 1 
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где m — число подслов <т4-, на которые разбивается последовательность 
ж" в соответствии с алгоритмом LZ78. Из построения ясно, что / 2 — 
префиксное кодирование. 

Предлагаемая модификация алгоритма Лемпела — Зива (в дальней­
шем LZP) основана на схемах кодирования LZ77 и LZ78. При каждом 
выборе очередного подслова используется один из двух способов: пер­
вый — как в алгоритме LZ78, второй — как в алгоритме LZ77, причем 
второй способ применяется только тогда, когда щ < г{ - 1{. Выбор 
первого или второго способа определяется указателем (0 или 1) в зави­
симости от того, каким способом можно выделить более длинное под-
слово. Кодирование подслов осуществляется так же, как при использо­
вании схем LZ78 и LZ77 соответственно с тем лишь отличием, что во 
втором случае для записи числа щ используется |~log(rt- — /,-)] битов. На­
пример, последовательность a1a2aia1aia1aiaia2 будет разделена на под­
слова бь, я-2ч&1#'1э ai#i#iя-1&2 и кодируется тремя тройками и четверкой 
чисел (0, 0,1), (0,0,2), (0,1,1), (1,4,2,2). Ясно, что длина кода |/3(ж?)|, 
построенного по схеме LZP, оценивается следующим образом: 

\/з(х")\ ^ mxlogm 

+ 2 ] Г (log \а{\ + log( l+ log |(7г-|)) + m(log|A| + 3), (10) 
аев2 

где mi — число подслов, выделенных первым способом, В2 — множест­
во слов, выделенных вторым способом, и m — гаг + \В2\ — число всех 
подслов, на которые разбивается слово х". Кодирование f3 является 
префиксным по построению, как и кодирования Л и /2 . 

Все подслова, выделяемые алгоритмами LZ77, LZ78 и LZP из слова 
ж", попарно различны, за исключением, возможно, последнего подслова, 
которое может совпадать с одним из предыдущих. В дальнейшем для 
упрощения вычислений будем полагать, что все подслова, включая по­
следнее, различны. 

3. Основные результаты 

Следующая лемма будет использована для оценки избыточности ко­
дирования алгоритмом LZP последовательностей с асимптотически ну­
левой энтропией. 

Лемма 1. Пусть х" 6 Ап и х\ = ах .. . сгт, где ai7 1 ^ i ^ га, — 
подслова,, выделенные алгоритмом LZP. Тогда 

пНк(хЧ)> ] Г max(log(H/|A|*),l) . 
\°i\>\Mh 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Введем обозначение а[ = %%&%-> где z{ — под-
слово, состоящее из к букв, непосредственно предшествующих подслову 
<7г- в слове х™ (для первых подслов <т, подслово ^ может состоят из мень­
шего числа букв). Пусть у € Ак и <?t-(y) содержит различные буквы. 
Тогда из (3) следует, что 

\а[{у)\Н{оЫ)>^\аШ (11) 

Поскольку YJ \a'i(y)\ — \ai\ и \аг\ > \A\ki TO найдется у 6 Ак такое, что 
у£Ак 

\а[(у)\ > \а,\1\А\\ \а[{у)\ > 2. (12) 

Если &1(у) содержит последнюю букву подслова <7г-, то из алгоритма 
LZP следует, что &'{(у) содержит не менее двух различных букв и не­
равенство (И) справедливо. Пусть сг'((у) не содержит последнюю букву 
подслова (Ti и состоит из повторений единственной буквы ацуу Пусть 
у = ui1a{3 . . .aik. Рассмотрим слово у± = ai2ai3 .. .щка^уу Тогда из 
определения уг следует, что |<rt'(2/i)l ^ | ^ ( У ) 1 ^ max(|crt-|/|A|*,2). Если 
Ух не состоит из повторений одной буквы, то неравенство (11) спра­
ведливо. В противном случае определим у2 аналогично j / l 5 т. е. у2 = 
ai3.. .CLikai(y)ai(yiy у3, ?/4 и так далее. Поскольку 2/j Е Ак, то последо­
вательность t/i,2/2? 2/з> • • • либо прерывается, либо является циклической. 
Если 2/i, 2/2, Уз,... — циклическая, то все ^-элементные блоки подслова сгг 
являются членами последовательности 2/ъ2/2>2/з5 • • • , что противоречит 
алгоритму LZP выбора подслов <та-. Таким образом, если |<тг-| > \А\к, то 
найдется слово у € А* такое, что справедливы неравенства (11) и (12). 

Поскольку функция log х выпукла вверх, то из неравенства Иенсена 
и определения энтропии (3) следует неравенство 

m 

r i \ y / r " \ w i \ y / y ^ /^j \~ %\у > i " vu %w J г 
• = l 

Тогда из (5), (11), (12) и последнего неравенства следует утверждение 
леммы 1. 

Оценка избыточности схемы кодирования Лемпела — Зива основы­
вается на следующем утверждении. 

Л е м м а 2. Пусть х\ € Ап и х™ = ага2.. .crm, где а{ ф CTJ при г ф j . 
Тогда, для каждого целого k ̂  0 справедливо неравенство 

m m 

nHk(xt) J> mlogm - ^ l o g | a z | - 2 ^ 1 o g ( l + log |a,-|) - Cm, 

где константа С > О зависит только от к и \А\. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть а0 Ф аг-, 1 ^ г^ \А\. Введем обозначения 
А = A U а0 и z\ — а0а0 . . .а0, а также а{ — г\а{ и х\ = а1.. . <тт. Пусть 
5Ш — множество перестановок длины ж. Пусть r G ^ m . Введем обозна­
чение т(х1) — а г(!) . . .<тт(т). Тогда г(ж") 7̂  T ' ( ^ I ) ПРИ г 7̂  т'•> поскольку 
а0 6 А\А и слова т(ж"), т^ж") однозначно разделяются на подслова о"г-, 
которые попарно различны по условию. 

Рассмотрим у £ Ак и слово а1(у)а2(у).. .<3"т(у)- Если г € 5 т , то 
^т(1)(у)^"г(2)(у) • • -&т{т)(у) — некоторая перестановка Sr(y) букв слова 
&i(y)&2(y) • • -&т(у)- Пусть А(у) — множество всех таких перестановок 
6Т(у), где т е Sm. Если у е Ак, то &i(y)a2(y). ..дгт(у) = <7i(y)<72(y)... 
<гш(у) и |<Ti(y)<72(y)...aro(y)| ^ k"(y) | . Кроме того, число вхождений 
буквы аг- G А, Ц К Щ? в СГг(у)°'2(у) • • -&т(у) не превосходит числа ее 
вхождений в ж™(у). Поэтому 

1ЛЛ.Л1 г- ^ М ! П?П 
l " v ^ l ^ r 1 ( y ) ! r a ( y ) ! . . . r , A | ( y ) ! ' 

где п(у) = |^i(y)|? ri(y) — число вхождений буквы а{ £ А в слово ж"(у). 
Если у 6 i*\A fc, то \cri(y)o-2(y).. .<rm(y)| ^ m и 

|A(y) |^| ip. (14) 
Каждое слово г (ж") из 5 т можно однозначно задать, указав число букв 
между соседними полсловами z\ в слове т(х\)\ |<3v(i)|, |<5"т(2)|? • • • •> |0V(m-i)|> 
а также указав перестановки 6т(у) € А(г/) для всех t/ G i * . Отсюда, 
а также из (6) и равенства \Sm\ = га! получаем 

logm! <C Y, riog|A(^)H 
уеЛк 

m — 1 m—1 

+ Е № NJ + 2 Е Uog(l + log N)J + m. (15) 
t = l 1 = 1 

Из определения слова Ь{ следует, что число различных слов у £ А*\А*, 
содержащихся во всех о-,-, не превосходит к\А\. Из (4), (13), (14) получаем 

< J ] »(9)Я«(!1)) + Ьп|Д| log | i | + (|Л| + 1)'. 
у£Ак 

Тогда из (5), (15), неравенства log ml ^ mlog m — m/ In 2 и предыдущего 
неравенства следует утверждение леммы 2. 

В следующей лемме содержится нижняя оценка числа различных 
подслов, на которые можно разделить слово. 
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Лемма 3, Пусть сть сг2,..., аш б А% где <jt- ^ <?j при г ф j . Тогда 
справедливо неравенство 

m2^\ai\^ 2\og\A\ 
log m 

> ^ • . , - 1 . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как число слов о{ длины к не превышает 
\А\к, то 

L l o g|A| m J- 2 Ll°g|A|w»J-2 

Е Е '< Е 14*<щ-
Поэтому 

оо 

14" 2 
оо 

* = [ . l o g j 4 j m J - l |<7i|=fc 

И 

1 v ^ , , 1 ^ / м i -IN logm 

Лемма 3 доказана. 
Оценим избыточность кодирования последовательности с асимпто­

тически ненулевой энтропией. 

Теорема 1. Пусть А = {а1 ? . . .^щЛ\}, х £ А°°, к ^ 0 — целое 
и lim #*(з?) > 0. Тогда 

п—>оо 

^(/ ,^)^C g- (f1 0 g l°g n( l + o(l)), log n 

где С —\ для кодирований, построенных по схемам LZ78 и LZP, и С = 3 
для кодирования, построенного по схеме LZ77. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть алгоритм LZP разбивает слово ж" £ Ап 

га 

на подслова сгь<т2,..., am. Поскольку J2 \ai\ — п и logo: — выпуклая 

вверх функция, то из неравенства йенсена следует, что 
m / m \ 

J ^ l o g |(Ti| ^ m l o g f J ^ l a i l / m J = m l o g — . (16) 

Аналогично, учитывая выпуклость вверх функции log log ж, имеем 
m 

^ l o g ( l + log I a,-1) ^ m ( l + loglog ^ ) . (17) 



78 В. Я. Потапов 

Тогда из (10), (16) и (17) для кодирования / , построенного по схеме LZP, 
получаем 

\f№)\ < тпг log m + 2m2 log — + 2m log log — + m(log \A\ + 5), (18) 
777-2 Tfb 

где m1 и m2 — число поде лов, выделенных алгоритмом LZP из слова х\ 
первым и вторым способами соответственно. 

Поскольку -tlog(t/c) ^ с при с > 0 и t > 0, то 2m 2 log^- ^ 
m2log m + 2(n/y /m). Так как все <тг- попарно различны по построению, то 
из леммы 2, соотношений (7), (16)—(18) и последнего неравенства имеем 

-г, , r n, rn n гс m_ n _га 2 . . 
Rk ( / ,«? ) < - l o g - + 4 - l o g l o g - + C r l - + - 7 = , 19 

n m n m n \/m 
где С > 0 — некоторая константа. Из леммы 3 следует, что т —» оо 
и ~ —» 0 при тг -* оо. Тогда из (19) получаем, что lim sup Rk{f-, ж") ^ 

п—»оо 
0. Без ограничения общности можно считать, что lim sup А&(Л х") = 

п—»оо 

lim i2jb(/, ж"), переходя при необходимости к соответствующей подпо-
п—юо 
следовательности. Если lim Rk(f,xT{) < 0, то справедливость теоремы 

п—юо 
очевидна. Иначе из lim Hk(xTl) > 0 и lim Rk(fiX") ~ 0 следует, что 

п—*оо п—*оо 

*»(*?) ~ £1/(*?)1 - ?bgm ж *$П „ a, J £ ^ „ £ при я _> « , . И з 
перечисленных эквивалентностей и (19) следует утверждение теоремы 
для кодирования, построенного по схеме LZP. Для кодирований, постро­
енных по схемам LZ77 и LZ78, утверждение теоремы можно доказать 
аналогичным образом, используя лемму 2 и неравенства (8), (9). Тео­
рема 1 доказана. 

Рассмотрим пример такой последовательности ж, что 
| / ( х ? ) | / п , В Д ) - > о о (20) 

при п -» оо, где кодирование / построено по схеме LZ78. 
Пусть последовательность х составлена из повторений двух букв: 

Х{ — а ь если г — 2к для некоторого целого &, и ж4- = а2 в остальных слу­
чаях. Тогда из (3) и (5) следует, что Ях(ж?) = i ^ ^ ( l + o(l)). Алгоритм 
LZ78 разделяет эту последовательность на не менее чем у/п подслов, 
так как длины подслов не могут возрастать быстрее, чем члены ариф­
метической прогрессии. Тогда из (9) следует, что для кодирования / 
справедливо равенство 

| / (*?) | = ^ l Q g n ( l + <*!)), 
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т. е. 
| / ( x ? ) | / n J ! K ) = 2 ^ ( 1 + о ( 1 ) ) - . оо 

при п —> оо. 
Для схемы кодирования LZ77 также можно привести примеры по­

следовательностей, код которых удовлетворяет соотношению (20). Сле­
дующая теорема показывает, что для кода, построенного по схеме LZP, 
предел в (20) всегда конечен. 

Теорема 2. Пусть А = {а ь . . . , au i} , х 6 А°°, ]im Н^х") = 0 и для 
п—+оо 

каждого целого г > 0 последовательность Х™ непериодическая. Тогда 

i|/K)l = 0№Ю), 
где кодирование J построено по схеме LZP. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть алгоритм LZP разбивает слово х\ Е Ап 

на полслова <7I,<T2, . . .,<тт. Поскольку для каждого целого г > 0 по­
следовательность Х-°° непериодическая, то процедура выделения алго­
ритмом LZP следующего подслова всегда конечна. Пусть кодирование 
/ : А* -> Е* построено по схеме LZP. Согласно лемме 2 и (10) для каж­
дого целого к > 0 имеем 

|/(Ж?)| - nHk(f,xt) < 6 £>g|<r , - | + Cm, (21) 
t = l 

где С > 0 зависит только от & и |А|. Из леммы 1 имеем 
m 

nHk(f,xl) > J > g H - m H o g | 4 | - |A|2*log|A| 
* = 1 

m^nff f c(/ ,x?) + |A|Mog|A|. 

Из (21) и двух последних неравенств следует утверждение теоремы 2. 
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