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Модель последовательного выбора глубины к по бинарным от­
ношениям г1, г 2 , . . . , гк на множестве вариантов А каждому X С А 
ставит в соответствие его подмножество СГк{.. .СГ2(СГ1(Х)) . . . ) , где 
Cr(Y) = {у £ У | (Vz £ Y)zfy}, Y С А Задача минимизации 
состоит в том, чтобы построить эквивалентную модель наименьшей 
глубины; задача сжатия ставится аналогично, ко построенная модель 
должна удовлетворять некоторому условию «вложенности». Доказы­
вается, что при к ^ 3 задача минимизации и задача сжатия моделей 
глубины к являются NP-трудными (при к = 2 они полиномиальны). 
Исследуются параметры локальных алгоритмов решения этих задач 
и устанавливается, что задача сжатия разрешима алгоритмами, рабо­
тающими с окрестностями размера 3, задача минимизации не разре­
шима ни при каком конечном размере окрестностей. При произволь­
ном к построена модель глубины &, минимизация которой не может 
быть проведена на основе рассмотрения окрестностей, отличных от 
всей модели. 

Введение 

Широкое применение вычислительной техники в процедурах приня­
тия решений приводит к необходимости исследования формальных мо­
делей выбора. Модель выбора М на множестве вариантов А каждому 
множеству I C i , предъявленному для выбора, ставит в соответствие 
некоторое подмножество См(Х) С X выбранных вариантов и, таким 
образом, порождает функцию выбора См ' 2А —• 2А. Пусть М принад­
лежит некоторому классу моделей М и для моделей из Л£ задана чис­
ловая характеристика сложности. Задача минимизации состоит в том, 
чтобы по модели М найти наиболее простую модель из класса Мь реа­
лизующую функцию См- Отметим, что более простые модели надежнее 
прогнозируют выбор в новых ситуациях (для распознавания образов по­
добный факт обоснован в [3]; его аналог для задач выбора имеется в [9]). 
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В теории выбора базовой моделью считается модель выбора по би­
нарному отношению. Пусть г — (бинарное) отношение на множестве 
вариантов А, Для x,j/G А соотношение хгу интерпретируется как «ва­
риант х лучше у» и в множество СГ(Х) включаются все варианты, луч­
шие в X по отношению г (т. е. варианты х € X, для которых в X нет 
таких г/, что угх). Из базовых моделей могут строиться более слож­
ные модели. Одной из них является модель последовательного выбора 
глубины &. Она задается набором ( r i , r 2 , . . . , r f c ) бинарных отношений 
на А, и выбор из множества вариантов I , I С А, осуществляется за к 
шагов: вначале выбираются варианты, лучшие в X по отношению г ь 
из них выбираются лучшие по т2 и т. д. и, наконец, лучшие по тк. На­
ряду с функцией выбора Сг, порождаемой моделью г = ггг2 . . . гк, можно 
ввести промежуточные функции СГ1...Г. выбора за г шагов, i ^ к. Для 
модели г ставятся задачи минимизации и сжатия. Первая задача со­
стоит в нахождении эквивалентной (реализующей ту же функцию Ст) 
модели наименьшей глубины, вторая — в нахождении эквивалентной 
модели наименьшей глубины, которая не порождает новых в сравнении 
с г промежуточных функций. 

Эти задачи могут быть переформулированы на языке теории гра­
фов. Отношению г соответствует ориентированный граф G на мно­
жестве вершин А такой, что (х,у) £ G <& хгу. Множество С<-(Х) вер­
шин, выбранных в графе G из множества 1 С А, образуется всеми ис-
точниковыми (т. е. не имеющими входящих дуг) вершинами подграфа 
Gx, порожденного множеством X. Модель последовательного выбора, 
рассматриваемая как набор графов G = GiG2 •. -Gk, реализует функ­
цию выбора CG(X) = CGk(.. .CG2(CGI(X)) . . . ) . Задача минимизации 
состоит в том, чтобы найти последовательность графов G' наименьшей 
длины, для которой CG = CG> • Подобным образом может быть сформу­
лирована и задача сжатия. 

Большая часть предшествующих исследований относилась к модели 
выбора глубины 2. В этом случае задачи минимизации и сжатия сов­
падают и сводятся к задаче о представимости функции СГ1Г2 одним от­
ношением. В работах [2, 8] (см. также [1, 10]) эта задача решена в по­
становке, когда гг и г2 — линейные или частичные порядки (там она 
сформулирована несколько по-иному). Некоторые специальные случаи 
при условии гг С г2 исследованы в [11,12]. Эффективный (полиномиаль­
ный) алгоритм решения задачи минимизации для общей модели выбора 
глубины 2 предложен в [9]. Для моделей произвольной глубины к в [9] 
указан эффективный алгоритм, решающий задачу минимизации почти 
всегда (но не всегда) при к — const и растущем числе вариантов п. Там 
же получена асимптотически точная оценка глубины при п, —* оо. 
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В настоящей работе показано, что задачи минимизации и сжатия 
моделей глубины к при к ^ 3 являются NP-трудными (см., например, 
[4]). Поскольку задачи минимизации и сжатия полиномиально сводятся 
друг к другу, их временная сложность ведет себя примерно одинаково. 

Существенное различие изучаемых задач проявляется при рас­
смотрении их информационных параметров. Мы применяем подход 
Ю. И. Журавлева [5, 6], при котором задача характеризуется наимень­
шим числом d таким, что она может быть решена локальным алгорит­
мом индекса d, т. е. алгоритмом, имеющим дело с окрестностями по­
рядка d (более подробно об окрестностях см. в [7]). Введенная в дан­
ной работе модель отличается от модели локального алгоритма из [5, 6], 
ориентированной на вычисление предикатов и предполагающей систему 
окрестностей неизменной. Рассматриваемые нами задачи минимизации 
и сжатия требуют построения объектов, и в процессе работы алгоритма 
окрестности меняются в соответствии с преобразованиями модели г. 
Чтобы отметить различие моделей, вместо термина «локальный алго­
ритм» мы используем термин «локальная процедура». 

В работе доказано, что задача сжатия моделей последовательного 
выбора может быть решена локальными процедурами индекса 3, а за­
дача минимизации не разрешима ни при каком конечном d. Для любых 
к ж d построена модель, глубина к которой не уменьшаема локальными 
процедурами индекса d, но может быть сокращена до величины d про­
цедурами индекса d + 1 (за счет увеличения к можно получить сколь 
угодно большой выигрыш). При d = к — 1 эта конструкция дает модель 
глубины к, которая не допускает упрощения процедурами, имеющими 
дело с любыми окрестностями, отличными от всей модели. 

В качестве следствий получен ряд других результатов, относящихся 
к моделям последовательного выбора. Найден полиномиальный алго­
ритм, решающий задачу сжатия моделей в случае ацикличных отно­
шений (напомним, что для произвольных отношений она NP-трудна). 
Доказана NP-трудность задачи эквивалентности моделей и отсутствие 
конечной полной системы эквивалентных преобразований. 

1. Формулировка задач 

Задано конечное множество объектов (вариантов) А. Отображение 
С : 2А -*• 2А такое, что С{Х) С X для всех X е 2А, называется функцией 
выбора. Объекты из С(Х) считаются выбранными из множества X. 

Пусть г — иррефлексивное (т. е. удовлетворяющее условию хгх, 
х £ А) бинарное отношение на А. С ним связывается функция выбора 

СГ{Х) = {х <Е X | (Vy € X)yfz}. 
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Модель последовательного выбора задается набором (бинарных, ирреф-
лексивных) отношений (гиг2,... ,гл) . Модель г = ггг2 .. .гк реализует 
функцию выбора 

Сг(Х) = СГ1Гя..,к(Х) = СГк(...СГа{СГ1(Х))...). 

Число к = fc(r) называется глубиной модели г. Далее, говоря о моделях, 
будем иметь в виду модели последовательного выбора. 

С моделью г будем связывать также усеченные модели г|г- = гг . . .гг-, 
1 < г < fca Пусть ^ г = {Сг\г,... , Cr|fc} — множество функций, реализуе­
мых усеченными моделями. Очевидно, что СТ\г Э Crj2 5 * * * 3 Сг|̂ ^ где 
запись С Э С для функций выбора С и С означает С'(Х) D С(Х) для 
всех X С А. Будем говорить, что модель г 

• эквивалентна модели г, если CV = Сг; 
• неотличима от г, если k(r) = к (г) и Сц{ = Сг\{, 1 ^ г ^ &(г); 
• вложена в г, если ^ С ^ , . 
Модель г назовем минимальной (кратчайшей) для г, если она экви­

валентна модели г (эквивалентна и вложена в г) и при этом имеет наи­
меньшую возможную глубину. Задачу построения минимальной (крат­
чайшей) модели будем называть задачей минимизации (сжатия) мо­
дели. Данная работа посвящена сложностному анализу сформулирован­
ных задач. 

2. Эквивалентные преобразования моделей 

Сначала рассмотрим преобразования неотличимых моделей. Модели 
г = Г! . . . rk поставим в соответствие нижний набор отношений г~ = 
(г^ , . . . , т^) и верхний набор отношений г+ — (г^ , . . . , rjj"), положив 

Г Г = Г Л U ( r i U r 7 1 ) ' rt = r{U [J (rjUrr1), l<:i<:k. 

Будем говорить, что элементы х и у связаны отношением г, если хгу 
или угж. В этих терминах отношение rf образовано удалением из г,- пар 
(ж, у) для элементов ж и у, связанных каким-либо из предшествующих 
отношений г ь . . . , гг_!. 

Лемма 1. Модель г = f x . . . fk неотличима, от модели г тогда, и толь­
ко тогда, когда, rj С г,- С rf, 1 ^ г ^ к. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, (а) Вначале установим неотличимость моделей 
г и г " . Индукцией по г, 1 ^ г ^ &, докажем, что СГ|.(Х) = СГ-|.(Х) для 
любого I C 1 Равенство СГ\Х(Х) - Сг-\г(Х) следует из тх - rj~. Пусть 
Cr\i_1(X) = Сг-^_г(Х). Если элементы х и у связаны каким-либо отно­
шением Tj, 1 ^ j ^ г - 1, то в множестве Хг_г = C r i - 1(X) присутствует 
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не более одного из них. Поэтому связь в г* между х ж у ке оказывает 
влияния на выбор Cri(Xi-i) и вместо г{ может быть использовано гг~. 
Следовательно, 
Crii(X) = CTi(CrU_AX)) = ^ - ( а , , . , ^ ) ) = Сг-(Сг-и_,(Х)) = СГ-|;(Х). 

(б) Теперь убедимся, что модели г и г неотличимы тогда и только 
тогда, когда г~ = г". Если г~ = г", то модели г и г неотличимы, по­
скольку в силу (а) они неотличимы от моделей г~ и г " . Предположим, 
что т~ ф т~. Пусть наборы г~ и г" впервые различаются в г-м отноше­
нии и пусть для определенности (х,у) (Е rt~ \ гг~. Тогда х и у не связаны 
в r j ~ , . . . , гг~ и, следовательно, в r f , . . . , f^. Взяв X = {ж, у}, получаем 
I/ i Cr7({x,y}) - Сг-|.({ж,»}) и у е С,7({х,у}) = Сь-и({х,у}). Это 
означает отличимость г~ и г " . То же в силу (а) относится к г и г. 

Утверждение леммы следует из (б) и легко проверяемого факта, что 
соотношения г J С г.- С rj. 1 < г < кь необходимы и достаточны для 
равенства наборов г~ и г". Лемма 1 доказана. 

Ниже важную роль будут играть два специальных типа моделей. 
Отношения г ж г назовем разделенными, если (г U г""1) П (г U г"1) = 0 
(т. е. элементы, связанные одним из них, не связаны другим). Модель г 
последовательного выбора назовем приведенной, если все отношения из 
г попарно разделены. Пусть r\XtV — г Г) {(х,у),(у,х)} — сужение отно­
шения г на множество {х, у}. Модель г = гг . . ,гк назовем канонической, 
если Ti\Xty ф 0 •=> ri+1\Xjy - г,-|Г)У, 1 ^ % ^ к - 1, х,у Е Л (т. е. если 
ж и i/ связаны некоторым отношением, то они связаны тем же образом 
и всеми последующими отношениями). 

Л е м м а 2. Для каждой модели г существуют единственная неотли­
чимая приведенная модель г° и единственная неотличимая каноническая 
модель г1. Яря этом г° = г"*, г1 = ( r f , r f U r j , . . . , r f U • • -U r j ) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Согласно пункту (а) из доказательства леммы 1 
модель г" неотличима от г. Очевидно, что г~ является приведенной. 
Пусть г — приведенная модель глубины к, отличная от г". Тогда г~ = 
г ф г~ и в соответствии с пунктом (б) леммы 1 модели г и г отличимы. 

Легко видеть, что модель г1 удовлетворяет условиям гг~ С т\ С rf, 
1 ^ г ^ к, и по лемме 1 она неотличима от г. Очевидно, что мо­
дель г1 каноническая. Рассмотрим произвольную каноническую модель 
г, неотличимую от г. Ясно, что г~ = (гг,г2 \ rly... ,rk \ rk__i). Из 
пункта (б) леммы 1 следует, что г~ = г~. Отсюда можно заключить, 
что г = (rf, rf U r j , . . . , rj~ U • • • U rk) = г1. Лемма 2 доказана. 

На множестве отношений введем операцию лексикографии гг 0 г2, 
положив х(гг ® т2)у <$ хггу V уггх А хт2у. Легко проверить, что (Yi ® 
т2) ® ̂ з = 7*1 ® (r2 (g) r3). Поэтому можно рассматривать многоместную 
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операцию гг ® г2 ® • * * ® г к, которую будем обозначать через ®г, где 
т = Ti.. ,тк. Отметим, что если набор г приведен, то ®г совпадает с Ur, 
где Ur = 7*1 U r2 U • • • U гк. Нетрудно видеть, что каноническая модель 
для г может быть записана в виде 

г1 = Ох, гг ® г 2 , . . • , П ® г2 ® • • • ® гк) = ( г | ь ®(г | 2 ) , . . . , ®(r|jb)). 

Пусть задана функция выбора С. Ее нижней аппроксимацией 
(в классе отношений) называется реализуемая некоторым отношением г 
функция выбора Сг такая, что Сг С С и для любого отношения г7, 
удовлетворяющего условию Сг> С С, выполнено Сг/ С Сг. Ясно, что 
нижняя аппроксимация для С, если существует, единственна и одно­
значно определяет отношение г : хгу <£> у £ Сг({х,у}). 

Л е м м а 3. Для любой модели г — гг...гк нижняя аппроксимация 
функции Сг существует и реализуется отношением ®г. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть г1 = г\,.,г\ — соответствующая кано­
ническая модель. Тогда Cri = Сг, г\ С • • • С г\ и т\ = ®г. Рассмотрим 
произвольное I C i . Если ж б ! \ Сг(^0? то найдутся у 6 X и отно­
шение т\ набора г1 такие, что (у,х) £ г}. В силу т\ С ®г выполнено 
(у, ж) £ ®г, а потому а: ^ С®Г(Х). Это означает, что С®Т{Х) С СГ(Х). 

Пусть г' — любое отношение, для которого Сг> С Сг, и пусть (ж, у) — 
любая пара из ®г — г£. Возьмем отношение rj из набора г1, в котором 
х ж у связаны впервые. По свойству каноничности имеем (х,у) £ rj 
и, следовательно, у £ Cri({x,y}) = ^ ( { а ; , ^ } ) = Сг({х,у}). Но тогда 
^ ^ Си ({#,?/}) и поэтому (ж,?/) £ г'. Это означает, что г' Э ®г 
и Сг# С С®г. Лемма 3 доказана. 

Следствие 1. Если модели г = гг.. .rk иг' = г[.. .г\ эквивалентны, 
то ®г = ®г'. В частности, если г и г 7 — приведенные модели, то 
Ur = Ur'", а если канонические, то rk — rj. 

Это вытекает из леммы 3 и единственности нижней аппроксимации. 

Следствие 2. Если функция выбора Сг, г = гг.. .rk, представима 
отношением г, то г = ®г (г = Ur для приведенной модели, г = rk для 
канонической). 

Этот факт следует из того, что если функция выбора С представима 
отношением, то нижняя аппроксимация совпадает с С. 

Для модели г = гг.. ,rk через {г} обозначим множество { г ь . . . , rk} 
входящих в нее отношений. 

Лемма 4. Если г я г7 — канонические модели и г; вложена в г, то 
{г'} С {г}. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПУСТЬ Г = гг.. .гк и г' = г[.. .г'к,. Из условия 
вложенности ^г/ С ^ следует, что для любого г, 1 ^ г ^ к'у найдется 
JS 1 ^ 3^ ^? такое, что Сг/^ = Сг^.. Эти функции имеют равные нижние 
аппроксимации, которые по лемме 3 (с учетом каноничности моделей 
rl\i и v\j) реализуются отношениями т\ и Tj. ЭТО дает г[ = г,-. Лемма 4 
доказана. 

Отметим, что лемма 4 справедлива лишь для канонических моделей, 
а условие {г'} С {г} не достаточно для вложенности. 

Введем операцию суперпозиции С\ о С2 функций выбора Ci и С2, 
положив (Сг о С2)(Х) = C 2 ( d ( X ) ) . 

Л е м м а 5. Операция суперпозиции ассоциативна, т. е. 

(С 1 оС 2 )оСз = С г
1о(С2оС3) . 

Действительно, всякая функция выбора представляет собой отобра­
жение 2Л —> 2Л , а суперпозиция соответствует произведению отображе 
ний, которое, как известно, ассоциативно. 

В силу леммы 5 можно рассматривать многоместную операцию С\ о 
С2 о • • • о С*, при выполнении которой допускается произвольная расста­
новка скобок. Тогда функция последовательного выбора может быть за­
писана в виде Сг = СГ1 оСГ2о- • -оСГк. Фрагмент r t-r i + i . . .г,, 1 ^ г ^ j <C &, 
модели г = Г!.. .гк будем обозначать г|], а числа г ж j будем называть 
границами фрагмента (левой и правой). Из г — (r|,-,r|*+1,r|{+1) и ассо­
циативности суперпозиции следует, что 

Cr — Cr\i о С ,i+i о С ,i+i. (1) 

Пусть заданы последовательности отношений f' = т\... г^ и f " = 
г" .. .г" и модель г содержит фрагмент f7, т. е. г = rif'r2 при некоторых 
гг и г2 (возможно, пустых). Будем говорить, что к модели г приме­
нено локальное преобразование V —* f", если фрагмент f в г заменен 
фрагментом f". Результатом является модель г = rif"r2. Локальное 
преобразование f —» f" назовем корректным, если оно переводит вся­
кую модель (к которой преобразование применимо) в эквивалентную. 

Лемма 6. Локальное преобразование f —> f" корректно тогда 
и только тогда, когда Cf / = Cf». 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ЕСЛИ Cf/ = Cf//, то, используя введенные выше 
обозначения и (1), получаем 

Сг = СГ1 о Cf// о СГ2 = СГ1 о Cf/ о СГ2 = Сг. 

В случае Cf/ ^ Cf// применение преобразования f —» f" к модели г = f7 

приводит к неэквивалентной модели f". Лемма 6 доказана. 
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3. Анализ задач на NP-трудность 
и полиномиальность 

Напомним ряд известных понятий. Произведением отношений гг 
и г2 называется отношение гх • г2 такое, что х(гг • г2)у О Зг(хггг A zr2y). 
Отношение г ациклично, если в нем отсутствуют циклы ххгх2 A x2rx3 A 
• • • Л xs_iTxs A xsrxi, 5 ^ 1 . Для ж £ А, У С А и отношения г положим 
г_ 1(х) = {у | yrx}, T\Y = r f)Y2 (сужение г на У). 

Л е м м а 7, Если г = г ^ — приведенная модель глубины 2, то 
для представимости функции Сг отношением необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялось условие 

гг • т2 С i\ U г2 (2) 

и чтобы для каждого х £ А отношение r ^ - i ^ (сужеяие rj яа множество 
г2

1{х)) было ацикличным. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Н е о б х о д и м о с т ь . Если функция выбора Сг 

представима отношением г, то в силу следствия 2 имеем г = гг ® т2 = 
П U г2. 

Предположим, что (2) нарушено и х, у, г таковы, что х г ^ , уг2^ 
и xfz. Положим X — {x,y,z}. Из (y,z) £ г2 С г следует, что z £ СГ(Х). 
С другой стороны, xfz влечет xfxz, а из yr2z и разделенности гх и г2 
следует yfxz. Поэтому z £ СГ1(Х). С учетом соотношения ?/ ^ СГ1(Х), 
вытекающего из хт^?/, и соотношения хг2£, справедливого в силу г2 С г 
и xfz, получаем z £ СГ2(СГ1(Х)) = СГ(Х). Это означает, что Cr ^ Сг 
и функция выбора Сг не представима отношением. 

Предположим, что при некотором х отношение ^i| r-i( r) содержит 
цикл, т. е. имеются x l 7 . . . ,х5 £ т2

1(\%) такие, что x1rix2A.. .Axs_itizs A 
х8ггхг. Положим X = {х ,х х , . . . , х ,} . Так как х связан в г2 с х1? . . . , хв, 
а отношения п и г2 разделены, то в п отсутствуют пары (ж1 ?ж),.. . , 
(ж,, х) и, следовательно, х £ СГ1 (X). В то же время ясно, что X j , . . . , хл ^ 
СГ1(Х), а потому СГ(Х) = СГ1(Х) = {х}. Но из ( х ь х ) G ^ U r2 = г 
вытекает х ^ СГ(Х). Это дает C r ^ Сг и означает непредставимость 
функции С г отношением. 

Д о с т а т о ч н о с т ь . Пусть модель г удовлетворяет условиям леммы. 
Докажем, что Сг = Сг, где г — гг U г2. В силу леммы 3 функция выбора 
Сг является нижней аппроксимацией. Поэтому достаточно убедиться, 
что Сг С Сг. 

Рассмотрим множество X и элемент х € X такие, что х (£ СГ(Х). 
Предположим, что х 6 СГ(Х). Из х ^ СГ(Х) следует наличие в X эле­
мента Хх такого, что хггх. При этом условие х £ СГ(Х) может быть 
удовлетворено лишь тогда, когда Xir2x и существует х2 £ X такой, 
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что x2TxXi. Из x2rxX\, ххт2х и (2) следует х2гх. Заменяя в предыду­
щих рассуждениях хх на х2, придем к х2т2х и убедимся в существо­
вании элемента х3 такого, что х3ггх, и так далее. Поскольку мно­
жество А конечно, в последовательности ж15 х2,х3, . . . встретятся по­
вторяющиеся элементы. Если хи — ж„, u < v, то в гх имеется цикл 
XufiXu+iTi... ГхЖи-!^^ и при этом жи , . . . , ж^_! 6 ^ ( ж ) . Это противо-
речит ацикличности отношения ri\r-i,xy Лемма 7 доказана. 

Лемма 8. Если г == ггг2г3 — приведенная модель глубины 3, то для 
представимости функции Сг моделью г' = тхт при некотором г необхо­
димо и достаточно выполнение условия 

г2 - г3 С rxU r^lUr2Ur3 (3) 

и того, чтобы для каждого х € А всякий цикл отношения r2\r-i,x^ (суже­
ния 7*2 на множество г3

г(х)) проходил через некоторую пару элементов, 
связанных в Т\. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Н е о б х о д и м о с т ь . Модель г = riv молено 
считать приведенной. Если г' эквивалентна г, то по следствию 1 вы­
полнено rx U г2 U т3 — r1 U т и г ~ т2 U г3 в силу приведенности моделей. 

Допустим, что (3) нарушено и для некоторых х, у, z выполнено хггу, 
yr2z и x(ri U r±l U т2 U r3)z. Тогда х и z не связаны в ^ и жг^. Положим 
X = {ж, у, z}. Как и при доказательстве леммы 7, можно проверить, что 
СГз(СГ2(Х)) ф СГ(Х). Из приведенности г следует, что в тг элемент х 
не связан с у, а у с z. Отсюда с учетом несвязанности х и z вытекает 
СГ1(Х) — X. Следовательно, 

СГ(Х) = СГЗ{СГ2{СГ1{Х))) = СГЗ(СГ2(Х)) 
фСг{Х) = Сг{СГ1(Х)) = Сг,(Х), (4) 

т. е. г и г ' неэквивалентны. 
Предположим, что при некотором х отношение 7*2|г-1/ял содержит 

цикл, элементы которого попарно не связаны в г ь т. е. в т3
1(х) имеются 

такие # ! , . . . , ж5, что ххт2х2 А • • -Axa^1r2xs /\хЛг2хх и Х{Тхх^ 1 ^ i,j ^ 5. 
Из приведенности г и из хг3х1у . . . , жг3ж5 следует, что х не связан в T*I 
с #!, . . . , ж5. Положим X = { я , £ Ь . . . ,х8}. Тогда СГ1(Х) = X. Как 
и при доказательстве леммы 7, можно проверить, что СГз(СГ2(Х)) ф 
СГ(Х). После этого неэквивалентность моделей г и г ' вытекает из це­
почки соотношений (4). 

Д о с т а т о ч н о с т ь . Пусть условия леммы 8 выполнены. Рассмот­
рим произвольное X С А и положим Y — СГ1(Х), г2 = T^IY? ^з = тъ\у, 
г = г |у . Для любого я отношение T^lf-1^) ациклично, иначе отношение 
r 2 | r- i^) содержит цикл, все элементы которого попарно не связаны в гг 
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(множество Y не содержит связанных в г\ элементов). Условие г2 • г3 С 
f2 U г3 вытекает из (3) и несвязанности в г1 элементов множества Y. 
Применив к г2 и г3 лемму 7, заключаем, что CV3(CV2(Z)) = C?(Z) для 
любого Z С А. Следовательно, 

СГ(Х) = СГз(СГ2(СГ1(Х))) = СГЗ{СТАУ)) = CTaW{Cr*w(Y)) 
= Cf3{Cf2{Y)) = Cf{Y) = CrlY(Y) = Cr(Y) = C r(C r i(X)) = Cr,(,Y). 

Лемма 8 доказана. 
Сформулируем основное утверждение данного раздела. Понятия 

NP-полноты, NP-трудности и полиномиальности (полиномиальной ре­
шаемости) задач предполагаются известными (см., например, [4]). 

Теорема 1. (а) При любом к ^ 3 задачи сжатия и минимизации 
моделей последовательного выбора глубины к являются NP-трудными. 

(б) При к — 2 эти задачи полиномиальны. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, (а) Сначала рассмотрим случай к — 3. NP-

трудность задач сжатия и минимизации будем доказывать путем све­
дения к ним NP-полной задачи ПУТЬ С ЗАПРЕЩЕННЫМИ ПАРАМИ 
(задача ТГ 54 в [4]). Будем использовать специальный случай этой за­
дачи (см. Комментарий к ТГ 54). Заданы ациклический ориентирован­
ный граф G С У2, множество U = { (а ь 6 j ) , . . . , ( а т , 6 т)} пар вершин из 
V и две выделенные вершины s,t £ V. Требуется узнать, существует ли 
в G ориентированный путь из s в t, содержащий не более одной вершины 
из каждой пары, входящей в U. Можно считать, что граф G не содержит 
дуг ( а ь b i ) , . . . , ( а т , Ь т) , (bu а х ) , . . . , (Ьго, а т ) (иначе их можно удалить), 
а множество U не содержит взаимно обратных пар (аг-,6г) и (Ьг-,ае). 

Пусть V = {#! , . . . , хп}. Введем элементы х[, . . . , x'n, z и положим 
А = {жь . . . , жп, ж'1?... , x'n, z}. Построим на А модель последовательного 
D T L T ^ r V r V C i *» Т» . /Г» _ Т» _ Т»*-» СГТ» /К» J I П/.' / > » . » 1 ^ /> •̂ "' /»-> I I I Г Г яг» / j I J J I 4- Q\\ 

Bbx^wj^^ . м. — , х , 2 , з , ^->л^> ' 1 — H ^ t ? * t ; > x <: ' ^ ' * / w iy , / 2 — v̂ r w ^ t , оу j , 
7*3 = {(#b^)> 1 ^ i ^ ^ } - Легко проверить, что модель г является 
приведенной. 

Рассмотрим произвольную приведенную модель г7 = r[...rf
n реа­

лизующую функцию выбора Сг. По следствию 1 выполнено равенство 
r[ U • • • U г\ = т*! U r2 U г3. Для каждой пары (ж*, у) £ r2 U г3, где 
I/ G F U {>зг}, имеется пара (ж(.,ж,-) 6 r1\U, расположенная в модели 
г7 строго раньше (т. е. в отношении с меньшим номером), чем (х{,у). 
Это следует из С({ж(-,£;, у}) = {xj,t/}, в чем можно убедиться непосред­
ственно. Кроме того, каждая пара (a,, fy) G ?7 расположена в г; в том же 
отношении, что и пара (a^uj) € r1 \ U, поскольку C({a'-,aj,6 ;}) = {а1-} 
и (a'j,bj) £ тх U r2 U r3. Отсюда следует, что если для функции выбора 
Сг имеется модель г7 глубины 2, то г7 = ( r l 5 r 2 U r3). 
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Применительно к модели г воспользуемся леммой 8. Из вида отно­
шений г2 и г3 следует, что т2 • г3 С г3. Поэтому (3) выполнено. Так как 
единственным непустым множеством вида г3

г(х) является г3
1(у) = V, 

то функция Сг представима моделью ( r b r 2 U г3) тогда и только тогда, 
когда в G U {(£, s)} имеется цикл, не проходящий ни через одну пару 
вершин из U. Поскольку граф G ацикличен, этот цикл должен содер­
жать дугу (£,<§), т. е. в G должен присутствовать ориентированный 
путь из 5 в t. Таким образом, задача ПУТЬ С ЗАПРЕЩЕННЫМИ ПА­
РАМИ сведена к задаче минимизации модели глубины 3, что доказывает 
NP-трудность последней. То же относится к задаче сжатия модели глу­
бины 3, поскольку модель ( г ь т2 U г3) является кратчайшей для г. 

Теперь рассмотрим произвольное к > 3; пусть к = 3 + h. Возь­
мем построенную выше модель г = r1r2r3 глубины 3 на множестве А. 
Введем элементы уг, у2, ... , ун+i и положим А' = A U {t/ i , . . . ?3fo+i}. 
По г построим модель г' — г\ . . .r'h^fir2r3 глубины к на А!, где т'- — 
{(%-^j+i)}5 ! ^ i ^ Л> fi = ri U {(ул+1,ж-)> 1 ^ г ^ п). Поскольку 
Gr>({yjiyj+i,yj+2}) = {%',2/7+2} и CP/({jto,yfc+i,x;.}) = {9л,а?;.}, во вся­
кой модели для функции выбора Сг> пара (%-,^+1) предшествует паре 
(%+ьЙ+2)} 1 ^ j ^ /г - 1, а пара (yh,yh+i) — парам (уЛ+1,ж<), 1 ^ г ^ га. 
Отсюда следует, что модель г7 допускает минимизацию и сжатие тог­
да и только тогда, когда минимизацию и сжатие допускает модель г. 
Это доказывает NP-трудность рассматриваемых задач при произволь­
ном к ^ 3. 

(б) Очевидно, что при к = 2 задачи минимизации и сжатия моделей 
совпадают. Эффективный (полиномиальный) способ проверки реализуе­
мости функции выбора СГхГ2 одним отношением г (г — r1Ur2) может быть 
основан на лемме 7. Ясно, что условия (2) допускают эффективную про­
верку, а вопрос о существовании в графе (отношении) цикла может быть 
решен с помощью следующей эффективной процедуры. Вершину графа 
назовем источником {стоком), если она не имеет входящих (исходя­
щих) дуг. В графе будем последовательно устранять (в любом порядке) 
источники и стоки вместе с инцидентными им дугами, пока возможно. 
Исходный граф содержит цикл тогда и только тогда, когда полученный 
в результате граф непуст. Действительно, если граф непуст, то, дви­
гаясь из какой-либо вершины произвольным образом вдоль дуг (пока 
возможно) и устраняя пройденные дуги, мы окажемся в вершине, вы­
ход из которой невозможен. Это значит, что вершина посещалась, т. е. 
пройден ориентированный цикл. Теорема 1 доказана. 

ЗАМЕЧАНИЕ. 1. Поскольку для построенной в пункте (а) модели 
г — ^ 1 ^ 2 ^ 3 возможность минимизации равносильна ее эквивалентности 
модели (гг,г2 U г3) или, что то же самое, вложенности в нее модели 
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( /ь r2 U г3), вытекает NP-полнота задач об эквивалентности и о вложен­
ности моделей. Задача о неотличимости моделей полиномиальна при 
любом к (см. лемму 1). 

2. В [9] полиномиальность задачи минимизации моделей глубины 2 
доказана другим методом, использующим логическое представление мо­
делей выбора. 

4. Локальная процедура сжатия моделей 

Индексом локального преобразования f' —» f" будем называть макси­
мум из длин наборов отношений f и f". Далее, не оговаривая особо, бу­
дем рассматривать только корректные локальные преобразования. Пе­
ресекающиеся фрагменты f' и f" модели г будем называть сцепленными. 

Локальная процедура осуществляется шагами, на каждом из кото­
рых к фрагменту модели, называемому активным на данном шаге, при­
меняется некоторое локальное преобразование и указывается один из 
сцепленных с ним фрагментов, активный на следующем шаге. Про­
цедура может находиться в конечном числе {внутренних) состояний, 
одно из которых является заключительным. Опишем работу процедуры 
на шаге t (t — 1,2,. . .) . Пусть r t — модель, полученная к шагу £, ft — ее 
активный фрагмент ж qt — состояние на шаге t. Если qt — заключитель­
ное состояние, процедура останавливается и ее результатом считается 
модель r t . В противном случае по паре (f*,#j) указываются 

• локальное преобразование f —> f" ( f — ft), выполняемое на 
шаге t; 

• границы нового активного фрагмента fi+1, сцепленного с f" в мо­
дели rj+i (полученной из г̂  применением локального преобразо­
вания f —• f"); 

• новое состояние g t+1 
к осуществляется переход к шагу i -\- ±. начальное состояние ц\ и гра­
ницы начального активного фрагмента fi заданы заранее, а в качестве 
Гх берется исходная модель г. 

Пару fa, ft) будем называть конфигурацией на шаге t и представ­
лять путем заключения фрагмента ft модели r t в скобки (например, 
запись Гз(г2Гз)г1Г4 соответствует случаю г* = ^ з ^ з ^ ! ^ ft = r2r3) . 

Локальной процедурой индекса d называется локальная процедура, 
в которой все локальные преобразования имеют индекс не выше d. За­
дачу преобразования моделей назовем 

• d-разрешимощ если для нее существует локальная процедура ин­
декса d\ 

• строго d-разрешимощ если она d-разрешима, но не (d — ̂ -раз­
решима; 
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# локально неразрешимой, если ни при каком конечном d она не 
является d-разрешимой. 

Л е м м а 9. Задачи построения по модели г канонической и приве­
денной моделей строго 2-разрешимы. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть г = гг... rk, г1 = г\... т\ и г = г\ . . . r°k — 
исходная, каноническая и приведенная модели соответственно. Тогда 

г\ = гъ г\-г\® г2, т\ = г\ ® г3, . . . , г£ = rjb^i ® г* 

и модель г1 может быть получена из модели г применением преобразо­
ваний вида г1 г" —> (г', г' ® г") при движении активного фрагмента слева 
направо. Далее с учетом соотношений 

Тк = ГА \ Г/Ь-1? rife-i = rifc-i \ Г *-2> * * ' > Г2 — Г 2 \ Г11 Tl ~ Г 1 

при движении активного фрагмента справа налево модель г может иыть 
переведена в г° с помощью преобразований вида г'г" -~* (г1, г" \ г'). Это 
означает 2-разрешимость указанных задач. Их 1-неразрешимость оче­
видна. Лемма 9 доказана. 

Учитывая лемму 9, далее будем иметь дело лишь с каноническими 
либо приведенными моделями. Модель г назовем избыточной, если для 
некоторых % и j , j > i, справедливо равенство Сг^ = СТ\Г В этом случае 
отношения г г + ь . . . , т\- могут быть удалены без изменения множества 
^ г . Легко доказать, что равенство Cr\i = Cr\j для приведенной модели г 
эквивалентно условиям гг+1 = • • • = г;- = 0, а для канонической модели 
г условиям Ti — гг+1 — - - = Tj. Ясно, что избыточные отношения 
r ,-+ i , . . . , г, могут быть устранены из канонической либо приведенной 
модели с помощью локальной процедуры индекса 2. Далее будем считать 
модели неизбыточными. 

Если г, г' — канонические модели и г' вложена в г, то (при условии 
их неизбыточности) согласно лемме 4 имеем 

r ' = riirh • "ri^ ± ̂ Ч <i2 < ••• <iu<^k, (5) 

т. е. г' может быть образована из г удалением фрагментов г!*'4"1"1, 
i J + 1 > ij + 1. Фрагмент r|J, j < к, канонической модели г (неизбы­
точной) назовем устранимым, если модель г' = (r|,-_i,r|*+1) вложена в г 
(из j < к и леммы 3 следует эквивалентность моделей г и г ' ) . Можно го­
ворить и об устранимости отдельных отношений, рассматривая их как 
фрагменты длины 1. 

Лемма 10. Если фрагмент г|] канонической модели г устраним, то 
отношение Vj устранимо из г. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Положим ri = r| t_i и r2 = г];--1. Достаточно 
установить эквивалентность моделей r i r J + 1 и rir2r,-+i. 

Из леммы 3 и Tj®Tj+i = rj+u ®(r2r J + 1) = rj+1 следует, что Crj+1 есть 
нижняя аппроксимация функций Crjrj+1 и C r2 r i+1 . Поэтому Crjrj+1 ^ CVi+1 
и Cr2rj+1 ^ Crj+i • Следовательно, 

Отсюда вытекают соотношения 
и Г 1 Г 2 г ; т ^ 1 ^ ^ r i r 2 r i + i ^ ^ r i r J + 1 • 

Так как фрагмент r2Tj = г|̂  устраним, модели r i r 2 r j r J + 1 и r i r j + 1 
эквивалентны и неравенства могут быть заменены на равенства. Это 
дает C r i r 2 r i + 1 = CPi r i+1 , что означает эквивалентность моделей г гг ; + 1 
и r i r 2 r J + 1 . Лемма 10 доказана. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Лемма 10 гарантирует устранимость из г заключи­
тельного отношения Tj фрагмента г|^. Начальное отношение гг может 
быть неустранимым. Рассмотрим на множестве А — {x,y,z} кано­
ническую модель г = ггг2г3, тх = {{у,х)}у г2 = {(у, ж), (ж,/)}, г3 = 
{(y,a;),(a:,^),(i/,z),(z,2/)}. Можно проверить, что Сг — СГз, а потому 
фрагмент ггт2 устраним из г (то же по лемме относится к отношению 
г2). Но гг неустранимо, поскольку СГ(А) — 0 ф СГ2Гз(А) = {у}. 

Л е м м а 11. Отношение гг-, 1 ̂  г ̂  к — 1, канонической модели г = 
т*1 • • • Tk устранимо тогда и только тогда, когда гг устранимо в модели 
г' = гг_1Гггг+1 глубины 3, где г0 = 0. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть г,- устранимо из г. Рассмотрим произ­
вольное X С А ж положим У = Cri_1(X). Поскольку Сп_г{У) — У 
и С'г._1 — нижняя аппроксимация функции Сг|,-_ь выполнено 
У 2 СГ |^,(У) Э У, т. е. Crj-.^y) = У. Учитывая устранимость г,-
из г, имеем 

САХ) = crt+l(cri(CrUX)) = а4+1(сР<(У)) = с^ссда,,..^))) 
= cr|i+1(y) = сг<+1(сГ|,_,(у)) = СГ;+1(У) = c ^ c ^ p o ) . 

В силу произвольности X это означает устранимость г,- из г'. 
Обратно, если rt- устранимо из г', то 

Отсюда следует устранимость гг из г. Лемма 11 доказана. 
Для канонической модели г обозначим через ^ = St(v) множество 

моделей, которые вложены в г и эквивалентны ей. Вложенные модели 
имеют вид (5), и для них будем использовать обозначение r[J], где 
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I = ixi2..Au. Из эквивалентности г и т[1] в силу следствия 1 выте­
кает iu = к. С числом /г, 1 $ h $ fc, и моделью r[J] свяжем левое сечение 
r[I,h] = r t l . . ,г.-в и правое сечение v[h,I] = ria+1 . . .riu, где а = /г(Л, J), 
/i(h,I) = max{s | гв ^ /i, 1 ^ 5 ^ ^ } . В случае ix > h (iu ^ /i) левое (пра­
вое) сечение считается пустым. Моделям r[/], r[J] и числу h поставим 
в соответствие модель r[J, h, J] = г [J, h]r[h, J] — результат приписыва­
ния к левому сечению модели т[1] правого сечения модели r[J]. 

Лемма 12, Если г[7], r[J] € & и i^hj) ^ Jn(h,j), то r[J,&, J] 6 ^ . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть 

I = г^ ...iu, 1 ^ ii < г2 < . . . < iu = &, (6) 
</ = i i j 2 . . • j« , 1 ^ 3\ < h < • • • < jv = *, (7) 

a = /х(/ц / ) , 6 = n{h, J). Тогда j f t < ia ^ h < j b + l и 
r [ J,/i, J] = rix . . .r i ar j b^ ...rjv. 

Положим К = { 1 , . , . , к} и рассмотрим модель 
г' = г[/ , гв, А" ] = ггЧ . . . riaria+1 ...гк = г{1... ria . . . rib+1 . . . rk. 

При s ^ a имеем r'|, = r[I]\s. Поскольку r[J] £ ^ , функции Сг/|„ содер­
жатся в ^ г . При этом (см. доказательство леммы 4) Cr>\a = C rj ia. Далее 
имеем 

W'|e + 1 = Cria+1(Cr'\a) = W i a + 1 (W| . a ) = W|»e+i 
и т. д., пока не придем к Сг> — Cr/jfc_ia+a = Сг\к = Сг. Таким образом, 
модель г7 вложена в г и эквивалентна ей, т. е. г7 £ &. 

Рассмотрим теперь модель 

г" = r[JJb, К] = rix .. -r i br i b+1 ...rk. 
Из r[J] £ <̂? и (7) следует устранимость из г" фрагмента rJb+1 . . .Tj-b+1-i. 
По лемме 10 отсюда заключаем, что в г" устранимо отношение г^^х. 
Согласно лемме 11 устранимость r,b+1-i в г" определяется тройкой 
(rjb+i-2>rjb+i-i?rjb+i)- Поскольку эта тройка присутствует в г', отно­
шение ^jb+1-i устранимо из г'. Применяя те же рассуждения к моделям, 
полученным из г' и г" удалением rJb+1_b можно доказать устранимость 
из них отношения т^ь+1_2- Поскольку jb ^ га, эта процедура может быть 
продолжена вплоть до отношения г,-в+1. В результате получим модель 
гг1 . . -r*arib+irjb+i+i • • -гк € 3?- Удалив из нее аналогичным образом все 
непустые фрагменты rJe+i .. .r,-,+1-i, b+l^.s^v-1, придем к модели 
г[/ , /г, J]. Это дает г[/, /ц J] £ <^. Лемма 12 доказана. 

Введем множество «У = У (г) = {/ | r[J] £ < *̂}. Лексикографически 
упорядочим «У, положив для наборов (6)-(7) 

/ у J & ц > j \ V (ii = j i , г2 > j 2 ) V (н = j i , г2 = j 2 , г3 > j 3 ) V . . . 
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Легко видеть, что выполнено условие полноты I^J=>IyJVJyI, 
а потому это строгий линейный порядок. В частности, имеется макси­
мальный набор Т0 : (V/ £ ^)10 У I. 

Лемма 13. Вложенная модель г[Т0], соответствующая максималь­
ному Т0, является кратчайшей для модели г. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточно установить, что для всякой модели 
r[J] £ М, J ф 10, найдется модель r[Jr\ £ <£?, J1 У J , глубина которой не 
больше глубины модели г[«7]. 

Пусть Т — набор из J* такой, что I У J', и пусть I и J имеют вид (6) 
и (7). Найдем а и Ь из условий 

a = min{^ | is > j 5 , 1 ̂  s ^ u}, b - mm{s \ j s > iai a < s ^ v) 

и образуем набор J' — (г ь . . . . ta.jb.... , j v ) . Из г. = j 5 , 1 < s < a — 1, 
и ia > 3a следует J1 У J. Длина v - [b — a) + 1 набора J ' не больше 
длины v набора J. Модель г [J'] совпадает с г[Т, га, J] . Отсюда с учетом 
соотношений ia — /j,(ia,I) ^ / / (г а , / ) = j b _ x по лемме 12 заключаем, что 
r[J'] Е ̂ . Лемма 13 доказана. 

Основным результатом данного раздела является 

Теорема 2. Задача сжатия моделей последовательного выбора 
строго 3-разрешима. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Задачу сжатия будем решать путем построения 
модели г [То] (лемма 13). Обозначим через Д(г,г), 1 ^ i ^ &, устрани­
мый фрагмент г|̂  (канонической) модели г, имеющий левую границу i 
и максимально возможное значение j — j ( i , r ) правой границы (если 
А(г,г) — 0, полагаем j ( i , r ) = i - 1). Модель г[Т0] будем строить пу­
тем последовательного удаления из г фрагментов Аг, А 2 , . . . , Д б , . . . , где 
Ах — Д(1,г) , Дв = t-xyjg-i -j- 1,Гу, jg-i — 1 является правой границей 
фрагмента A,_i. В соответствии с леммой 10 удаление фрагмента. А5 
может быть осуществлено последовательным исключением отношений 
r j s - b rj*-2? • • • , ri.-i+i- Правая граница j8 - 1 фрагмента А5 может быть 
найдена путем просмотра значений j — k~ 1, fc — 2 , . . . и построения при 
каждом j максимально возможной последовательности устранимых от­
ношений r J : г ^ ! , . . . Значение j s — 1 совпадает с первым встреченным j 
таким, что эта последовательность включает rJ8_1+1. 

Локальная процедура индекса 3, реализующая указанный план, рас­
падается на этапы «s, s = 1,2,.. . , которые состоят из заходов ( s , j ) , 
j = к — 1, к — 2 , . . . Цель этапа s — удаление фрагмента Дв . На заходе 
($,j) находится максимальный устранимый фрагмент, завершающийся 
отношением 7%. 
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Перейдем к описанию процедуры. Состояния указывать не будем; 
они соответствуют типам поведения в различных ситуациях, число ко­
торых, как нетрудно видеть, конечно. Корректность используемых 
в локальной процедуре преобразований может быть проверена не­
посредственно. 

Процедура. Исходной конфигурацией является (ri)r2 .. .г*. На 
шаге 1 применяется локальное преобразование гг -* г0г0гг (г0 — пустое 
отношение) и в конфигурации (r0r0ri)r2.. .гк начинается этап 1. 

Этап s. К началу этапа s конфигурация имеет вид 

Работа на этапе s происходит в зоне ^_1г^_1г?-#_1+1 •. -П.. Вначале ак­
тивный фрагмент последовательно перемещается в конец (без изменения 
текущей модели). После того как активным станет фрагмент Гй_2г^_1Г£5 

начинается заход (,s5 к — 1). 
Заход (s.j). Исходной конфигурацией для захода является 

1. Если j = jj_i + 1, то конфигурация имеет вид 
Тп - • -rjs-2rjs-i(rjs-irjrj+i)rj+2 • • -rk-

При этом 
1-1) если г; не устранимо из ^•в_1г,

;-г;-+1, то активным становится 
фрагмент rjtt-irjlt-1

rj^ выполняется локальное преобразование 
rjs-irjs-irj ~* rjs-ir:irj к п о с л е перехода к фрагменту г^гу+1г;+2 начи­
нается этап 5 + 1 (здесь j s — j)\ 

1-2) если rj устранимо из г^з_хг^г^+1^ то выполняются преобразова­
ния rj^Tjrj+x -> rj^rj+г, rj^rj^rj+x -> r i # - 1 r i + 1 r i + 1 и после перехода 
т̂  rimanwrpTTTV г..- . -iiv . «г• . о тгя.тпт'н'ярпгга ^пгятт <г 4- 1 f ^ГГРГТ. V = i* 4- 1 ^ ^ т г „ . „ . ^ - jr-i-j-- jr-t-^* ̂ -г-> — — — - - - - - ~^~~ v. , ^ v-^,~~^ ^в ^ , ^;. 

2. Пусть j > j 5 _i + 1. Тогда если г7- устранимо из г^т-уг^! , то вы­
полняется локальное преобразование Tj^^r^Tj^ —» TJ^^J^TJ и активной 
становится тройка г7„2^-1^+1- Если г ^ из нее устранимо, то выпол­
няется преобразование rj_2

rj-irj+i -* ^_ 2 г ; + 1 г^_ ь активной становится 
тройка г;_3г^_2г^+1 и так далее. Возможны 2 варианта: 

2-1) цепочка устранимых отношений не достигает rJe_1+i. В этом 
случае конфигурация приобретает вид 

Tji • • -rj,-i + l • • - ( r u^u + l^i + l) rw + 2 • • -rjrj+2 • • -Гк-> 

где ru+i не устранимо из тройки. На следующем шаге активным ста­
новится фрагмент ru+1Tj+1ru+2 и далее с помощью цепочки преобразова­
ний ru + 1r i + 1rM + 2 -> ru+1ru+2rj+u ••• > r j - i r i+ i r i -* rj-irjrj+i отношение 
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Tj+1 перемещается на исходное место (на это указывает соотношение 
Tj+i С ?V+2> проверяемое на следующем шаге). Затем активным стано­
вится фрагмент rj_2rj-irj и начинается заход (s,j — 1); 

2-2) цепочка устранимых отношений включает г^_1+1. Тогда дости­
гается конфигурация 

rh • • • ( r i . - i r i . - x r j 4 i h - , - i + i •••*•*• 

После локального преобразования rJjr_1rJe_1rJ_hi -» rJe_1rJ+i начинается 
движение вправо с удалением устранимых отношений r j 0 _ 1 + 1 , . . . , г,-. 
Это осуществляется преобразованиями ^ ^ ^ J + I ^ J ^ X + I ~* ^—х^'+ъ •••5 
r i , - i r j+ i r j ~~* rj—irj+i- При следующем сдвиге вправо активным стано­
вится фрагмент ^e_1^+i^;+2 (включение r J + 1 С гу+2 указывает, что от­
ношение r J + 1 заняло свое место). Локальное преобразование VJ+ITJ+2 *-* 
rj+1rj+1rj+2 приводит (с учетом ry+i = rja) к конфигурации rjl...rjs_1 
I f » . ПГ* . ПГ* . \ /Г» . Т» . "О T/tr\T>f\T\/~\Tjr ТТ Г» Т Т Т Г Т Т П Л Т Г «Т ^ Л Г О Т Т Г> _L... 1 
1 1 . | - ( » _ 1 _ ] » » ч , 2 . . . I £ , Х> ZVW X ^ 'р * - ' *Х U O J T.JfJ.JUL*AA_. X *./Л - ' 1 < Ш «J» • X . 

Если по окончании этапа s оказывается, что j s + 1 — к, то выполня­
ется локальное преобразование Tj8Tjark —* rjB

rk и процедура останавли­
вается. 

З-Разрешимость задачи сжатия установлена. Чтобы доказать, что 
она не решается процедурами индекса 2, рассмотрим пример из заме­
чания к лемме 10. Ему соответствует приведенная модель г = ггг2г31 
гг = {(у,ж)}, т2 = {(ж,*)}, г3 = {(»,*), (*,!/)}, ^ = {x,y,z}. Пусть к г 
применяется локальная процедура индекса 2, r t — текущая модель на 
шаге t, г* — соответствующая приведенная модель. Обозначим через 
at (через 6t) порядковый номер отношения модели ff, содержащего пару 
(x,z) (пары (?/,£), (z,y)). Покажем, что at < bt при всех t. 

Предположим, что это не так и t — первое значение, при котором 
at ^ bt. Для модели г1 — г выполнено аг < 6Ь поэтому t ^ 2. Рас­
смотрим шаг £ — 1. Для него at_x < fc^-i- Пусть модель r t получека из 
r t_! преобразованием гагр —> г7г$. Докажем его некорректность, т. е. 
неэквивалентность моделей гаг^ и г^г6. Вместо них можно рассматри­
вать приведенные модели гагр и г^г6. Очевидно, что (x,z) € га,т6, 
a (y,z),(z,y) G Г0,гу. Кроме того, некоторые из отношений 7^,7^,7^,7^ 
могут содержать пару (у, х). Неэквивалентность моделей гаТр и гуг6 
следует из соотношений у € C?afp({x,y,z}) и у g C rVtf({z,?/,z}), прове­
ряемых непосредственно. Аналогично рассматривается случай, когда г* 
получено из г*_х подстановкой г^г^ —• г7 (это имеет место при at = &*). 

Легко проверить, что исходная модель г представима отношением 
г = {(у, ж), (ж, z), (у, 2г), (г, у)}, которое является единственным решением 
задачи сжатия. Но оно не может быть получено процедурой индекса 2, 
поскольку нарушает условие at < bt. Теорема 2 доказана. 
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В приложениях обычно используются ацикличные отношения. Из 
конструкции теоремы 2 вытекает 

Следствие 3. Задача сжатия моделей, использующих лишь ацик­
личные отношения, полиномиальна. 

Легко видеть, что локальная процедура из теоремы 2 выполняется 
за полиномиальное число шагов. Временная сложность каждого шага 
определяется временем проверки устранимости отношений из тройки. 
Для ацикличных отношений оно полиномиально, ибо приведенная мо­
дель также состоит из ацикличных отношений и требуется лишь прове­
рить условие (3). 

В общем случае задача сжатия NP-трудна (теорема 1). 

5. Локальная неразрешимость 
задачи минимизации 

Из теоремы 1 следует, что между задачами сжатия и минимизации 
нет принципиального различия по временной сложности (они полиноми­
ально сводятся друг к другу). Ниже устанавливается, что с информа­
ционной точки зрения эти задачи ведут себя существенно по-разному. 
Будем говорить, что модель d-неупрощаема, если ее глубина не может 
быть понижена процедурами индекса d. 

Теорема 3. При любых d и к, 3 ^ d < к, существует модель 
глубины к, которая d-неупрощаема и имеет эквивалентную минималь­
ную модель глубины d, которая может быть получена процедурой ин­
декса d + 1. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПОЛОЖИМ S = k - d, 

А = { а ь . . . , а „ / ? ь . . . , / ? 5 ,7ъ . . . , 7 < ^ ъ - - - ,(Td-uTu... ,rd_i} 

и на множестве А рассмотрим модель г = rir2.. .rs+d, (рис. 1; двусто­
ронние стрелки обозначают пары противоположных дуг), где 

тх = {(<*!,/?!), (/Зъ<7;), 1 ^ j <: d - 1}; 

1 <C j ^ d - 2; 

Тв+d = {On Td-i), (rd_!, a f), (7n rd-i), ( rd- i , %•), (7ь ad_i), (a,-, 7,-), 
1 < г < s). 
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Эта модель является приведенной. По следствию 1 любая приведен­
ная модель г', реализующая функцию выбора СР/, удовлетворяет условию 
Ur; = Ur. Для (ж, у) £ Ur и приведенной модели г'' через #(ж,у)г/ обозна­
чим порядковый номер отношения из г7, содержащего пару (х,у) (иногда 
будем записывать #(ж,у), если ясно, какая модель rf рассматривается). 

х±усть к модели г применяется некоторая локальная процедура ин­
декса d, rt — текущая модель на шаге t* тг — соответствующая приве­
денная модель. Так как все преобразования корректны, то модели г* и rt 
эквивалентны модели г и, следовательно, Ur* = Ur. 

Индукцией по t покажем, что для модели f t справедливы соотноше­
ния 

#(а*,А0<#(&,7.')> 1 ^ ^ ^ . (8) 
Модель f 1 совпадает с г и для нее соотношения (8) выполнены. Предпо­
ложим, что они справедливы для модели f^_i- Тогда при каждом г в rt_x 
имеет место цепочка соотношений 

#(а,-,/3,-) < #(А-,7.') < [Ъ е CP({/3t-,7.-^i})] < #(7i ,*i) 
< [П е Сг({ъ^итг})} ^ #{тиЪ) < [°2 G Cr({7,-,Ti,<72})] < #(7.-,^2) 

^ [аналогично] <С #(г2,7») < # ( 7 п ^ ) ^ • • • < #bi,°d-i) 
< [*<*-i £ C r ({a { ,7n^- i} ) ] ^ #(<*,-, 7.')- (9) 

Здесь в квадратных скобках помещены пояснения к соответствую­
щим неравенствам. Так, включение 7г € Сг({Л>7ь 0"i}), проверяемое не­
посредственно (по рис. 1), гарантирует неравенство #(/?,-, 7«) < #(7b°"i)? 
ибо в случае #(/?,-,7*) ^ # (7»^ i ) выполнено 7* £ <^-i({A>7b0"i}), что 
противоречит эквивалентности моделей ?*_! и г. 

Пусть модель г* получена из модели r t_i применением локального 
преобразования f —> f,;. Предположим, что (8) для r t нарушено, т. е. 
при некотором г имеет место #(а*, /3t)rt ^ # (А , 7»)**- Отсюда с учетом (8) 
для Г1_! заключаем, что первые вхождения пар (а^/З.) и (А, 7«) в модель 
r t „ ! присутствуют в f. В силу (9) пара (a,-,7i) отделена от (аг, А) в **t-i 
не менее чем d — 1 промежуточными отношениями и поэтому не может 
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попасть в фрагмент f длины d. Это и (8) дают Cfi({a^ /?», 7»}) — iai-> 7»}-
В то же время из #(«,-,/?,•)** ^ #(А,7*)** вытекает 7» t Cf"({«.-, А,7»})-
Это означает неэквивалентность моделей f и f" и тем самым некор­
ректность преобразования f —» f". Полученное противоречие завершает 
индукционный шаг и доказывает соотношения (8) для it при любом t. 

Из (8) следует, что 

#(<*,-, А) < #(А,7«) < to £ ВДА, А+1,7.-})] < #(Ачь А) 
^ [А £ C r({a i + 1 , A,A+i})] ^ #(«,•+!, A+i). 

В сочетании с (9) применительно к г< это дает 

# ( а ь & ) < . . . < #(<*„/?.) < #(/?., 7.) < # (7 . ,* i ) < ••• < #(7.,*<*-i)-

Отсюда вытекает, что на любом шаге £ глубина модели r t , равная глу­
бине модели r t , не меньше s + d — к. Это означает d-неупрощаемость г, 

Для каждого г, 0 ^ г ^ s, введем отношение 

r « = ( J rt+l_u (r(°> = r.+ 1) 

(оно изображено на рис. 2) и рассмотрим модель г ^ = ^ V 5 + 2 • • -rs+d-
Индукцией по г (1 ^ г ^ s) докажем, что модели г ^ и г ^ ^ г ^ " 1 ) эквива­
лентны, т. е. соответствующие им функции выбора, которые обозначим 
через d и (7t-, равны. 

Рис. 2 

Основание индукции г ~ 1 аналогично индуктивному шагу. По­
этому сразу рассмотрим переход от г к г + 1, т. е. докажем эквивалент­
ность моделей г*4*3 и гв^т^ при условии эквивалентности моделей г ^ 
и rs^1_ir^l~l\ Рассмотрим произвольное X С А. 

С л у ч а й 1 (/3s-i £ X). В этом случае отношение г^+1Цх (сужение 
г(г+1) на X) распадается на несвязные части г^\х и га^\х. Поэтому 
Cra+i)(X) = Cre_ir(i)(X), что приводит к Ci+i(X) = Ct'+1(Jf). 
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С л у ч а й 2 (/?,_* £ X) . Обозначим через Т = {т^ , . . . ,т , # }, j i < 
. . . < j e , множество всех элементов г,, присутствующих в X. Положим 
X' — X \ {or l5... , a d _ i} . Так как в моделях отсутствуют пары вида 
(ау,х), а отношения r(*+1) и r5_t- содержат пары (/35_ж*,сг̂ -) при всех jf, то 
выполнено C i + i (X) .= Cj+i(X'), Q + 1 (X) - Ct'+1(X') и вместо X можно 
рассматривать X'. Если г,- ^ Г, то при j ^ d — 2 отношение rs+j+i\x 
пусто (и может быть опущено), а при j = d — 1 оно состоит лишь из 
пар вида (а,-,7*)- Обозначим через У и У соответственно множества 
элементов, выбранных из X' отношением r^+1) = r^ U т\,_г- и моделью 
r^Ve_t- соответственно. Из рис. 1 и 2 видно, что У отличается от У 
лишь в случае, когда а,_£,/3e„;,7s-i € X7. При этом У7 \ Y - {7*-*} 
и а5_,- € У, У . Тогда с учетом сказанного выше об отношениях г,+,-+i|x' 
можно заключить, что если Т ^ 0, то Ct-+i(X) = Ct-+i(X') — Т \ {т^}. 
Если же Т = 0, то множества Сг+1(Х) и C;+i(X7) выбираются из У 
и У с использованием отношения r5+r f |x', содержащего, в частности, 
пару (ая_,;,7*-*)- При этом элемент 7.«-«- будет устранен, что приведет 
к C;+i(X'j '= q+ 1(X"0 и, следовательно, к C t > 1(X) = С[+1{Х). 

Этим индукция завершена. Рассмотрим следующую локальную про­
цедуру индекса d + 1. К модели г, которую можно записать в виде 
7*!.. .гаг(°\ применим локальное преобразование rsr^ —» г ^ \ к получен­
ной модели г х . . . г , . !^ 1 ) применим локальное преобразование r^-ii^1) -+ 
г^ и так далее. Выполнив в заключение локальное преобразование 
т^г^ - 1 ' —> г(*\ придем к модели г ^ = ^*^,»+2 * • -rs+d = (7*1 U . . . U r, U 
r*+i)r*+2 • • • ?**+<* глубины d. Из доказанного выше следует, что эти пре­
образования корректны и, следовательно, полученная модель г ^ эквива­
лентна исходной модели г. Согласно (9) для любой приведенной модели, 
эквивалентной модели г, справедлива цепочка соотношений 

# ( & , 7 . ) < #Ы°г) < #Ы°*)---< #(7.,<M-i)-
Это означает, что глубина любой модели, эквивалентной г, не меньше d 
и потому модель г ^ минимальна. Теорема 3 доказана. 

ЗАМЕЧАНИЕ. 1. При d = к - 1 конструкция из теоремы 3 дает для 
любого к ^ 4 модель глубины &, которая не допускает упрощения про­
цедурами, имеющими дело с ее фрагментами, отличными от всей мо­
дели. Задача минимизации может быть решена лишь при рассмотрении 
модели целиком. 

2. Теорема 3 показывает, что при любом d = const ^ 3 процедуры 
индекса d + 1 обладают гораздо большими возможностями, чем про­
цедуры индекса d: имеются модели сколь угодно большой глубины &, 
которая не уменьшаема процедурами индекса d, но может быть сокра­
щена до величины d = const процедурами индекса d+ 1. 

3. Из теоремы 3 следует, что для данного множества А не сущест­
вует конечной полной системы эквивалентных преобразований моделей 
последовательного выбора на множестве А. 
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