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С ПОМОЩЬЮ ЖАДНОГО АЛГОРИТМА*) 

В. В, Шенмайер 

Рассматриваются задачи, обобщающие известную задачу о базе 
матроида максимального веса. Цель статьи состоит в выявлении клас­
сов задач, при решении которых с использованием жадных алгорит­
мов удается получать оптимальные решения при любой линейной це­
левой функции. Предложено обобщение аксиомы матроидов, являю­
щееся достаточным и необходимым условием оптимальности жадного 
алгоритма в случае монотонных вниз систем целочисленных неотрица­
тельных векторов. Расширена область действия критерия оптималь­
ности, справедливого для случая систем множеств, не обладающих 
свойством монотонности вниз. Установлены новые критерии и доста­
точные условия оптимальности жадного алгоритма — как в общем, 
так и в частных случаях. 

Введение 
Согласно теореме Радо — Эдмондса [11, 4-6] в случае монотонных 

вниз систем множеств (систем независимости) жадный алгоритм позво­
ляет находить оптимальное решение тогда и только тогда, когда сис­
тема является матроидом. В статье рассматривается более общий слу­
чай — случай монотонных вниз систем целочисленных неотрицатель­
ных векторов, и предлагается обобщение аксиомы матроидов, являю­
щееся достаточным и необходимым условием оптимальности жадного 
алгоритма для этого случая. 

В [7, 8] найден критерий оптимальности жадного алгоритма для 
случая систем множеств, не обладающих свойством монотонности вниз. 
Ниже аналогичные критерии установлены для более общих классов 
задач. 

Отметим, что в настоящее время имеется немного результатов, ка­
сающихся произвольных систем векторов, не обладающих свойствами 

*) Работа выполнена при финансовой поддержке Федеральной целевой про­
граммы «Интеграция» (проект 1997-А0051). 
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монотонности или выпуклости. В статье сделана попытка заполнить 
этот пробел: установлено несколько новых критериев и достаточных 
условий оптимальности жадного алгоритма как в общем, так и в част­
ных случаях. 

1. Постановки задач и описание алгоритма 

Ниже рассматриваются следующие три задачи. 
(1) Б А З А МАКСИМАЛЬНОГО ВЕСА. Пусть & — система подмножеств 

множества / = { 1 , . . . , га}, где га — некоторое натуральное число. Базой 
системы & называется любое максимальное по включению множество 
из &. 

Пусть система & удовлетворяет следующему условию: 
если А — непустое множество и А б ^ , 

то А — i £ & при некотором г £ А. 

системы, удовлетворяющие условию ^ху, называются системами 
достижимых множеств [7]. Предполагается, что каждому элементу 
г £ I приписано вещественное число с?(г), называемое весом элемента г. 
Весом подмножества А из & называется величина f(A) = ^ d(i). 

Рассматривается задача нахождения среди всех баз системы & базы 
максимального веса. 

Для решения задачи предлагается использовать жадный алгоритм, 
который работает следующим образом: алгоритм начинает с пустого 
множества и на каждом шаге к имеющемуся множеству А добавляет 
один элемент максимального веса из множества J {А) =? {г £ I \ AUi £ & 
и г £ А}. 

(2) МАКСИМАЛЬНЫЙ ВЕКТОР МАКСИМАЛЬНОГО ВЕСА. Данная за­
дача является обобщением предыдущей. Пусть S — конечная система 
векторов с целыми неотрицательными компонентами, которые пронуме­
рованы элементами множества / = { 1 , . . . , га}. Положим е,- = ( 0 , . . . , 
1 , . . . ,0), где единственная единица расположена в г-й позиции. Пусть 
система 5 удовлетворяет следующему условию: 

если А — не нулевой вектор И А Е З , 

то А — е,- £ 9 при некотором г £ / . 

Системы, удовлетворяющие условию (2), назовем системами дости­
жимых векторов. Через A(i) обозначим г-ю компоненту вектора А. 
Как и в предыдущей задаче, предполагается, что каждому элементу 
% £ / приписано вещественное число d(i), называемое весом элемента г. 
Весом вектора А из 9 называется величина f(A) = J2 d(i)A(i). 
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Рассматривается задача нахождения среди всех максимальных век­
торов системы G вектора максимального веса. 

Для решения задачи предлагается использовать жадный алгоритм, 
который работает следующим образом: алгоритм начинает с нулевого 
вектора и на каждом шаге к имеющемуся вектору А добавляет вектор ег-, 
где % имеет максимальный вес среди элементов множества J (А) = {г £ 
1\А + аеЩ. 

(3) НЕПРОДОЛЖАЕМЫЙ ПУТЬ МАКСИМАЛЬНОГО ВЕСА. Пусть G -
(V,E) — ориентированный бесконтурный граф с одной источниковой 
вершиной, т. е. граф, содержащий некоторую вершину х0 £ V, из ко­
торой достижимы все остальные вершины графа. Кроме того, пусть 
каждая дуга и £ Е помечена индексом г(ад), являющимся элементом 
множества / = { 1 , . . . , п}. При этом разные дуги могут быть помечены 
одинаковыми индексами. Такой граф назовем индексированным графом. 

Допустимыми путями считаем пути, начинающиеся в х0. Через 
isyfij обозначим индекс S-R дуги пути ji и через ь\)Л) — число дуг пути 
ц. Предполагается, что каждому индексу г G I приписано вещественное 
число d(i), называемое весом индекса г. Весом дуги и Е Е называется 
величина d(i(u)), являющаяся весом индекса этой дуги. Смысл введе­
ния индексов заключается в том, чтобы было ясно, какие дуги имеют 

одинаковый вес. Весом пути /х называется величина /(//) = Х̂  d(i8(fi)). 
3 = 1 

Рассматривается задача нахождения среди всех непродолжаемых до­
пустимых путей графа G пути максимального веса. 

Для решения задачи предлагается использовать жадный алгоритм, 
который работает следующим образом: алгоритм начинает с вершины 
х0 и на каждом шаге к имеющемуся пути /х добавляет такую дугу, ко­
торая выходит из концевой вершины пути ji и имеет максимальный вес. 
В связи с тем, что граф не содержит контуров, алгоритм завершает свою 
работу через конечное число шагов. 

Примерами индексированных графов являются диаграммы Хассэ 
для задач (1) и (2): вершины — это допустимые решения, х0 — пус­
тое множество или нулевой вектор, а множество дуг определяется по 
правилу: вершины А ж В связаны дугой с индексом г, если В является 
непосредственным продолжением Л, т. е. либо 5 = A U i и i ^ i , либо 
В = А + е{. 

2. Критерии оптимальности матроидного типа 

Говорим, что жадный алгоритм находит оптимальное решение, ес­
ли при любых весах d(i) все находимые им решения оптимальны. 
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* Классическим примером критерия оптимальности жадного алгорит­
ма является теорема Радо — Эдмондса. В ней идет речь о системах 
независимости. Система множеств ^ называется системой независи­
мости, или системой, монотонной вниз, если из того, что А С В € ^ , 
следует A € &. Очевидно, что это условие сильнее условия (1). 

Пусть \А\ — мощность множества А и J (A) = { i G / | i U i G < ^ 
и г £ А}. Система независимости называется матроидом, если выпол­
нено следующее условие: 

если А, В 6 & и |А| + 1 = |Я|, то J(A) П В / 0 . (3) 

Теорема 1 [11, 4-6]. Жадный алгоритм находит оптимальное ре­
шение в случае системы независимости тогда и только тогда, когда эта 
система является матроидом. 

Система векторов Э С N1 называется монотонной вниз, если из 
того, что А < В е 5 и .А £ N, следует A t Э. Очевидно, что это 
\гг*пг\тясь /^ттттт. т г о о лг/~ттг\т»ттсг / О 1 

Пусть ^ ( Э ) — множество максимальных векторов системы 3 ; 
|Л| — сумма компонент вектора А; 
/(А) = { % G I | 4(i) > 0 }; 
J(A) = { i € / | А + е , - е З } . 

Кроме того, пусть система векторов Э такова, что 

если А, В е 9 и |А| + 1 = \В\, то 7(A) П (/(A) U 7(5)) ^ 0. (4) 

Тогда если 3 — система булевых векторов, то условия (3) и (4) экви­
валентны, т. е. условие (4) является обобщением условия (3) на случай 
систем целочисленных неотрицательных векторов. 

Теорема 2. Жадный алгоритм находит оптимальное решение 
в случае монотонной вниз системы целочисленных неотрицательных век­
торов тогда и только тогда, когда эта система удовлетворяет усло­
вию (4). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. НЕОБХОДИМОСТЬ. Допустим, что векторы 
А,В е Q таковы, что \А\ + 1 = \В\ и J(A) П (1(A) U 1(B)) = 0. По­
ложим 

7/.ч Г 1, если ie 1(A) U 1(B), 
a(i) = < 

{ 0 в противном случае. 
Ясно, что при таких весах вектор А может быть построен в соответствии 
с правилами жадного алгоритма. Следовательно, существует макси­
мальный вектор А!, А! ^ А, полученный с помощью жадного алгоритма. 
Пусть % е 1(А' - А). Тогда А + е{ ^ А!'. Отсюда и из свойства монотон­
ности вниз системы 5 следует, что А + ег- £ 5 . Поэтому 1(А'- А) С J (А). 
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Так как J(A) С {г | d(i) = 0}, то f(A') = / (Л) = |А|. Пусть В' — мак­
симальный вектор такой, что В' ^ В. Тогда будет справедлива цепочка 
соотношений f{Bl) ^ f(B) = |Л| + 1 > f(A'). Но это противоречит 
оптимальности жадного алгоритма. 

ДОСТАТОЧНОСТЬ. Допустим, что А и В — два максимальных век­
тора из системы 9 и |Л| < \В\. Тогда из условия (4) следует, что 
J (А) ф- 0 . Но это противоречит максимальности вектора А. Поэтому 
все максимальные векторы системы 9 имеют одинаковую сумму компо­
нент. 

Предположим, что А — еа(1) + ... + еа(к) £ ^ ( 3 ) , где для каждого 
s ~ 1 , . . . ,fc индекс a(s) выбран в соответствии с правилами жадного 
алгоритма. 

Пусть В 6 ^ ( 9 ) . Так как система 9 монотонна вниз, то вектор 
В можно представить в виде В = еьщ + . . . + ец*), где индексы b(s) 
упорядочены по невозрастанию весов и еЬ{\) + . . . + eb(s) € 9 для всех 
s = ! , , . . , & . Пусть р — минимальный номер такой, что d(a(p)) < 
d(b(p)). Из условия (4) следует существование индекса а € {а(1) , . . . , 
а(р - 1), 6(1), . . . , Ь(р)} такого, что ea(i) + . . . + €a(p_x) + ea € 9 . Так как 
индексы b(s) упорядочены по невозрастанию весов, то имеем цепочку 
неравенств 

d(a) ^ min{d(a(l)) , . . . , d(a(p - 1)), d(b(p))} ^ 
min{d(b(l)),. . . , d(b(p - 1)), d(b(p))} = d(b(p)). 

Следовательно, d(a) > d(a(p)). Но это противоречит выбору, который 
делается жадным алгоритмом на шаге р. Таким образом, получаем, что 
d(a(s)) ^ d(b(s)) для всех «s = 1 , . . . ,&. Поэтому f(A) ^ f(B). Теорема 
доказана. 

Аналогично показывается, что выполнение условия (4) является не­
обходимым и достаточным условием оптимальности жадного алгоритма 
и в некоторых более общих случаях, чем случай монотонных вниз сис­
тем. Например, если система векторов обладает следующим свойством: 

если Л G 5 и i Е / , то А - А(г)ег- £ 5 . 

Перейдем к случаю индексированных графов. Введем следующие 
обозначения: 

W — множество допустимых путей; 
38 — множество непродолжаемых допустимых путей; 
J (^) = \i(u) | дуга и продолжает путь /х}; 
J[x) - {i | i = г(ж,ж'), (х,ж;) € Е}; 
J(jx) = { i(u) | дуга и принадлежит пути / / } . 
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Если индексированный граф G(S?) является диаграммой Хассэ для 

монотонной вниз системы векторов 9, то он обладает следующими 
свойствами: 

(j) множество последовательностей вида ^( /х) , . . . ,i/(/i)(/i), где 
ji G W, замкнуто относительно перестановок; 

(jj) если (х,у) € Е, то J (у) С J(x). 
Если система S удовлетворяет условию (4), то граф G(Q) обладает 

свойством 

если ix, г} eW и / ( » + 1 = /(?/), то /(//) П (/(/г) U /(г/)) ф 0. (5) 

Теорема 3, (а) Если индексированный граф обладает свойством 
(j), то условие (5) является достаточным для оптимальности жадного 
алгоритма; 

(Ь) есля индексированный граф обладает свойством (jj), то условие 
(5) является необходимым для оптимальности жадного алгоритма, 

/доказательство теоремы и аналогично доказательству предыдущей 
теоремы. 

Теоремы 2 и 3 свидетельствуют о том, что условия (4) и (5) являются 
обобщением условия (3) на случай систем векторов и индексированных 
графов. Это хорошо согласуется со следующим фактом. 

Пусть А — произвольное подмножество множества / , 
&А = {FeJt\FC А}, 
ъА = {X е э ! КХ) с А}, 
GA — граф, составленный лишь из тех допустимых путей графа 6\ 

в которых все дуги помечены индексами из А. 
Легко проверить, что (3) эквивалентно следующему свойству: 

для любого А С I все базы системы &А равномощны. 

Теорема 4. (а) Система достижимых векторов Э обладает свойст­
вом (4) тогда и только тогда, когда для любого А С I все максимальные 
векторы системы $sA имеют одинаковую сумму компонент; 

(Ь) индексированный граф G обладает свойством (5) тогда и только 
тогда, когда для любого А С I во всех непродолжаемых допустимых 
путях графа GA содержится по одинаковому числу дуг. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. НЕОБХОДИМОСТЬ. Пусть индексированный 
граф удовлетворяет условию (5) и /г, г/ — два непродолжаемых допус­
тимых пути в графе GA таких, что /(/х) < /(г/). Тогда в исходном гра­
фе G имеют место следующие соотношения: 1(/л) С A, J(/i) П А = 0 
и I{rf) С А, где т}' — путь, состоящий из первых (/(//) + 1)-й дуги 
пути г,. Отсюда следует, что J (/л) П (I(fi) U /(//')) = 0 - Но это про­
тиворечит свойству (5). 



по В. В. Шенмайер 

ДОСТАТОЧНОСТЬ. Пусть р, и т\ — такие допустимые пути гра­
фа G, что 1(р) + 1 = l(t]) и J(fi) П (1(ц) U 1(т])) = 0. Тогда если 
Л = I(fi) U /(т/), то в графе GA имеются допустимый путь т? и непро-
должаемый допустимый путь /i такие, что /(т/) > l(fi). Но это проти­
воречит условию, что в непродолжаемых допустимых путях графа G А 
содержится по одинаковому числу дуг. 

Утверждение (а) доказывается аналогично. 

3. Критерий оптимальности в общем случае 
Пусть G — произвольный индексированный граф и // £ W. Обо­

значим через J8(и) множество индексов дуг, выходящих из s-й вершины 
пути д. На множестве индексов / определим бинарное отношение до­
минирования >^. Пусть г, j £ I. Тогда если г = is(fi) и j £ Js(p) для 
некоторого s £ { 1 , . . . , / ( / /)}, то считаем, что 

i >"> j (j непосредственно доминирует j относительно пути /х). 
Если г — %i У^ г2 >-> . . .>> ip = j для некоторого набора индексов 

h , г 2 , . . . , гр, то считаем, что 
i >/x j (i доминирует j относительно пути ji). 

Отметим, что отношение >м рефлексивно на множестве 1(р) и транзи-
тивно на / . 

Пусть АС I. Обозначим через /л * А множество дуг пути р, с индек­
сами из А. По аналогии с [7] определим базисный ранг множества А 
следующим образом: 

/3(A) = maxl/х * А\. 

Говорим, что А согласовано с путем /х, если для каждого 6 = 1 , . . . , l(fi) 
из ia(fi) £ А следует Js(p) П 4 = 0. 

Лемма 1. Если жадный алгоритм находит оптимальное решение 
при весах О и 1, то во всех непродолжаемых допустимых путях содер­
жится по одинаковому числу дуг. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПОЛОЖИМ веса всех индексов равными 1. Тогда 
любой путь \х £ 38 может быть получен по правилам жадного алгоритма 
и при этом имеет вес 1(р,). Поэтому для всех \х £ 3§ имеем l(p) ~ const. 
Лемма доказана. 

Лемма 2. Следующие высказывания эквивалентны: 
(a) путь \i £ W построен в соответствии с правилами жадного ал­

горитма; 
(b) если i У^ j , то d(i) ^ d(j); 
(c) если i >ц j , то d(i) ^ d(j). 



Максимизация линейной целевой функции 111 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, ((а) => (Ъ)). Пусть г у^ j . Тогда для некоторого 
s 6 { 1 , . . . «.̂ (м)} имеем г = is{p) is. j € Л(м)« Отсюда в соответствии 
с правилами жадного алгоритма получаем d(i) ^ d(J). 

((b) =̂  (с)). Предположим, что г >м j . Тогда существует после­
довательность i i , i 2 , . . . , i p такая, что г = г'х Х^ г2 У^ . . . Х^ гр — j . 
Следовательно, d(i) = d(ii) ^ с?(г2) ^ . . . ^ d(ip) = rf(j). 

((с) =>- (а)). Пусть j 6 ЛО-0 Дл я некоторого 5 6 { 1 , . . . ,/(/г)}. 
Тогда is(p) >fi j - Следовательно, d(is(ji)) ^ d(j). Таким образом, путь 
ji построен в соответствии с правилами жадного алгоритма. Лемма 
доказана. 

Теорема 5. Следующие высказывания эквивалентны: 
(a) жадный алгоритм находит оптимальное решение; 
(b) жадный алгоритм находит оптимальное решение при весах О и 1; 
(c) если пути /i, Tj принадлежат множеству £%, то /(//) — l(rj) и существует 
такая перестановка 7Г множества { 1 , . . . , / } , где I — /(//), что 

г'5(д) >„ iiri^iv) &ЛЯ всех s — 1 , . . . , /; 

(d) если путь ji принадлежит множеству 88 и множество А согласовано 
С [1, ТО 

|/х*А| = /?(А). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ((а)=* (Ъ)). Очевидно. 
((b) •=> (с)). Пусть пути /л и г) принадлежат множеству 3§. Согласно 

лемме 1 имеем /(//) = l(rj). Рассмотрим двудольный граф (Уь V2; EQ), 
где V\ — { а ь . . . , a j , V2 — { 6 Ь . . . ,6/} и множество ребер Ĵ o определя­
ется по следующему правилу: {ap,bs} Е Е0, если ip(p) >^ is{rn)-

Для произвольного множества А С Vi положим 
Г 0, если j <ц гр(/х).для некоторого р со свойством ар 6 А, 
\ 1 в противном случае. 

Если индексы i , i ' £ / таковы, что i <M г', то выполняется неравенство 
d(i) ^ d(i'). Отсюда с использованием леммы 2 получаем, что путь /i 
может быть получен по правилам жадного алгоритма. При этом имеют 
место следующие соотношения: 

f(fi) = / - \{q | iq(fi) <^ ip(fi) для некоторого р 
такого, что ap £ A}\ < / - \A\; 

f(rj) = / - |{s | is(rj) <^ ip(/i) для некоторого р 
такого, что ap £ A}\ = / - |AAj, 

где ДА — множество вершин из V2, смежных с вершинами из А. 
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В силу условия оптимальности при весах 0 и 1 имеем \А\ ^ |ДА|. 
Отсюда в соответствии с теоремой Кенига — Холла [1] о совершенных 
паросочетаниях получаем, что существует такая перестановка 7г мно­
жества { 1 , . . . , / } , что {аа,Ьтг(я)} € Е0 ДЛЯ каждого 5 = 1 , . . . , / . Но по 
правилам построения графа (Vl9 V2; Е0) это эквивалентно тому, что 

((с) =>• (а)). Пусть пути д,?; принадлежат множеству 38 и переста­
новка 7г множества { 1 , . . . , /} такова, что гв(/х) >м гт(в)(7/) при каждом 
5 = 1 , . . . ,/. Тогда если путь /х построен в соответствии с правилами 
жадного алгоритма, то согласно лемме 2 имеем d(is(fi)) ^ й(г7Г(в)(г/)) при 
каждом 5 = 1 , . . . , / . Отсюда следует неравенство /(/л) ^> f(rj). 

((b) => (d)). Пусть множество А согласовано с путем /х. Положим 

7/. f 1, если г € А, 
а(г) = < 

1̂  0 в противном случае. 

Если 5 G { 1 , . . . , /(м)} И в е с индекса г5(̂ и) равен нулю, то is(fi) не принад­
лежит множеству А. Отсюда следует, что J5(/x) П А = 0 и d(j) = 0 при 
каждом j 6 Л(/<0- Таким образом, путь /х построен в соответствии с пра­
вилами жадного алгоритма. Поэтому выполняется цепочка равенств 

I/л * А\ — /(/х) = max /(г/) = max |т/ * А| = /3(A). 

((d) => (Ь)). Если путь /х получен в соответствии с правилами жад­
ного алгоритма, то множество А = {г | d(i) — 1} согласовано с путем /х. 
Поэтому 

Д/х) = |/х * А| = /3(A) = max |т? * А\ = max /(77). 

Теорема доказана. 
Сформулируем утверждение, аналогичное теореме 5, для случая 

систем векторов. Пусть 9 С N1 — система достижимых векторов 
и А = (а(1), • • • >a(fc)) — некоторая последовательность элементов мно­
жества / . Будем говорить, что А — допустимая последовательность, 
если ea(i) + . . . + еа(в) Е S при каждом 5 = 1 , . . . , к. Ясно, что допус­
тимые последовательности системы 5 соответствуют допустимым пу­
тям в графе G(S). Пусть i,j G / и А = (а(1) , . . . ,а(Аг)) — допустимая 
последовательность. Тогда если для некоторого s последовательность 
(а(1) , . . . ,a(s — 1), j) допустима и г = a(s), то считаем, что 

i УА 3 (i непосредственно доминирует j 
относительно последовательности А). 
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Если г — %\ У А г2 У А • • • >~А iv = J Д л я некоторого набора индексов 
гх, г2,. • • , ipj то считаем, что 

^ >л j (г доминирует j относительно последовательности А). 

Следствие теоремы 5. Следующие высказывания эквивалентны: 
(a) жадный алгоритм находит оптимальное решение; 
(b) жадный алгоритм находит оптимальное решение при весах О и I; 
(c) если А = (о(1), . . . , а(/)) и 5 = (6 (1) , . . . , b (m)) — непродолжаемые 
допустимые последовательности, то I = m и существует такая переста­
новка 7Г множества {1 , . . , , I}, что 

a(s) >А Ь (тг(б)) для всех 5 = 1 , . . . , / . 

4. Критерии оптимальности в частных случаях 

Введем следующие обозначения: 
a — произвольная вершина некоторого индексированного графа; 
W(a) — множество путей, начинающихся в вершине а; 
38{а) — множество непродолжаемых путей с началом в а; 
38*{а) — множество непродолжаемых путей, построенных по пра­

вилам жадного алгоритма при условии, что он начинает свою работу 
в вершине а; 

&* = &*(х0); 
fir] — путь, получаемый после склейки путей до и 7?; 
до* — вектор, в котором компонента до*(г), i € / , равна |до * {г}| — 

числу дуг в пути до с индексом г. 

Теорема 6. Пусть индексированный граф удовлетворяет условию 

если две дуги (х, у) и (V, у') одного пути имеют одинаковый 
индекс и первая дуга предшествует второй дуге, то J{x) С J(V). 

Тогда следующие утверждения эквивалентны: 
(a) жадный алгоритм находит оптимальное решение] 
(b) для любой дуги (х, z) е Е и пути г] £ Щх) существует путь ( 6 W(z) 
такой, что 

С ^rf ~ ej9 где j € J(x); 
(c) если пути ii, rj принадлежат множеству 3§, то /(до) = \{т\) и существует 
такая перестановка ж множества { 1 , . . . , / } , где I = /(до), что 

K(s)(v) € Л (до) Для всех 5 = 1 , . . . , / . 

Для доказательства теоремы 6 нам потребуются две следующие 
леммы. 
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Лемма 3. Если жадный алгоритм оптимален и выполнено условие 
(6), то имеет место свойство 

если v^W - 88 иг)^88,то J(fji) П /(?/* - рГ) ф 0 . (7) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЛЕММЫ 3. Положим 

d(i) - { °' e C™ i € J^' 
[ 1 в противном случае. 

Если d(is(fi)) — 0 для некоторого s £ { 1 , . . . , /( / /)}, то is(fi) Е </(м). 
Отсюда согласно условию (6) следует, что J5(//) С J(/x). Таким образом, 
получаем d(j) = 0 при каждом j £ Л(АО- Следовательно, путь // может 
быть получен в соответствии с правилами жадного алгоритма. 

Согласно лемме 1 все пути из множества 38 имеют одинаковое число 
дуг. Обозначим это число через /. Пусть a — концевая вершина пути \х 
и р! £ 83* {а). Так как первая дуга пути р1 имеет индекс из множества 
</(//), то вес пути р! не превосходит / — 1(р) — 1. При этом имеем f(p) — 
/(//) — \ji * */(м)|. Таким образом, получаем соотношение f(ppf) $ / — 1 — 
|/i * «/(м)1- С другой стороны, вес пути г/ равен / - \т) * J(/x)|. Отсюда 
и из условия оптимальности жадного алгоритма следует, что \rj*J(p)\ ^ 
|/х* е/(/х)| + 1. Поэтому существует индекс i 6 J(p) такой, что j77* {i}| > 
l/x * {г} I, что означает г Е /(17* — /х*). Лемма доказана. 

Лемма 4. Если выполнено условие (6) и гв(£) = г >£ j , где £ £ ^ , 
то существует такая последовательность 5(1), 5(2), . . . , 5(р), что 5 — 
5(1) < 5(2) < . . . < s(p), j € Л(Р)(0 я i, ( t+1)(f) G J,(t)(Q при каждом 
t = 1 , . . . , р - 1. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЛЕММЫ 4. Существование последовательности 
б-(1),... ,б-(р) такой, что s = 5(1), j € Л(Р)(0 и г,(<+1)(£) G Л(*)(0> 
£ = 1 , . . . ,р — 1, следует из определения отношения >£. Пусть 5(1), 
. . . . s(p) — минимальная по числу элементов такая последовательность 
и s(t) ^ s(t + 1) для некоторого t £ { 1 , . . . ,р - 1}. Через af и (а, 6) обо­
значим 5(£)-ю вершину и s(t + 1)-ю дугу пути £. Так как г(а,Ь) Е */(а;), 
то существует дуга (а', 6') такая, что г(а, Ь) = г(а',6'). При этом из не­
равенства s(t) ^ ^(1 + 1) следует, что либо вершины а ж а' совпадают, 
либо дуга (а, Ь) предшествует дуге (а',Ь;). Отсюда с учетом условия (6) 
получаем Je(<+i)(f) = J(a) С J(a') = Л(*)(0- Но это противоречит ми­
нимальности последовательности 5(1), . . . , s(p), так как в этом случае 
из нее может быть исключен элемент s(t + 1). Лемма доказана. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 6. ((а) =>> (Ь)). Согласно лемме 1 во 
всех путях из множества 88 содержится по одинаковому числу дуг. Обо­
значим это число через /. Пусть алгоритм оптимален и р — некоторый 
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путь из х0 в х. Определим путь ( 6 W(z) по следующему правилу. Поло­
жим путь C/0)+i состоящим из единственной вершины z и допустим, что 
путь Ce-i уже построен для некоторого s = l(fi) + 2 , . . . ,/. Рассмотрим 
множество A(s) = /(7/* - е,-^) - C- i ) = HfavY ~ (Kxiz)(*-iY)- C o" 
гласно лемме 3 существует дуга и8, продолжающая путь (8^г и такая, 
что 

i(us) e J(Cs-i) П A(s) и если J(C.-i) П A(,s) £ / ( з ) , то *(и,) $ J(x). 

Положим С* = C«-i^*5 и пусть С = 0- Тогда С* ^ ?/* и |£*| = |?/*| — 1. 
Отсюда следует равенство С* = rj* — ej для некоторого j 6 /(??)• Осталось 
показать, что j G J(x) . 

Рассмотрим путь £ = /,i(x,z)(. Согласно построению пути ( имеем, 
что при каждом s, /(//) +2 ^ s ^ /, справедливо следующее утверждение: 

Ь ( 0 € Л ( 0 П A(s) и если /,(£) П A(s) £ / ( * ) , то t ,(О £ / ( * ) . 

Положим А — { г £ / | г <£ г(х> ~) } и 

... Г 0, если г £ А, 
a m = < 

^ 1 в противном случае. 

Если индексы г, г' 6 J связаны соотношением г <^ г7, то выполняется 
неравенство d(i) ^ d(i'). Отсюда и из леммы 2 следует, что путь £ может 
быть получен по правилам жадного алгоритма. С другой стороны, так 
как l([x,z)Q = 1(TJ). ТО В силу леммы 1 имеем £ £ <^. Таким образом, 
получаем /(£) ^ Д w ) , ЧТО означает |£ * А| ^ |т/ * А| — 1. Но поскольку 
£* = ??* — е,-, то j € А. Поэтому имеем г(#, г) >^ j . 

Пусть s — l(fi) + 1. Тогда согласно лемме 4 существует такая по­
следовательность s ( l ) , s (2) , . . . , s(p), что 5 = б(1). < 5(2) < . . . < s(p), 
J € Js(jp)(0 и i,(t+i)(0 € Л(<)(£) при любом / = I , . . . , р - 1. С другой сто­
роны, так как iq(£) £ A(g) и A(g) С А(<? — 1) при каждом q = s + 1 , . . . , Z, 
то индекс-г-(1+1)(0 принадлежит множеству Jsu\(Kf) Г) A(s(t)). 

Далее, поскольку г5(2)(£) £ Л(1)(£) = «Д#)? то с учетом свойств пути 
£ имеем Л(2)(0 П A(s(2)) С «/(ж). Отсюда следует, что г,(з)(£) € J(x). 
Аналогично можно показать, что ie(t)(€) £ J(x) при любом t = 2 , . . . ,£>. 
Следовательно, г,(р)(£) € /(ж) и Л(р)(£) П A(s(jp)) С J(x). 

Так как £* = V* ~ eh т о л и ^ ° 3 = i(#> г), либо индекс j принадлежит 
множеству 1(7]* — ецх>х) - С*)- В первом случае j £ J(x) по определению 
множества /(ж). Во втором случае j £ Л(Р)(0 П A(s(p)). Следовательно, 
снова имеем j 6 /(ж). 

((b) => (с)). Сначала покажем, что все пути множества 08 состоят 
из одинакового числа дуг. Предположим, что пути /i, rj £ £ё таковы, что 
1(/л) < /(?/), и среди всех таких путей они имеют максимальное по числу 
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дуг общее начало ту0. Пусть (x,z) — первая дуга пути /х, не принадле­
жащая ту, и г}х — часть пути т/, расположенная после вершины х. Из 
справедливости утверждения (Ь) данной теоремы следует существова­
ние пути ( £ W(z) такого, что /(£) = l(rjx) — 1. Поэтому /(ту0(ж, z)() — /(ту). 
Продолжим путь rjQ(x,z)( ДО непродолжаемого пути ту' € &. Тогда по­
лучим соотношение /(ту') ^ /(г/), что противоречит выбору пути ту. 

Пусть у, г] б 3§ и х0 =. # i , . . . , ж/+1 — последовательность вершин 
пути /i. Индукцией по s докажем, что для любого s — 1 , . . . , / + 1 су­
ществует такой путь г}3 £ 38(xs), что 

5 - 1 

V* = г/* + X/ е^*)' где ** G J*M' * = lj • • • '5 ~ L 
t = l 

При 5 = 1 утверждение очевидно, так как г/х = 7/. Предположим, 
что доказываемое свойство верно для некоторого s £ { 1 , . . . , / } . По 
условию (Ь) данной теоремы существует путь С € Щхя^) такой, что 

5 - 1 
??5 = С* + еэ-> гДе 3 € «/(жв). Следовательно, 77* = (* + е,- + £) e ( i t ) . От-

сюда, если положить ту5+1 = ( и i, = j , получим rf = ту*+1 + J2 е{ч)-> гДе 

it € Jt{ii),t = 1 , . . . , 5. Таким образом, для s + 1 доказываемое свойство 
также верно. 

При 5 = / + 1 это свойство принимает вид ту* — ]Г} e{it), где ц £ Jt(ft) 

для всех / = 1 , . . . ,/. С другой стороны, вектор ту* можно предста-

вить в виде суммы ]Г t(it(r/)). Следовательно, существует такая ле-
t-\ 

рестановка 7Г множества { 1 , . . . , / } , что 1^и)(т]) — it € <Л(д) для всех 

((с) => (а)). Пусть пути /х, ту принадлежат множеству 08 и 7г — 
перестановка множества { 1 , . . . , /} такая, что i^8)(v) £ 'Л(м) Д л я всех 
s = 1 , . . . ,/. Тогда если путь /i построен в соответствии с правилами 
жадного алгоритма, то для любого 5 = 1 , . . . , / справедливо неравенст­
во d(iv(8)(r))) ^ d(is(/j,)). Отсюда следует, что /(ту) ^ Дм)* Теорема 6 
доказана. 

ЗАМЕЧАНИЕ 1. При доказательстве импликаций (Ъ) => (с) и (с) => 
(а) в предыдущей теореме не было использовано свойство (6). Поэтому 
утверждения (Ь) и (с) теоремы б являются достаточными условиями 
оптимальности жадного алгоритма в случае произвольных индексиро­
ванных графов. 

Сформулируем аналог этой теоремы для случая систем векторов. 
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Теорема 7. Пусть система достижимых векторов 5 С N1 такова, 
что 

если для всех s = 1 , . . . , g векторы As = e(ix) + . . . + е(гв) 
принадлежат системе 9 я гр = гд для некоторого р ^ q, (8.) 

roJ(Vi)cJ(Vi)-
Тогда для оптимальности жадного алгоритма необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялось следующее обменное свойство: 

если А^ В и A(i) = В(г), где Л е 3 , В £ 3$($s) и i 6 J{A), 
то существует элемент j £ J (А) П / ( Б — А) такой, (9) 

что В + €{ — e.j 6 3 . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ДОСТАТОЧНОСТЬ. Согласно следствию теоре­
мы 5 достаточно доказать, что жадный алгоритм находит оптимальное 
решение при весах 0 и 1. 

Допустим, что А = ea(i) + •. . + ea(k) £ «^(Э)9 где каждый индекс 
а(з) выбран по правилам жадного алгоритма. Предположим, что век­
тор В € &{$s) обладает свойством f(B) > f(A) и среди всех таких 
векторов В определяет максимальный номер s такой, что А8 = еа^ +... 
+ ea(s) ^ В. Так как А — максимальный вектор, то s < &. При этом 
элемент i — a(s + 1) принадлежит множеству J(A8) и имеет свойство 
As(i) — B(i). Согласно условию (9) отсюда следует, что существует 
элемент j € J(AS) такой, что As(j) < B(j) и В + е%•, — еу G 8. С учетом 
неравенства As ^ В имеем As+i = As + ei ^ J3 + et — е,-. С другой стороны, 
поскольку j £ J(A e) , то в соответствии с правилами жадного алгоритма 
получаем d(i) ^ rf(j). Следовательно, Д 5 + ег- — е ;) ^ f(B). Рассмотрим 
максимальный вектор В1 такой, что В' ^ В + et — е^. Так как все веса 
неотрицательны, то f(B') ^ f(B + е,- — е )̂ ^ f(B). При этом А5+1 ^ 5 ' , 
что противоречит выбору вектора В. 

НЕОБХОДИМОСТЬ проверяется аналогично импликации (а) =Ф- (Ь) 
теоремы 6. Теорема доказана. 

ЗАМЕЧАНИЕ 2. При доказательстве достаточности не было исполь­
зовано свойство (8), поэтому обменное свойство (9) является достаточ­
ным условием оптимальности жадного алгоритма для случая произволь­
ных систем достижимых векторов. 

Примерами систем векторов, для которых выполнено условие (8), 
являются системы булевых векторов. Но если сформулировать теорему 7 
для систем булевых векторов или, по сути дела, для систем множеств, 
то мы придем к следующей известной теореме. 
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Теорема 8 [7]. Пусть ^ С 27 — система, достижимых множеств. 
Тогда для оптимальности жадного алгоритма необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялось сильное обменное свойство: 

если АС В и i <£ В, где А £ JP, В — база & и i £ J(A), 
то существует элемент j £ J (А) П (В — А) такой, что В U i — j £ &. 

Отметим, что сильное обменное свойство впервые исследовал Р. Го-
этчел [8]. Он же доказал данную теорему для случая гридоидов — систем 
достижимых множеств, удовлетворяющих условию (3). 

5. Достаточные условия оптимальности 

Лемма 5. Пусть индексированный граф удовлетворяет следующим 
условиям: 

каждый непродолжаемый допустимый путь состоит из I дуг; 
дуги одного и того же пути имеют различные индексы: 
если в вершине х £ V начинается хотя бы одна дуга, то \J(x)\ ^ 

п — I + 1. 
Тогда жадный алгоритм находит оптимальное решение. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Согласно теореме 5 достаточно доказать, что 
жадный алгоритм находит оптимальное решение при весах 0 и 1. Пусть 
ji £ £8* и А — множество индексов веса 0. Если /(//) П А = 0, то путь 
/i имеет максимальный вес /. Пусть I(fi) П А ф 0 и s — максимальный 
номер такой, что гл(/х) £ А. 

Так как fi £ 38* И is(fi) £ А, то имеет место включение Js(ii) С 
А. Из условия неповторяемости индексов следует, что индексы первых 
/ — f{fi) — 1 дуг пути fi, имеющих вес 0, не повторяются и не содержатся 
в множестве Л(м). Следовательно, |А| ^ I — Д/х) — 1 + \Js(fi)\. Отсюда 
с учетом условий леммы получаем, что \А\ ^ п — f(fi). Поэтому для 
произвольного пути г] £ 38 имеем \I(rj) П А\ ^ \1(г])\ + \А\ — п ^ / + п — 
f(ji) — п = I — / (м). Таким образом, приходим к соотношению /(г/) ^ 
t — yv — j yfi) j — j \juij. лемма доказана. 

Следствие леммы 5. Пусть в системе достижимых множеств 3> 
все базы имеют одинаковую мощность I и для любого небазисного мно­
жества А £ & выполняется неравенство |J(A)| ^ п - / + 1. Тогда жадный 
алгоритм находит оптимальное решение. 

Лемма 6. Пусть индексированный граф удовлетворяет следующим 
условиям: 

каждый непродолжаемый допустимый путь состоит из I дуг; 
для любых путей /х, ту £ 38 и вершины х £ V 

если множество J(x) П /(/х* - г/*) непусто, 
то множество J(x) П /(77* — /i*) также непусто. 
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Тогда жадный алгоритм находит оптимальное решение. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Сначала докажем свойство (7): 

если /1 eW - & ж г)€ &, то J(fi) П I(rf - /x*) ф 0 . 

Допустим, что это не верно для некоторых путей fi € W — 28 ж г\ £ 38. 
Пусть х — концевая вершина пути /х, /х' £ 38{х) и г — индекс первой 
дуги в пути у!. Тогда |?/*{г}| ^ 1/^*0)1 < I M M W ' O I - Отсюда следует, что 
J(x) П I{{ji^Y — rf) ф 0 . Согласно условию леммы имеем J(x) П I(rf — 
(////')*) ф 0 . Поэтому существует индекс j £ J(x) такой, что |7/* { j } | > 
1мм' * {з}\- Следовательно, \rj * {j}\ > \ji * { j } | . Но это противоречит 
предположению о том, что /(/г) П /(г/* — д*) = 0 . 

Убедимся в справедливости утверждения (2) теоремы 6. Пусть 
(x,z) £ # , 7/ € ^ ( ж ) и д — некоторый путь из ж0 в х. Используя со­
отношение (7), можно построить путь ( £ 38{z) такой, что 

С ^ rf и если i{x,z) £ I(rf), то ((ж,г)С)* ^ 77*. 

Так как fi(x,z)( £ ^?, то l(/i(x,z)Q = I и (* = т?* - е;-, где j £ /(??). 
Осталось показать, что j £ / (ж) . Если г(ж,2:) £ /(??), то ((ж,2г)£)* = ??* 
и j = г(ж,г) £ J(x). Иначе имеем ( (# ,£)( )* = if — ej + е,-^,*) и / (ж) П 
/ ( (fi(x,z)()* — (/хт/)* ) = {i(x,z)} ф 0 . Отсюда и из условий леммы 
следует, что J{x) П / ( (/и?)* - (fi(x^z)Q* ) = / (ж) П {j} ф 0 . Таким 
образом, снова получаем j £ 7(ж). Лемма доказана. 

С л е д с т в и е л е м м ы 6. Пусть в системе достижимых векторов 9 
все максимальные векторы имеют одинаковую сумму компонент и для 
любых векторов Л, В £ ^ ( 3 ) и С б З 

если множество J (С) П / ( А — 5 ) непусто, 
то множество J{C) П / ( В — А) также непусто. 

Тогда жадный алгоритм находит оптимальное решение. 
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