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АЦИКЛИЧЕСКАЯ РАСКРАСКА 
1-ПЛАНАРНЫХ ГРАФОВ*) 

О. В. Бородин, А. В. Косточка, А. Распо, Э. Сопена 

Граф называется 1-планарным, если его можно нарисовать на 
плоскости так, чтобы каждое ребро пересекалось не более чем с од­
ним другим ребром. Доказано, что ациклическое хроматическое число 
любого 1-плоского графа не превосходит 20. 

В в е д е н и е 

Обозначим через V[G) множество вершин графа G, а через E(G) 
множество его ребер. (Правильная) к-раскраска вершин графа G есть 
такая функция / : V(G) —> {1,2, . . . , & } , что f(x) ф f(y) для любых 
смежных вершин х и у в G, 

Граф называется l-планарным, если его можно нарисовать на плос­
кости так , чтобы ни одно из ребер не пересекалось во внутренних точках 
более чем с одним другим ребром. Одна из причин введения этого поня­
тия Г. Рингелем [14] состоит в том, что граф Gvj смежности-инцидент­
ности вершин и граней любого плоского графа G является 1-планарным. 
Каждый 1-планарный граф с максимальным числом ребер можно полу­
чить из плоского графа, имеющего грани размера только 3 или 4, вста­
вив пару пересекающихся диагоналей в каждую 4-грань. Каждый граф 
Gvj получается таким же образом из плоской четыреангуляции. 

Г. Рингель [14, 15] предположил, что каждый 1-планарный граф 
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сюда следует, что вершины и грани любого плоского графа можно рас­
красить в 6 цветов так, что каждые два смежных или инцидентных 
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элемента получают разные цвета. Для совместной раскраски 3-призмы 
требуется 6 цветов, так как окрашиваются 11 элементов, а никакие 
три из них не могут быть окрашены одинаково. Д. Аркдикон [4] до­
казал, что вершины и грани плоских двудольных графов совместно 
5-раскрашиваемы. 

Правильная раскраска вершин графа называется ациклической, если 
на каждом цикле встречается не менее трех цветов [9]. Ациклическое 
хроматическое число графа (?, обозначаемое через a(G?), есть минималь­
ное &, при котором G допускает ациклическую fc-раскраску. 

О. В. Бородин [5] доказал гипотезу Грюнбаума об ациклической 
5-раскрашиваемости плоских графов. Эта оценка точна. Более того, 
известны двудольные 2-вырожденные плоские графы G с a(G) = 5 [11]. 
Однако если в плоском графе G нет циклов длины меньше 5, то a(G) ^ 4, 
а если нет циклов длины меньше 7, то a{G) < 3 [8]. 

Понятие ациклической раскраски оказалось полезным при получе­
нии результатов по другим видам раскраски. Пусть a(G) ^ а. Тогда 
звездное хроматическое число графа G не превышает а2а~1 [9], его ори­
ентированное хроматическое число также не превышает a2 a _ 1 [13]; для 
любой m-раскраски ребер графа G существует гомоморфизм графа G на 
граф не более чем с ата~1 вершинами, сохраняющий цвета ребер [2]; для 
любой пг-раскраски ребер и любой n-раскраски дуг смешанного графа G 
(т. е. графа, имеющего как ребра, так и дуги) существует гомоморфизм 
графа G на смешанный граф не более чем с а(2п + т)а~1 вершинами, 
сохраняющий цвета ребер и дуг [12]. 

Кроме того, С. Хакими, Дж. Митчем и Е. Шмейхель [10, с. 38-39] 
доказали, что E(G) можно разбить на a(G) звездных лесов (компоненты 
связности — звезды). Отсюда и из [5] следует справедливость предполо­
жения И. Алгора и Н. Алона [1] о разложимости ребер любого плоского 
графа на пять звездных лесов. 

В настоящей статье рассматривается ациклическая раскраска 1-пла-
нарных графов. Основным результатом является 

Теорема 1. Каждый 1-ппанарный граф ациклически раскрашива­
ем в 20 цветов. 

Примером 1-шюского графа с ациклическим хроматическим чис­
лом 7 является 3-мерный куб с диагоналями всех граней. Нам не­
известны 1-плоские графы с большим ациклическим хроматическим 
числом. 

Приводимое ниже доказательство теоремы 1 не использует ни отож­
дествления вершин, ни двухцветных перекрасок и фактически дает 
более общий результат: каждый 1-планарный граф имеет предписан­
ную ациклическую 20-раскраску. (Определение предписанной раскраски 
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см. в [10].) Отметим, что до недавнего времени верхних оценок для 
предписанного ациклического хроматического числа не было известно 
даже в классе плоских графов; нами показано (работа сдана в печать), 
что эта величина не превосходит 7. 

Теорема 1 имеет ряд приложений к другим раскраскам; определения 
используемых понятий можно найти в [2, 9, 10, 12, 13]. 

Следствие 1. Вершины и грани любого плоского граф можно аци­
клически раскрасить в 20 цветов. 

Следствие 2. Звездное хроматическое число любого 1-плоского 
графа не превосходит 20 • 21S. 

Следствие 3 . Ориентированное хроматическое число любого 
1 -плоского графа не превосходит 20 • 21У. 

Следствие 4. Каждый плоский граф имеет ориентированную со­
вместную раскраску вершин и граней в 20 • 219 цветов. 

Следствие 5. Ребра любого 1-плоского графа можно разбить на 20 
звездных лесов. 

Заметим, что петля является одноцветным ребром, а пара кратных 
ребер образует двухцветный цикл. Вместо теоремы 1 удобно доказывать 
более общий факт. 

Теорема 2. Вершины любого l-плоского псевдографа можно рас­
красить в 20 цветов так, чтобы концы каждого ребра-непетли имели 
разные цвета и не было двухцветных циклов длины больше 2. 

Отметим также, что излагаемое ниже доказательство годится и для 
псевдографов, 1-вложимых в проективную плоскость. Единственное от­
личие состоит в том, что формула Эйлера для проективной плоскости 
имеет вид \V\ — \Е\ + |F | ^ 1. Соответственно имеют место обобщения 
теоремы 1 и следствий 1-5 на проективную плоскость. 

Н. Алон, Б. Мохар и Д. Сандерс [3] доказали, что из ациклической 
5-раскрашиваемости плоских графов следует ациклическая 7-раскраши-
ваемость проективно-плоских графов. 

Доказательство теоремы 2 

Пусть Р0 — контрпример к теореме с наименьшим числом вершин. 
Очевидно, что |У(Р0)| ^ 21. Заметим, что в графе Р0

 н е т разделяю­
щих клик, поэтому он 2-связен. В частности, в Р0 нет вершин степени 
меньше 2. Напомним, что степенью вершины и рангом грани в плоском 
псевдографе (карте) называется число инцидентных им ребер. 

Зафиксируем 1-шюское представление псевдографа Р0, при котором 
число пересечений ребер во внутренних точках минимально. Тогда все 
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концевые вершины а, 6, с и d любой пары ребер afr, cd, пересекающихся 
во внутренней точке s, различны. Для каждой такой пары добавим 
ребра ас, сб, bd ж da «вблизи «s», т. е. чтобы образовались соответственно 
треугольники asc, csb, bsd и dsa с пустой внутренностью. Полученный 
1-плоский псевдограф Pi также является минимальным контрпримером 
к теореме 2, поскольку его ациклическая 20-раскраска годится и для Р0. 

Обозначим через Мх плоский псевдограф, получаемый из Рг удале­
нием пересекающихся ребер. Применим к Mi в произвольном порядке 
как можно больше следующих операций: 

• Удаление петли, образующей грань ранга 1. 
• Удаление одного из двух (кратных) ребер, образующих грань 

ранга 2. 
• Удаление общего ребра двух смежных граней ранга 3. 
• Триангулирование грани ранга больше 4 вставкой попарно не­

пересекающихся диагоналей. 
Полученную карту обозначим через М. 
ЗАМЕЧАНИЕ 1. Карта М связна, содержит грани только ранга 3 и 4 

и не содержит смежных 3-граней. 
Пусть псевдограф Р получается из карты М вставкой пары диа­

гоналей в каждую 4-грань; при этом восстанавливаются все пары пе­
ресекающихся ребер, удаленные при образовании Мх из Рг. Тогда Р 
является контрпримером к теореме 2, имеющим минимальное числом 
вершин. Это следует из того, что при добавлении ребра ациклическое 
хроматическое число не убывает, а при добавлении петель и кратных 
ребер оно не изменяется. (Другими словами, если графы псевдографов 
G и Н совпадают, то a(G) — a(H).) Доказательство теоремы 2 состоит 
в установлении ряда структурных свойств псевдографа Р , которые, как 
будет показано, в совокупности противоречивы. 

В основном мы работаем с картой М. Степень вершины v в М, т. е. 
число инцидентных v ребер (петли учитываются дважды), обозначается 
через d(v). Ранг грани / , т. е. число инцидентных / ребер с учетом 
кратности их вхождения в границу грани, обозначается через s(f). 

Обозначим через D(v) степень вершины v в псевдографе Р. Оче­
видно, что D(v) = 2q(v) + t(v), где q(v) и t(v) суть числа 4- и 3-граней, 
инцидентных вершине v в М. Ясно также, что d(v) - q(v) + t(v). Число 
D(y) назовем цикловой степенью вершины v в М. Вершина v будет 
называться младшей, если D(v) ^ 7. 

Л е м м а 1. В М нет разделяющих циклов длины не более 4. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В противном случае разобьем карту М вдоль 

такого цикла S на две меньших карты, превратим их в 1-плоские 
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псевдографы Р ' и Р" , добавив все диагонали, и совместим их ацикли­
ческие 20-раскраски. (Это можно сделать, поскольку все вершины из S 
раскрашены попарно различно в каждом из псевдографов Р ' , Р".) По­
лучим ациклическую 20-раскраску для Р . Лемма доказана. 

Следствие 6. Если, v € V(P), то D(v) ^ 5 и d(v) ^ 3. 
Формулу Эйлера |V(M)| - |.Е(М)| + \F(M)\ = 2 можно переписать 

в виде 
£ №)-4)+ £ (,(/)-4) = -8, (1) 

vev(M) /6F(M) 

где F(M) — множество граней в М. 
Начальный заряд каждой вершины г? из М полагаем равным ch(v) = 

d(v) — 4, а каждой грани / и з М — равным c/i(/) = s(f) — 4. Зададим 
процедуру перераспределения зарядов, приводящую к окончательным 
зарядам ch*, следующими правилами: 

R0 . Каждая вершина передает каждому инцидентному треугольнику 
заряд | . 

R 1 . Каждая вершина v с D(v) = D ^ 8 посылает через каждую 
инцидентную 4-грань заряд 1 -8/Z?, а по каждому инцидентному 
ребру, входящему в 3-грань, заряд ~ + ~(1 — 8/D). В частнос­
ти, всякая 8-вершина, содержащаяся в 3-грани, посылает вдоль 
каждого инцидентного ей ребра треугольника заряд, равный ~. 

R2. Если вершина v с D(v) = D > 8 получила заряд через инци­
дентную 4-грань / , то v возвращает этот заряд в / и о н делится 
поровну между младшими вершинами в / (если такие сущест­
вуют). 
Если вершина v с D(v) — D ^ 8 получает заряд вдоль ребра 
3-грани, то v посылает этот заряд вдоль другого инцидентного 
ей ребра этой 3-грани. 

R 3 . Если после выполнения правил R0 — R2 вершина v с 6 <J D(v) — 
D ^ 7 осталась с положительным зарядом, то этот заряд разда­
ется поровну 5-вершинам, входящим в общие с v 3-грани (если 
такие вершины существуют). 

Поскольку описанная процедура сохраняет суммарный заряд, имеем 

£ eh*(v)+ £ (*•(/)= Е cfc(*)+ Е ch(f) = S-
vev(M) jeF(M) V<EV(M) /GF(M) 

Заметим, что ch*(q) ^ ch(q) = 0 для любой 4-грани д, и по правилу R0 
ch*(t) = О для любой 3-грани t. 

Мы получим противоречие, если докажем, что ch*(v) ^ 0 для каждой 
вершины v. Доказательство разбивается на несколько лемм. 
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Лемма 2. Если D(v) ^ 8, то ch*(v) ^ 0. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточно показать, что v остается с неотри­

цательным зарядом после выполнения требуемых от нее передач заряда 
по правилам R0 и R1 даже без учета того, что она получает по правилу 
R1, поскольку по правилу R2 она передает лишь полученное по правилу 
Rl , a R3 ее не касается. 

Пусть v лежит в t 3-гранях и q 4-гранях. Тогда D = t + 2g и ch(v) = 
t -f q — 4. По правилу R0 вершина v отдает 3-граням суммарный заряд 
t /З . По R1 вершина v посылает заряд q(l - 8/D) через 4-грани и заряд, 
не больший | | + ~(1 - 8/Л), вдоль ребер 3-граней. Даже если v ничего 
не получает от других вершин, то она остается с зарядом не менее 

t / S\ t t/ 8\ ft \ 8 A D 
D 

- 4 = 0. 

Лемма доказана. 
Лемма 3. Пусть Ь-вершина v смежна с вершинами t i ^ , . . . ,w5 

(в этом циклическом порядке), где Wx,w2 и v образуют 3-грань, a wAv 
есть ребро {рис. 1, а). Тогда D(w3) ^ 19 и D(wb) ^ 19. Более того, если 
D(w3) = 19, то D{wl) ^ 20, а если D(wb) = 19, то D(w2) *£ 20. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Сначала рассмотрим вершину ги3. Удалим вер­
шину v и добавим ребро w2wA. По минимальности карты М существует 
ациклическая 20-раскраска ф получившегося мультиграфа. (Здесь 
и в последующих леммах подразумеваем, что каждая 4-грань содержит 
обе диагонали.) Пусть <£({гу4, ̂ ;5,гоь w2}) — {1,2,3,4} (в этом порядке), 
как изображено на рис. 1, б. Если ф(п13) £ {2,3}, то можно окрасить 
вершину v. Противоречие. 

W\ W2 W\ W2 

™5 w3 tt>5 w3 

Puc. 1. Конфигурации для леммы 3 
СЛУЧАЙ 1. ф(ь)3) = 3. Для любого цвета а Е { 5 , . . . ,20} препят­

ствием для окраски v цветом а может быть лишь (3,а)-цепь между w3 
и Wi. В этом случае имеем D(w3) ^ 19 и D(wi) ^ 20. 
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СЛУЧАЙ 2. ф(и)3) — 2. Для любого цвета a € { 5 , . . . ,20} препят­
ствием для окраски v цветом а может быть лишь (2, а)-цепь между вер­
шинами w3 и ^5- Но если D(w3) = 19, то мы перекрашиваем w3 в цвет 3 
и получаем случай 1. 

Аналогично рассматривается вершина w$. Лемма доказана. 

Л е м м а 4. Пусть 6-вершина v смежна, с вершинами Wi , . . . ,w 6 
(в этом циклическом порядке), где WiW2v и w4w5v являются 3-гранями 
(рис. 2, а). Тогда ch*(v) ^ 0. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПО замечанию 1 пары vw3 и vw6 не являются 
ребрами. Поэтому ch(v) = 4 — 4 = 0. Согласно правилу Е,0 вершина v 
дает каждой инцидентной ей 3-грани заряд 1/3. Поэтому достаточно 
доказать, что v получает либо заряд, не меньший 1/6, от Wi, либо заряд, 
не меньший 1/3, от w6, а затем дважды воспользоваться симметрией 
рассматриваемой конфигурации. 

Удалим вершину v и добавим ребро w2wb. Из-за минимальности 
карты М существует ациклическая 20-раскраска ф полученного муль-
тиграфа. Пусть ф({г^5,гу4, к;3, w2}) = {1,2,3,4} (в этом порядке), как 
изображено на рис. 2, б. Если {<l>(wi),<j)(w6)} П {2,3} = 0, то v можно 
покрасить. Противоречие. 

Wi W2 W\ W2 

w6 # v # • w3 w6 m / з щ w3 

a б 
Puc. 2. Конфигурации для леммы 4 

СЛУЧАЙ 1. <f>(wi) = 5. Тогда каждый цвет a 6 {6 , . . . ,20} должен 
быть использован при раскраске смежных с we вершин. Таким обра­
зом, D(WQ) ^ 18 и ПО правилу R1 вершина v получает от w6 заряд, не 
меньший (1 - 8/18) = 10/18 > 1/3. 

СЛУЧАЙ 2. <f>(wi) е {2,3}, <f>(w6) — 5. В этом случае каждый цвет 
а € {6 , . . . ,20} должен быть использован при раскраске смежных с W\ 
вершин. Таким образом, D(wi) ^ 19 и по правилу R1 вершина v полу­
чает от Wi заряд, не меньший 1/12 + 1/4(1 — 8/19) = 13/57 > 1/6. 
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СЛУЧАЙ 3. </>(wi) € {2,3} и <f>(w6) e {2,3}. Теперь каждый цвет a e 
{ 5 , . . . ,20} должен быть использован при раскраске вершин, смежных 
либо с ги1? либо с w6. Значит, (D(wi) — 4) + (D(w6) — 3) ^ 16, так что 
либо D(wi) ^ 12, либо D(w6) ^ 12. Следовательно, вершина v получает 
по правилу R1 либо не менее 1/6 от гуь либо не менее 1/3 от w6. 

Тем самым ввиду горизонтальной симметрии v получает от г^, w5 
и w6 суммарный заряд не менее 1/3, а ввиду вертикальной симметрии 
от всех своих соседей — не менее 2/3. 

Лемма 5. Пусть 6-вершина v смежна с вершинами г ^ , . . . , - ^ 
(в этом циклическом порядке), где WiV,w3v и w$v — ребра из М 
(рис. 3, а). Тогда ch*(v) ^ 0. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, Имеем ch(v) = 3 — 4 = —1, и v не инцидентна 
3-граням. Поэтому нужно доказать, что v получает от своих соседей 
заряд, не меньший 1. 

Можно считать, что D(w2) ^ D{^A) ^ D(w6). Удалим v и доба­
вим ребра WiVJ3 и w3w5. Ввиду минимальности карты М существует 
20-раскраска ф полученного мультиграфа. Пусть ф({/и)1,/ш3^ w^^We}) — 
{1,2,3,4} (в этом порядке), как изображено на рис. 3, б. 

W\ W2 W\ W2 

w6 w3 we 

U>5 W4 

W3 

a б 
Puc. 3. Конфигурации для леммы 5 

СЛУЧАЙ 1. Для какого-нибудь i Е {2,4} цвет вершины w{ отли­
чен от цветов 1,2,3 и 4 (скажем, ф(/Ш() = 5). Тогда каждый цвет 
a 6 {6 , . . . ,20} должен быть использован при раскраске вершин, смеж­
ных с w6-i' Таким образом, D(w6) ^ D(v)i) ^ 18 и v получает заряд, не 
меньший 2(1 - 8/18) > 1. 

СЛУЧАЙ 2. Цвета вершин w2, w4 принадлежат множеству {1,2,3,4}. 
Теперь каждый цвет a 6 { 5 , . . . , 20} должен быть использован при рас­
краске вершин, смежных либо с ги2, либо с w4. Если D(w4) ^ 16, то 
также D(w6) ^ 16 и, следовательно, v получает заряд, не меньший 
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2(1 — 8/16) = 1. Если же D(w4) < 16, то, поскольку нельзя перекра­
сить ни w2, ни w4 в цвет из a £ { 5 , . . . ,20} и прийти к случаю 1 (хотя 
D(w4) ^ 15), среди вершин, смежных с любой из них, имеются одинаково 
окрашенные. Следовательно, (D(w2) — 4) -f (D(w4) — 4) ^ 16. Поэтому 
D(w2) + D(wA) ^ 24, а поскольку D(w4) ^ 15, вершина v получает от 
вершин w2, w4 и we заряд, не меньший 

2(4 - ^ J + (1 - -^т—т) ^ mill (2(1 - л
 8 ) + (l--)\ = 1. 

V D(WA)J V £ > ( W K 9^X^12 I V 2 4 - Ж / V xJ) 
Лемма доказана. 

Л е м м а 6. Пусть 7-вершина v смежна с вершинами w1,..,,w7 
(в этом циклическом порядке), где wx,w2 и о образуют 3-грань, a w4v 
и w6v суть ребра в М (рис. 4, а). Тогда по правилу R1 вершины w3, wb 
и w7 дают вершине v суммарный заряд, не меньший 1/3. В частности, 
ch*(v) ^ 0. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Имеем ch(v) — 4 - 4 - 0, и по правилу R0 вер­
шина v дает инцидентной 3-грани заряд 1/3. Поэтому нужно доказать, 
что v получает от смежных с ней вершин заряд, не меньший 1/3. 

Сначала заметим, что если i 6 {3,5,7} и D(wi) ^ 12, то по правилу 
R1 вершина Wi дает вершине v заряд, не меньший 1 - 8/12 = 1/3, что 
и требовалось. Теперь предположим, что D(wi) < 12, i — 3,5,7. Уда­
лим v и добавим ребра w2w4, w4w6 и WQWI. Пусть 4>({w1,w2, w4, w6}) — 
{1,2,3,4} (в этом порядке), как изображено на рис. 4, б. Если цвета всех 
вершин w1,... ,w7 различны, то v можно покрасить. Предположим, что 
это не так, т. е. при раскраске множества {гоь . . . , w7} использовано не 
более 6 цветов. 

W\ W2 wi w2 

w3 

w4 

w3 

w4 

Puc. 4- Конфигурации для леммы 6 

СЛУЧАЙ 1. Найдутся u,z G {^3,^5,^7}, которые покрывают все 
двухцветные циклы, проходящие через v (при подходящем выборе цвета 
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для v). Тогда (D(u) - 3) + (D(z) 
суммарный заряд, не меньший 

3) ^ 14, т. е. и и z дают вершине v 

min I 1 + 1 20 - x J 9 11 
38 
99 

1 
> 3 " 

СЛУЧАЙ 2. Никакие две вершины u,z £ {1*73,̂ 5,1^7} не покры­
вает всех возможных двухцветных циклов, проходящих через v. Если 
в {tv3,w5,w7} есть вершина цвета больше 4, то две другие вершины 
дают случай 1. Итак, при раскраске вершин г у ь . . . ,w7 использованы 
только цвета 1,2,3 и 4, Кроме того, если при какой-то из вершин 
{ws^w^^wr} цвета были попарно различны, то ее можно было бы пе­
рекрасить в цвет, больший 4, без образования двухцветных циклов. По­
этому (D(w3) - 4) + (D(wb) - 4) + (D(w7) - 4) ^ 16. Значит, вершины 
ги3, w*> и w7 дают вершине v суммарный заряд, не меньший 

(л 
V" 8/ ' V" 9J ' V~ 11/ 99 ' 3 

Лемма доказана. 

Л е м м а 7. Пусть 5-вершина v смежна с вершинами Wi,... , w5 
(в этом циклическом порядке), где u>i7w2 и v образуют 3-граяь, а w4^ 
есть ребро (рис. 5, а). Если wx есть 5-вершяна, то ch*(v) ^ 0. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Имеем ch(v) = 3 - 4 = - 1 , и по правилу R0 
вершина v дает инцидентной ей 3-грани заряд 1/3. Поэтому нужно до­
казать, что v получает от своих соседей заряд, не меньший 4/3. 

w6 

D(w1) = 5 

U>1 w2 К~Л 
w3 w3 

Puc. 5. Конфигурации для леммы 7 

Пусть вершина w6 смежна с вершинами w2, w$ и Wi. По лемме 1 
вершина w6 не совпадает с г 3̂ (иначе цикл w3w4w$ был бы разделяю-
щим) и не смежна с ней (иначе w3w4w^we был бы разделяющим циклом). 
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2 1 
6 1 13 49 
- + - х — = — > 4/3. 
5 2 15 30 ' 

В частности, D(w2) ^ 7. По лемме 3, примененной к вершинам v ж и>г, 
степень каждой из вершин w3, ш4, w$ и w6 не меньше 19. Поэтому если 
D(w2) ^ 8, то по правилам R1 и R2 и вершина v, и вершина Wi получают 
заряды, не меньшие 3(1 — 8/19) = 33/19 > 4/3 (рис. 5, б.) 

Пусть D(w2) = 7, т. е. d(w2) = 4. Тогда по лемме 3 степень каж­
дой вершины w3, wA, УОЪ ж w6 не меньше 20 и w2 получает от w4 и w$ 
суммарный заряд не меньше 2(1 — 8/20) = 6/5. Значит, по правилу R3 
вершина w2 посылает на v и wx заряд не меньше 6/5 — 1/3, так что 
каждая из вершин v и wx получает суммарный заряд не менее 

_8_\ 1/6 _ 1 
' 20/ + 2V5 ~ 3 

Лемма доказана. 
Л е м м а 8. Пусть Ъ-вершина v смежна с вершинами Wi 

(в этом циклическом порядке), где Wi,w2 и v образуют 3-грань, a w±v 
есть ребро (рис. 6, а). Если w^ является 6-вершиной, то ch*(v) ^ 0. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Как и раньше, нужно доказать, что v получает 
суммарный заряд, не меньший 4/3. 

Предположим противное. Пусть w\ смежна с W2,V,W^W^,WQ,W7 

(в этом порядке), где wb,w6 и W\ образуют 3-грань (рис. 6, б). Если 
D(w2) = 5, мы имеем конфигурацию из леммы 7. Поэтому пусть 
D(w2) > 5. По лемме 3 имеем D(wb) ^ 19 и D(w3) ^ 20. 

D{w1) = 6 

Wb 

Puc. 6. Конфигурации для леммы 8 
СЛУЧАЙ 1. w6 есть 5-вершина. Тогда из леммы 3, примененной 

к w6, следует, что D(w2) ^ 19, и по правилу R1 вершина v получает от 
w2, w3 и w$ заряд, не меньший 

1 1 / 8 \ / 8 \ / 8 \ 1 1 11 3 11 4 
12 + 4 ( 1 -19) + (1-й) + ( 1 -19) = 12 + 4 Х М 

СЛУЧАЙ 2. w6 не является 5-вершиной. По лемме 3 вершина v 
получает от w3 заряд, не меньший 1 — 8/20, а от w2 и гу5 суммар­
ный заряд, не меньший 1 — 8/20. Таким образом, если по правилу R3 
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вершина v получает от wi заряд, не меньший 2/15, то все в порядке. 
Удалим вершины v и тг и добавим ребро w2w5. Ввиду минимально­
сти М существует ациклическая 20-раскраска ф полученного мульти­
графа. Пусть ф{{уо-2,/1Юъ,11)4,'и)ь}) — {1,2,3,4} (в этом порядке), как изо­
бражено на рис. 6, е. Если ни одна из вершин w6 и w7 не окрашена цве­
том 3, то легко дополнить раскраску мультиграфа М, положив ф{у) — 3 
и 5 < ф{яю1) £ {ф(т6),ф(ь)7)}. 

ПОДСЛУЧАЙ 2.1. ф{яю7) = 3. Если есть цвет а Е { 5 , . . . , 20} - Ф(У>6), 
не использованный при раскраске вершин, смежных с ш4 или с w7j то 
красим w1 цветом о-, а затем красим вершину v цветом не из {1,2,3,4, а } . 
Противоречие. Значит, такого цвета а нет. Следовательно, D(w4) ^ 20, 
D(w7) > 18 и вершина wx получает от этих вершин суммарный заряд, 
не меньший (1 — 8/18) + (1 - 8/20) = 3/5 + 5/9. Поскольку w2l ^5 и w6 не 
являются 5-вершинами, вершина v получает по правилу R3 от Wi заряд, 
не меньший 

•3 5 2 _ 22 2 
5 + 9 ~ 3 ~ 4 5 > 1 5 * 

ПОДСЛУЧАЙ 2.2. ф(и)6) — 3. Аналогично подслучаю 2.1 получаем 
D(w4) ^ 20 и D(w6) ^ 19. Значит, по правилу R3 вершина Wi посылает 
вершине v заряд, не меньший 

_8_ 1_ 1 Л _ _ 8 . \ 2 _ 3 _1_ И _ 2 _2_ 
~ 20 + 12 + 4\ ~ 19/ 3 " 5 + 12 + 76 ~ 3 > 15' 

Лемма доказана. 

Л е м м а 9. Пусть Ъ-вершина v смежна с вершинами u > b . . . , w 5 
(в этом циклическом порядке), где Wi*w2 и v образуют 3-грань, a w4v 
есть ребро. Если ch*{v) < 0, то и юи и w2 суть 7-вершины. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что лемма не верна для 5-верши-
ны v. Тогда по леммам 7 и 8 степени вершин wx и w2 больше шести. 
Если 8 ^ D(w1),D(w2) ^ 19, то по лемме 4 имеем D(w$) ^ 20, D(w$) ^ 
20, и по R1 вершина v получает от w b w2, w3 и w^ суммарный заряд, не 
меньший 

_L _L оЛ _ 1\ _ I 6 _ 41_ 4 
12 + 12 + V ~ 20/ " 6 + 5 ~ 30 > 3 ' 

Если D(wi) ^ 8, D(w2) ^ 8 и D{wl) ^ 20, то v получает заряд, не 
меньший 
1 1 1 / 8 \ / 8 \ / 8 \ 1 5 3 11 1 2 1 4 

Г2 + Г2 + 4{1-20) + {1-Г9) + {1-20) > Ъ + А*Ъ+П> 6 + 3 + 2 = 3 ' 
В обоих случаях это противоречит допущению, что ch*(v) < 0. 

Теперь предположим, что D(wi) = 7 и D(w2) > 7. Тогда w2 посы­
лает заряд 1/12 на v и заряд 1/12 на ^ . Но по лемме 6 вершина u>i 
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получает заряд 1/3 даже без учета этой 1/12. Значит, по правилу R3 
вершина Wi посылает вершине v заряд, не меньший 1/12. Вместе с за­
рядами, которые v получает от w3 и w$, вершина v получит суммарный 
заряд, не меньший 

_1_ J_ Л _ _8 \ / _ _8_\ _ _2_ 3 И _ 7 6 7 4 
12 + 12 + V ~ 19 А " 20/ 12 + 5 + 19 ~ 570 > 3 ' 

Лемма доказана. 

Л е м м а 10. Пусть 5-вершина v смежна с вершинами Wi,...,wb 
(в этом циклическом порядке), где Wi,w2 и v образуют 3-грань, a w4v 
есть ребро (рис. 7, а). Если wx и w2 являются 7-вершинами, то 
ch*(v) ^ 0. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Как и в леммах 7 и 8, мы доказываем, что вер­
шина v получает заряд не менее 4/3. 

Предположим, что лемма не верна для 5-вершины v. Допустим, что 
вершина iv\ смежна с вершинами w2,v, w4, u>5, w^,w7, w& (в этом поряд­
ке), a w2 смежна с вершинами w3,w4,v,Wi,w7,w$,v)9 (в этом порядке), 
как изображено на рис. 7, б. По лемме 3 вершина v получает от w3 и w5 
заряд не менее 6/5. Поэтому ей достаточно получить еще 2/15. 

Удалим вершины v,w2 и Wi и добавим ребра w$w3, w3wb и w5w7. 
Ввиду минимальности карты М существует ациклическая 20-раскрас-
ка ф полученного мультиграфа. Пусть ф({гю8,w3,w5,w7}) — {1,2,3,4} 
(в этом порядке), как изображено на рис. 7, е. Теперь попытаемся 
покрасить вершины W\ и w2 так, чтобы получилась ациклическая 
20-раскраска графа G — v, при которой цвета всех вершин Wi,... ,w5 
различны. Этого будет достаточно для завершения доказательства. 

w7 w7 

W4 W4 W4 

a б в 

Puc. 7. Конфигурации для леммы 10 
СЛУЧАЙ 1. Ф(УОА) - 5. 

ПОДСЛУЧАЙ 1.1. ф(т6),ф(у)9) £ {1,2,3,4}. Если в множестве 
{6 , . . . ,20}\ {ф(/и)6),ф(/ю9)} найдутся два цвета, не использованные при 
раскраске вершин, смежных с w4, то вершины гаг и w2 можно покрасить 
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этими цветами. В противном случае D(w4) ^ 5 + 12 и w4 передает каж­
дой вершине wx и w2 заряд не менее 9/17. Значит, по лемме 6 согласно 
правилу R3 каждая из вершин W\ и w2 передает вершине v заряд, не 
меньший 9/17 - 1/3 = 10/51 > 1/15. 

ПОДСЛУЧАЙ 1.2. ф(у)6) € {1,2},<£(ю9) i {1,2,3,4}. Если D(w4) 2> 12 
и D{w9) ^ 10, то вершины w4 и w9 дают вершине w2 заряд, не меньший 
4/12 + 2/10, и согласно лемме 6 по правилу R3 вершина w2 передает 
вершине v заряд не менее 2/10 > 2/15. Противоречие. Значит, най­
дется такой цвет a £ {6 , . . . , 20} — <^(w9), что при окраске вершины w2 
цветом а не возникает двухцветных циклов. Далее пытаемся окрасить 
Wi каким-нибудь цветом /3 £ {6 , . . . ,20} — а. Если такую раскраску 
нельзя завершить, то </>(w6) = 1и появляется цикл из цветов 1 и /3. Тогда 
D(w6) ^ 14+Зи1^(го8) ^ 14+5. Следовательно, w6 и w$ дают вершине w1 
суммарный заряд не менее (1 — 8/17) + (1 — 8/19) = 9/17 + 11/19. Значит, 
по лемме 6 согласно правилу R3 вершина w1 дает вершине v заряд, не 
j^ieHbiiiiiii у/ 1 i -f i i / iy — z/o = "izo/vw ^ z/ io . 

ПОДСЛУЧАЙ 1.3. <p{we) e {1,2},</>(/ш9) € {3,4}. Годятся те же рас­
суждения, что и в подслучае 1.2. 

СЛУЧАЙ 2. ф('ш4) ~ 1. Самый трудный случай здесь при ф{уз§) — 1 
и ф(п)9) = 4. 

ПОДСЛУЧАЙ 2.1. Найдется цвет a б { 5 , . . . ,20}, при покраске ко­
торым вершины w1 не возникает двухцветных циклов. Если нельзя 
покрасить ш2, то каждый цвет 0 £ {5 , . . . ,20} — а должен быть ис­
пользован при раскраске вершин, смежных либо с w7 и w9, либо с w4 и 
ш8. Если при раскраске вершин, смежных с w7 и ш9, использовано не 
менее 8 цветов из { 5 , . . . ,20} — а, то D(w7) ^ 13, D(w9) ^ 11, и вер­
шины w7 и w9 дают вершине w2 заряд не менее 5/13 + 3/11. В этом 
случае по правилу R3 вершина w2 передает вершине v заряд не менее 
5 /13 + 3 /11 — 1/3 > 2/15, В противном случае не менее 8 цветов из 
{5 , . . . , 20} - а использовано при раскраске вершин, смежных с w4 и w8. 
Тогда D(w4) ^ 13, D(w8) ^ 13 и вершины w4 и w$ дают вершине w1 
заряд не менее 2(1 — 8/13) = 10/13, так что по правилу R3 вершина wx 
дает вершине v заряд не менее 10/13 - 1/3 = 17/39 > 2/15. 

ПОДСЛУЧАЙ 2.2. Для любого цвета a е { 5 , . . . ,20} при покраске 
вершины Wi цветом а возникают двухцветные циклы. Это означает, 
что каждая вершина цвета а смежна не менее чем с двумя из вершин 
w4, ^6 и w8. Тогда (D(w4)-5) + (D(w6)~-3) + (D(w8)-4) ^ 32 и вершины 
го4, w6 и w8 дают вершине wx суммарный заряд не менее 1 - 8/28 > 2/3. 
Таким образом, по правилу R3 вершина v получает от wx заряд, не 
меньший 1/3. Лемма доказана. 
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Из доказанных лемм следует, что ch*(v) ^ 0 для любой вершины 
v £ V(M). Это противоречие с формулой Эйлера завершает доказа­
тельство теоремы 2. 
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