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ОБЗОР МЕТОДОВ НЕИСКАЖАЮЩЕГО 
КОДИРОВАНИЯ ДИСКРЕТНЫХ ИСТОЧНИКОВ*) 

В. Н. Потапов 

Рассмотрены основные задачи и конструкции теории неискажа-
ющего кодирования дискретных источников: побуквенное, адаптив­
ное и универсальное кодирования, принцип кратчайшего описания, 
построение дерева контекстов и преобразование Барроуза — Уилера. 
Описаны наиболее известные методы сжатия данных: блочное, равно­
мерное по выходу и арифметическое кодирования, схема кодирования 
Лемпела — Зива и методы интервального кодирования. Для пере­
численных методов приведены оценки избыточности, времени коди­
рования и декодирования, а также объема памяти, используемой при 
реализации методов. Даны схемы доказательства для некоторых наи­
более важных утверждений. Кроме того, рассмотрены задачи рандо­
мизации сообщений и кодирования с синхронизацией, а также способы 
кодирования текстов на естественных языках и источников с низкой 
энтропией. 

Введение 

Теория кодирования дискретных источников исследует задачу сжа­
тия сообщений без потери информации. Под сообщением подразумева­
ется конечное или бесконечное слово в некотором алфавите, порожденное 
стационарным источником. Источником называется последовательность 
одинаково распределенных случайных величин, множество значений ко­
торых — алфавит источника. Кодированием называется инъективное 
отображение множества слов алфавита источника в множество двоич­
ных слов, а стоимостью кодирования — отношение средней длины кода 
сообщения к длине сообщения. В статье [100], положившей начало совре­
менной теории информации в целом и теории кодирования источников 
в частности, К. Шеннон показал, что нижней гранью стоимости коди­
рования является энтропия источника. Избыточность — разность меж­
ду стоимостью и энтропией — является основным критерием качества 
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вой программы «Интеграция» (проект 1997-473). 
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кодирования. Другими важными характеристиками кодирования явля­
ются объем памяти, который требуется при программной реализации 
метода, и среднее время кодирования и декодирования, измеряемое в опе­
рациях над битами. Основной областью применения алгоритмов коди­
рования являются компьютерные программы сжатия данных (архива­
торы). Методы кодирования могут быть использованы также в крипто­
графии (см. [23, 29, 30, 62, 65]), задачах прогнозирования (см. [20, 80]) 
и поиска информации (см. [11]). 

В обзоре сделана попытка проследить основные направления разви­
тия теории кодирования дискретных источников от задачи оптималь­
ного кодирования известного источника к задаче оптимального универ­
сального кодирования семейства источников и задаче построения мо­
дели источника по сообщению, а также от побуквенного кодирования 
к арифметическому кодированию и схеме кодирования Лемпела — Зива. 
Кроме того, рассмотрены самосинхронизирующиеся и омофонные коды, 
а также способы кодирования двух часто встречающихся на практике 
видов источников: текстов на естественных языках и источников с низ­
кой энтропией. 

Основная часть приведенных в обзоре сведений содержится в моно­
графии Р.Е. Кричевского [11], в обзорных статьях А.Д.Винера с соав­
торами [117], Н. Мерхева и М. Федера [80], А. Баррона с соавторами [40], 
а также в кандидатских диссертациях А. Н. Фионова [30] и М. П. Шаро­
вой [35]. 

1. Источники сообщений 
Пусть А — {ai,...,aj.} — конечный алфавит и х 6 А°°. Будем обо­

значать через х\ подслово последовательности ж, начиная с г-ж и закан­
чивая j -й буквой, а через хп начало последовательности х длины п, т. е. 
х\ — X(Xi+i . . .Xj и хп = ххх2-. -хп. Дискретным источником X на­
зывается дискретный случайный процесс со значениями в А. Источ-
тттгт / т т / м т т т л п т т т/-ч г» *ч тт»"» r\rr^r> гх т%г\-г\*~\ rrT>TT/~vr»T\ rr> Ktr l^rf*( x »* /у»»» 1 Т/гглт>/-»Т\Т ТО г\~ГТ-Г\<аТГС%.. 
xx-tfuv j-ix/vxjtn-*^ J- -Dxvj о а д а с х ^ л D C U U A i l i u ^ 1 л т н _i i l-^v — «̂  / , л и x v/Ьх>лС и х х р ъ д ^ -
лены для всех хп Е Ап и целых п > 0 и удовлетворяют равенствам 
к 

£ P r ( X n + 1 = хпа<) = Рг(Хп = хп) > 0 и £ Рг(Хп = хп) = 1. Тогда 
»=1 хп£Ап 

Рт{Х{ — х\) = J2 Pr(Xj — yj)- Источник X называется стационар-
yj=xj 

ным, если для всех целых t > 0 и х\ Е Aj~l+1 справедливы равенства 
рг(Х{ = х{) = Рг(Х{£ = х{). 

Введем обозначение Р(хп) = Рг(Хп = хп). Для каждого стационарного 
источника X равенство 

Н(Х)= lim -E(-logP{Xn)) (l) 
n—»oo fi 
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определяет неотрицательную величину Н(Х) (см., например, [3, 11]), 
которая называется энтропией источника. 

Основным видом стационарных дискретных источников, изучаемых 
в теории кодирования, являются марковские источники с конечным чис­
лом состояний. Пусть S — множество состояний источника X с алфа­
витом А. Тогда для каждой пары a £ S и щ £ А определена веро­
ятность P(cii | <т) ^ 0 порождения источником буквы щ в состоянии a 

к 
и справедливы равенства ]Г) Р(а{ \ а) = 1. Кроме того, задана функция 

»=i 
р : S X А —• 5, определяющая состояние <т' = /i(cr, аг), в которое пере­
ходит источник после порождения буквы сц в состоянии а. Ясно, что 
последовательность состояний а0ага2... марковского источника пред­
ставляет собой марковскую цепь. В дальнейшем будем полагать, что 
эта цепь является неразложимой и непериодической. Для полного опре­
деления источника X нужно задать начальное состояние <т0 € S. Тогда 

п - 1 ^ 
Рг(Хп = хп) — JT Р(х(л_1 | (г,-), где <7г+1 = /x(<rt-,xt-+1). Таким образом, 
марковский источник X задается алфавитом А, множеством состояний 
5, функцией /i и распределениями вероятностей Р(аг- | а) в каждом со­
стоянии, что будем кратко выражать равенством X = (А, £,/i, Р). 

Обозначим через qor вероятности перехода источника X = (A, S, 
//, Р) из состояния а в состояние г, т. е. qaT = ^ ^(a« I <J)- Тогда 

i:/x(a,ai)=r 
стационарные вероятности ца марковской цепи a0OiO2 . . . можно полу­
чить из системы уравнений g = gQ и ]Г) дст = 1, где Q — матрица 

переходных вероятностей {qar}- Известно (см., например, [3]), что для 
марковского источника X = (А, 5, /i, Р) справедливо равенство 

Я(Х) = ^ ? , Я „ (2) 

где 

Я ^ - ^ Р ( а , ! < т ) 1 о § Р ( а г | < т ) . 
* = 1 

Марковский источник X — (А, 5, /i, P) с единственным состоянием на­
зывается источником без памяти, или источником Бернулли. Для него 
справедлива предложенная К. Шенноном [100] формула 

к 
Я ( Х ) = - £ Р ( а , - ) log P(a<). (3) 

1 = 1 

Стационарный источник называется марковским r-го порядка, если ве­
роятность появления очередной буквы зависит только от г предыдущих 
букв, т. е. множество состояний S источника можно отождествить с Аг. 
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Рис. 1 
Множество состояний марковского источника r-го порядка предста­

вим в виде листьев дерева. Пример такого дерева для двоичного ал­
фавита и г = 3 изображен на рис. 1 (слева). Состояния а и а1 будем 
называть эквивалентными, если P(ai | а) = P(ai | а') для всех аг- 6 А 
и листья, соответствующие состояниям а и <т', являются братьями. Объ­
единяя каждую пару эквивалентных состояний в новое состояние, полу­
чим минимальное дерево состояний S1', не содержащее эквивалентных 
состояний. Пример преобразования приведен на рис. 1. Полученный 
источник-дерево (Л, 5 ' , / / , Р) может оказаться не марковским, как, на­
пример, на рис. 1 (после порождения буквы ах в состоянии а = а2 сле­
дующее состояние неопределено). Однако каждый источник-дерево, оче­
видно, может быть дополнен до марковского обратной процедурой. Этот 
вид источников введен И. Риссаненом [89] и рассмотрен в разд. 10. 

А.Н.Колмогоровым [5, 6] и В.Д.Гоппой [4] показано, что многие 
задачи теории информации могут быть рассмотрены не только в веро­
ятностной, но и в комбинаторной постановке. Соответственно могут 
быть рассмотрены не только вероятностные (как это сделано выше), 
но и комбинаторные источники сообщений. В частности, подробное ис­
следование комбинаторных регулярных (аналог марковских) источников 
содержится в книге А. А. Маркова [14]. Кодирование комбинаторных ис­
точников редких событий рассмотрено в работах Р. Е. Кричевского и ав­
тора [68, 15]. Универсальное кодирование семейства комбинаторных ис­
точников предложено Б. Я. Рябко [17]. 

2. Основные определения 
теории кодирования источников 

оо 

Пусть Е = {0,1}, обозначим через Е* = U Еп множество всех 
п = 1 

двоичных слов. Инъективное отображение f : А —> Е* называется 
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побукеенным дешифруемым кодированием, если произвольный конеч­
ный набор кодовых слов f{ai:L).. .f(ain), записанных слитно, однозначно 
разделяется на кодовые слова. Известно несколько алгоритмов, позво­
ляющих определить, является ли отображение дешифруемым кодирова­
нием (см., например, [12, 48, 93]). 

Множество М- С Е* двоичных слов называется префиксным, если 
никакое слово v £ М не является префиксом (началом) другого слова 
и € М. Инъективное отображение / : А -* Е* называется побукеен­
ным префиксным кодированием, если множество ДА) кодовых слов — 
префиксное. Нетрудно заметить, что каждому префиксному множеству 
соответствует множество листовых вершин некоторого двоичного де­
рева. Непосредственно из этого можно заключить, что для произволь­
ного побуквеиного префиксного кодирования / справедливо неравенство 
Крафта 

к 
V r J « < 1. (А\ 

где 1{ — |/(а»)| — длина двоичного слова /(а,-). Верно и обратное: для 
любого набора целых чисел /г- > 0, удовлетворяющего неравенству (4), 
найдется префиксное кодирование / такое, что U = |/(a t-)|. Префикс­
ный код называют полным, если в формуле (4) имеет место равенство. 
Ясно, что произвольное префиксное кодирование является дешифруе­
мым, а обратное, вообще говоря, неверно. Однако Б.Макмилланом [78] 
доказано неравенство (4) для произвольного побуквеиного дешифруемого 
кодирования. 

Блочное кодирование / : Ап -» Е* можно свести к побуквенному, 
определив новый алфавит В — Ап. Вообще кодированием называется 

оо 
инъективное отображение / : А* —> Е*, где А* = (J Ап — множество 

п = 1 

слов алфавита А. Побуквенное дешифруемое кодирование / : Л > Е* 
является частным случаем кодирования, поскольку допускает доопреде­
ление f(xn) = f{x\).. . /(жп). Кодирование / : А* —> Е* будем называть 
префиксным, если f(An) — префиксное множество для всех целых п > 0. 

Стоимостью C(f,X) кодирования / источника X называется сред­
нее число битов, которое нужно затратить для кодирования одной буквы 
исходного сообщения, т. е. 

C ( / , X ) = l i m s u p - X n ( / , X ) , где ! „ ( / , * ) = E\f(Xn)\. (5) 

В частности, если X — источник без памяти, а / — побуквенное 
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кодирование, то 
к 

C(f,X) = Ьг(/,Х) = 5>(о,-)|/(а.-)|. (6) 
* = 1 

Избыточностью кодирования / слова xn Е Ап на букву исходного 
сообщения называется величина ^ м/(жп) | — log РЛ„ч) • Средней избы­
точностью кодирования (на букву исходного сообщения) называется 
разность между стоимостью кодирования и энтропией источника 
(см. (1)), т. е. 

R(f,X) - C(f,X) - Н(Х) = limsup Rn(f,X), (7) 
n—юо 

где Rn(f, X) = '-Е ( | / (Х") | - log ф^). 
Аргументы функций С, Л, Xn, i?n будем в дальнейшем опускать в тех 

случаях, когда они ясны из контекста. 
Если / — префиксное кодирование, то из неравенства (4) и выпук­

лости вверх функции log г следует неравенство Л п ( / , X) ^ 0. Для про­
извольного кодирования / Леун-Ян-Ченгом и Т. Ковером [72] доказано 
неравенство 

R (f X)> l 0 g n + l 0 g l ° g f c + C 

"" и 
где с > 0 — константа, не зависящая от А: и гг. Таким образом, средняя 
избыточность R произвольного кодирования неотрицательна. 

3. Побуквенное и блочное кодирования 
Сначала рассмотрим побуквенное префиксное кодирование источни­

ков без памяти. Задача построения для произвольного источника без 
памяти оптимального, т. е. имеющего наименьшую стоимость, побук-
венного префиксного кодирования была решена Д. Хаффменом [64]. Он 
предложил следующий индуктивный по размеру алфавита алгоритм по­
строения оптимального кодирования. Сначала упорядочиваем буквы ал­
фавита по убыванию их вероятностей. Затем объединяем две наименее 
вероятные буквы a ^ i и ^ в одну новую букву а', вероятность которой 
определяем как сумму вероятностей букв a^-i и ак. Если код Хаффмена 
для нового алфавита, содержащего на одну букву меньше, известен, то 
полагаем коды неизмененных букв прежними, а коды букв ак_1жа]с опре­
деляем как код буквы а' с добавлением в конце 0 или 1 соответственно. 

Широко известны побуквенные префиксные коды Шеннона — Фано 
и Шеннона [100]. Первый из них строится по индукции. Сначала упо­
рядочиваем буквы алфавита по убыванию их вероятностей. Затем раз­
делим алфавит на две части, имеющие наиболее близкие вероятности, 
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не меняя порядка букв. Запишем 0 в качестве первого символа кода для 
всех букв первой половины алфавита и 1 в качестве первого символа 
кода для всех букв второй половины. Каждую из двух половин алфа­
вита делим опять на две части с возможно близкими вероятностями 
и приписываем к коду первых частей 0, к коду вторых частей 1. Про­
цесс деления продолжаем, пока в каждой части не останется лишь по 
одной букве. 

Алгоритм построения кода Шеннона позволяет получить код произ­
вольной буквы независимо от других с помощью только арифметичес­
ких операций. Пусть буквы упорядочены по убыванию их вероятностей. 
Определим числа 8± = 0 и <5г+1 = ё{ + Р(аг). В качестве кодового слова 
fidi) возьмем первые после запятой [— log Р(а»)] двоичных знаков числа 
ё{. Очевидно, что избыточность кодирования R каждой буквы не превы­
шает 1 и из формул (3) и (6) получается оценка средней избыточности 
кодирования Шеннона источника без памяти 

R = C-H = V p ( a , ) ( r - l o g P ( a , ) l + logP(a , ) ) ^ 1. (8) 
t = l 

Можно заметить, что избыточность кодирования Шеннона не мень­
ше избыточности кодирования Шеннона — Фано, которая, в свою оче­
редь, не меньше избыточности оптимального кодирования Хаффмена 
(в среднем). Достаточно рассмотреть источники с двухбуквенным ал­
фавитом и вероятностями букв 0, 1 и 1/2, 1/2, чтобы убедиться, что 
верхняя и нижняя оценки избыточности 1 и 0 соответственно достига­
ются для всех трех рассмотренных кодов. 

Однако можно получить более точные оценки избыточности кодиро­
вания, если известны вероятности букв. Нетривиальные нижние оценки 
избыточности побуквенного префиксного кодирования были получены 
Р.Е. Кричевским и Г. Л. Ходаком [7, 11]. Различные верхние оценки из­
быточности кодирования ^а^р^мена ч/ыли получены в работах ± . ± алла-
гера [58], Р. Капоселли и А.Ди Санти [46], Д. Манстетина [77]. Послед­
ний, в частности, доказал неравенство 

V е / е 
где / 0 — кодирование Хаффмена, р — максимальная вероятность буквы, 
порожденной источником без памяти X, и е — постоянная Эйлера. 

Объем памяти V(f), требуемый для кодирования и декодирования 
побуквенного префиксного кода, почти линейно зависит от длины алфа­
вита, а время кодирования T(f) на букву исходного сообщения прямо 
пропорционально стоимости кодирования. 
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Побуквенное префиксное кодирование можно использовать для ко­
дирования блоков из п букв исходного алфавита. Пользуясь формулами 
(7) и (8), можно доказать теорему кодирования Шеннона [100] (см. также 
[3, 11]) для не теряющего информацию кодирования: 

1) избыточность кодирования неотрицательна; 
2) для произвольного стационарного источника и е > 0 найдется 

блочное префиксное кодирование, избыточность которого не превы­
шает г. 

Практическое применение блочного кодирования ограничивает 
быстрый рост объема используемой памяти при увеличении длины бло­
ка. Для кодирования /п блоками длины п объем памяти V(Jn) = 0(кп) 
растет экспоненциально, в то время как избыточность убывает не бы­
стрее чем линейно Rn{Jn,X) ^ ^ при и —> оо, где с > 0 — некоторая 
константа (см. [7]). 

Марковский источник с множеством состояний 5, как и источник 
Бернулли, можно кодировать побуквенным кодом. Для этого нужно раз­
делить сообщение на | 5 | подпоследовательностей, состоящих из букв, 
порожденных в каком-то одном состоянии, и затем кодировать каждую 
подпоследовательность собственным префиксным кодом, учитывающим 
вероятности букв. В этом случае средняя избыточность кодирования 
с использованием любого из трех описанных кодов не превышает 1 (это 
следует из формул (2) и (8)), а объем требуемой памяти линейно зависит 
от k\S\. 

Обычно задача построения префиксного побуквенного кода ставится 
для источника с конечным алфавитом, но проблема кодирования сооб­
щений источника со счетным алфавитом также возникает весьма часто. 
Обычная двоичная запись натуральных чисел не является префиксным 
кодом. Простейшим способом ее преобразования в префиксный код явля­
ется добавление перед двоичной записью числа блока из нулей, равного 
по длине двоичной записи. Естественно, этот двоичный код увеличи­
вает длину двоичной записи вдвое. Эффективный полный префиксный 
код натурального ряда предложил В. И. Левенштейн [13]. Длина кодо­
вого слова Левенштейна числа п удовлетворяет асимптотическому ра­
венству 

1{п) = log n + loglogn(l + о(1)) (9) 
при п —> оо. Впоследствии подобные коды были предложены П.Элай-
есом [54], К. Стоутом [103], а также С. Эвеном и М. Роде [56]. Из работы 
Р. Альсведе с соавторами [38] следует, что для длины произвольного пре­
фиксного кода натурального ряда выполнено (при п -» оо) неравенство 

1{п) ^ logn + log log n - с, (10) 
где с > 0 — константа, не зависящая от кода. 
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4. Омофонное кодирование 
и кодирование с синхронизацией 

Для решения некоторых специальных задач на метод кодирования 
помимо минимизации избыточности и сложности вычислений налагают 
дополнительные требования. В частности, с целью защиты информации 
от незаконного доступа рассматривается задача рандомизации сообще­
ний: необходимо закодировать сообщение так, чтобы символы кодовой 
последовательности 0 и 1 были независимы и равновероятны. 

В первом приближении эта задача решается с помощью произволь­
ного кодирования с низкой избыточностью, поскольку вероятности сим­
волов 0 и 1 в кодовой последовательности неизбежно стремятся к 1/2 при 
стремлении к нулю избыточности кодирования. 

Однако существуют специальные методы решения задачи рандоми­
зации сообщений. К. Гюнтер [62] предложил использовать для этой цели 
/-»"* /r/-\/4~k/~lTTTT/-V/Ti T/-/~kTTTir-r4i^T> О TTTiT/"» М /ЛТЧТТГТТТГГ» Л Т Г\£\1 1ТТТЦ-\ТУГ\ ТТТЛТГ Г\Ъ 1ГГ\А\Г\ТТ-1ТГ\-Ь К Т/-Г\ТПТ 

vjjnxvjv\f\JJXS.i.\-'y-.< xxyjMX,n L/VJX>C*XIJ'J.X;. . х.» У Х «JXJTJL -xjriC' *_•» х и м х н i n u i vy iik/irx yj±vxKJ\Ltyjxxx-xyjxvx x\.yjjx,xx-
ровании одному сообщению могут соответствовать различные кодовые 
слова. В этом случае дешифруемость уже не является необходимым 
условием правильного декодирования омофонного кода, если в различ­
ных разбиениях сообщения на кодовые слова на одинаковых местах на­
ходятся омофоны — коды одной и той же буквы. Свойства такого ко­
дирования рассмотрены, например, А.Вебером и Т.Хедом [108]. Для 
решения задачи рандомизации сообщений можно ограничиться префикс­
ным омофонным кодированием. Например, для рандомизации источника 
Бернулли с вероятностями букв Р(ах) — 3/4, Р(а2) = 1/4 можно исполь­
зовать омофонное кодирование / : Рг(/(а{) — 0) = 2/3, Pr(f(aL) = 10) = 
1/3, Pr(f(a2) — И) = 1. Кодовые слова 0 и 01 — омофоны. 

Для выбора омофона требуется решить задачу генерации случайной 
величины с заданным распределением. Поэтому важной характеристи­
кой омофонного кодирования является число случайных бит. использу­
емых при кодировании одного символа. В работе Дж. Мэсси с соавто­
рами [65] было предложено и исследовано оптимальное (т. е. имеющее 
минимальную избыточность) омофонное префиксное побуквенное коди­
рование. Установлены следующие оценки его эффективности: R < 2, 
г] < 4, где г) — число случайных бит на символ сообщения. Задача по­
строения омофонного кодирования источника без памяти с произвольно 
малыми избыточностью и числом случайных бит решена Б.Я.Рябко 
и А.Н.Фионовым [23, 29, 30] на основе арифметического кодирования 
(см. разд. 6). 

Разработка методов помехоустойчивого кодирования является одной 
из центральных задач теории информации. Она обычно решается за 
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счет введения дополнительной избыточности с помощью кодов, исправ­
ляющих ошибки. Однако задачи локализации ошибок можно решать 
и без введения проверочных символов, например с помощью кодирования 
с синхронизацией. 

Слово v £ Е* называется синхронизатором кода / (А) , если для суф­
фикса и произвольного кодового слова конкатенация uv является кодо­
вой последовательностью, т. е. uv E /(А*). Если v — синхронизатор 
кода f(A)y то после любой ошибки декодирование будет выполняться 
неправильно не дольше, чем встретится синхронизатор. Например, для 
кода /(А) = {1,01,00} синхронизатором является слово 1. Если в сооб­
щении 00,1,01,1,01 произошла ошибка в первом разряде, то сообщение 
1,01,01,1,01 будет декодироваться правильно начиная с синхронизатора, 
т. е. после третьей буквы. Необходимыми условиями существования 
синхронизатора префиксного кода являются, во-первых, выполнение ра­
венства Крафта (4) для набора длин кодовых слов /,, . . . , /*, а во-вторых, 
равенство НОД(/], . . . , /*) = 1. 

М. Шютценберже [98] (см. также [12, 14]) показал, что эти два усло­
вия являются достаточными для существования префиксного кода с син­
хронизатором, у которого длины кодовых слов равны / i , . . . , lk. Т. Фер-
гюсон и Дж. Рабинович [57] предложили рассматривать коды, содержа­
щие синхронизатор, как кодовое слово. Такие коды называют само­
синхронизирующимися. В [57] предложены достаточные условия суще­
ствования у источника Бернулли самосинхронизирующегося кода Хаф-
фмена. Б.Монтгомери и Дж. Абрахаме [82], а также Р. Капоселли с со­
авторами [47] предложили алгоритмы построения близких к оптималь­
ным самосинхронизирующихся кодов. Синхронизатор кода позволяет 
локализовать ошибку, но не всегда дает возможность определить коли­
чество неправильно декодированных букв, т. е. после декодирования 
последовательность букв может оказаться сдвинутой. Последнего недо­
статка лишены сильно самосинхронизирующиеся коды, предложенные 
В.-М.Ламом и С.Кулкарни [70]. 

Не менее важным является исследование средней задержки синхро­
низации. Говорят, что синхронизация имеет задержку г, если после того 
как в позиции t произошла ошибка, только начиная с позиции r + t после­
довательность декодируется правильно. М.Титченер [104] предложил 
метод построения кодов с небольшой средней задержкой синхронизации. 

5. Равномерное по выходу кодирование 

Равномерное по выходу кодирование также позволяет локализовать 
ошибки без введения дополнительной избыточности. Ошибка в одном ко­
довом слове не может повлиять на декодирование других кодовых 
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слов, если все кодовые слова имеют одинаковую длину. Ясно, что по-
буквенное или блочное равномерное по выходу кодирование не может 
сжимать данные. Основная идея равномерного по выходу кодирова­
ния состоит в том, что разные по длине, но близкие по вероятности 
слова алфавита источника кодируются всеми возможными блоками из 
нулей и единиц одинаковой длины. Чтобы любую последовательность 
букв входного алфавита можно было закодировать, слова в fc-буквенном 
алфавите А, с которыми сопоставляются кодовые слова, должны со­
ответствовать листьям некоторого полного fc-ичного дерева. Напри­
мер, дерево на рис, 1 (справа) порождает равномерный по выходу код: 
/ (a ia i ) = 00, f(a1a2al) = 01, f(a1a2a2) - 10, f(a2) = 11. 

Оптимальным равномерным по выходу кодированием называется 
кодирование, имеющее минимальную среднюю избыточность среди ко­
дов с определенной длиной кодовых слов. Способ построения оптималь­
ного равномерного кодирования для источников Бернулли был незави­
симо предложен Г.Л.Ходаком [32] и Б. П. Танстэлом [106]. Дерево, со­
ответствующее оптимальному равномерному по выходу кодированию 
с длиной т кодовых слов, можно построить по индукции, начиная с де­
рева, состоящего только из корня. Пусть имеется некоторое дерево 
А С А*. Выберем лист х £ Д с наибольшей вероятностью и доба­
вим к дереву всех сыновей. Эту процедуру будем повторять, пока число 
листьев дерева не превышает 2 т . Листья х £ А* получившегося дерева 
будем кодировать различными двоичными словами длины т . 

Ч. Чокенс и Ф. Виллемс [105] показали, что существует равномерное 
по выходу кодирование произвольного марковского источника со сколь 
угодно малой избыточностью. С. Савари и Р. Галлагер [97] показали, что 
кодирование Танстэла — Ходака является асимптотически (при ж —> 
оо) близким к оптимальному для марковских источников, причем его 
средняя избыточность убывает как с/т, где константа с > 0 зависит 
только от источника и точно определена в работе [97]. 

6. Арифметическое кодирование 
История разработки и исследования одного из наиболее популяр­

ных и эффективных методов сжатия данных — арифметического ко­
дирования — восходит к классическому коду Шеннона. Э.Н.Гильберт 
и Э. Ф. Мур [60] предложили блочный код, подобный коду Шеннона, но не 
требующий предварительного упорядочивания блоков из п букв по веро­
ятностям. А именно, пусть X — стационарный источник в алфавите А. 
Все наборы из п букв алфавита А упорядочим лексикографически, т. е. 
а г 1 , а ь , . . . , а г п ^ a i ]L,a i2,.. . ,a j n , если im = j m при т < I и г, < j h 
Для каждого слова х € Ап определим величину Q(x) = ^ Р(У)-

у<х,у£Ап 



60 В. Н. Потапов 

В качестве кода f(xn) рассмотрим |~-logP(a;n)] + 1 двоичных знаков 
после запятой числа Q(xn) + Р(хп)/2. Полученное кодирование является 
префиксным, и из формулы (7) следует, что Rn ^ 2/п. 

Процесс кодирования можно представить как разделение отрезка 
[0,1] на непересекающиеся полуинтервалы [Q(xn), Q(xn) + Р(хп)). Кодо­
вое слово f(xn) оказывается числителем двоично рационального числа со 
знаменателем 2Г"1о^р(2;Л)1+1, попавшего в полуинтервал [Q{xn), Q(xn) + 
Р(хп)). П.Элайесом (см. [36, 112]) была предложена процедура после­
довательного вычисления границ полуинтервала [Q(xn),Q(xn) + Р(хп)) 
по мере поступления букв блока хп. Она естественно вытекает из того, 
что соответствующий слову х 6 А* полуинтервал по определению раз­
деляется на полуинтервалы, соответствующие словам xauxa2j • . . , жа*. 
Однако в таком виде арифметическое кодирование невозможно использо­
вать на практике при больших п, поскольку требуемая точность вычис­
лений быстро возрастает при увеличении длины блока, й . Риссанен [86, 
92] предложил алгоритм округленного вычисления границ полуинтер­
вала, использующий арифметические операции с числами ограниченной 
длины. Этот алгоритм позволяет кодировать слова хп £ Ап с любой 
наперед заданной избыточностью при п —» ос. Кроме того, в методе 
Й.Риссанена кодовое слово f(xn) можно вычислять и передавать по­
разрядно по мере поступления букв слова хп. Это усовершенствование 
оказалось решающим на пути практического использования арифмети­
ческого кодирования. 

Существует несколько версий арифметического кодирования Й. Рис-
санена, наиболее известная из них разработана И.Уиттеном с соавто­
рами [114]. Оценки эффективности этого алгоритма для источников без 
памяти содержатся в работе Б. Я. Рябко и А. Н. Фионова [24]: 

Rn < * ( 7 " y k g e ) + \ V = 0(t), Г = O(tlog<loglbg*), 

где к — объем алфавита, т — количество битов в представлении вероят­
ностей букв и t > т + 2 — точность арифметических операций в битах. 

Отличные от метода И. Риссанена варианты арифметического коди­
рования предложены Ю. М. Штарьковым [36] и Б. Я. Рябко [21, 94]. 

7. Универсальное кодирование 

Чтобы декодировать сообщение, нужно знать не только кодовую по­
следовательность, но и функцию, с помощью которой сообщение закоди­
ровано, или метод кодирования должен быть универсальным, т. е. при­
годным для эффективного кодирования всех источников из некоторого 
множества. 
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Рассмотрим некоторое параметрическое семейство М источников, 
где источник с параметром 0 £ в определяется свом распределением 
Ре(х) вероятностей порождения сообщений х £ А*. Гладкое (в смыс­
ле зависимости Рв от в) параметрическое семейство источников будем 
называть моделью. Целое число d > О называется размерностью мо­
дели, если область 0 С Rd изменения параметра имеет ненулевой объем. 
Примером модели может служить множество М* источников без памяти 
в /^-буквенном алфавите А. В этом случае областью изменения парамет­
ра является (к — 1)-мерный симплекс со стороной 1 (параметр — набор 
вероятностей букв) и 

Pe(an) = ^ . . . C - i ( l - 0 i **-i)rfc, 

где Ti — число вхождений буквы а,- в слово хп. 
Если распределение Р$(х) источника известно, то задачу минимиза­

ции избыточности решает кодирование с длинами \f(xn)\ кодовых слов 
ттатт^пттоА Кгпхъъгиъ/пл v — I n c r Т>„( nrn\ С* nrwrrnvt г т т т г т - т л ттттст тт-пгшг1т*гъттт.-
JLA. ЧЛДЖ K*t \~г V Л. V.> Ч_> *^г*>ЖЛЛ*~гЛ~Ъ.ЖЛ.М*Л.Л±. Л.Ш. 1 V / I » Л Н \ 1+S 9 * •»*—' fi-JkifS J Л- V X J . V.' -Ж_ '*->' l - * V^» JL.&. JLS-Ж. • F*_JS(*'J.4TJL J . X | ^ V-^JfcJ-^^-t-^XwA»'Л. JL-Г 

ного префиксного кодирования / вследствие неравенства Крафта (4) най­
дется распределение Q(xn) такое, что \f(xn)\ ^ — logQ(xn) для всех 
жп G Лп . Из этого следует, что задачу кодирования неизвестного источ­
ника удобно разделить на две части: во-первых, выбор распределения 
Q(xn) и, во-вторых, построение кодирования с длинами кодовых слов 
близкими к —logQ(xn). Вторая задача была рассмотрена в предыду­
щих разделах. Соответственно разделим избыточность кодирования на 
две части: избыточность модели 

Dn(Pe\\Q) = EPtlog^^, (11) 

зависящую от выбора целевого распределения Q, и избыточность метода 
кодирования 

„ ( f П\ — 7?_ (\t( Y n M -L Л™ Г\( Vn\ 

Тогда из (7) имеем 

Rn = ^Dn(Pe\\Q) + rn(f,Q)y 

Из выпуклости вверх функции logt следует, что избыточность модели 
неотрицательна, т. е. 

Dn(P*\\Q)2 0. (12) 
Теорема Шеннона утверждает, что избыточность метода кодирования 
г „ ^ н а букву исходного сообщения можно сделать сколь угодно малой. 
В частности, это достигается с помощью арифметического кодирования. 
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Задача универсального кодирования, впервые поставленная 
Б. М. Фитингофом [31], состоит в нахождении распределения Q°(xn), ми­
нимизирующего максимальную по всем в Е G избыточность модели 

mfSuvDn(P$\\Q) = SupDn(Pe\\Q0). (13) 

Рассмотрим произвольную вероятностную меру и)(в) на множестве 0 . 
Поскольку UJ(6) ^ 0 и / 0 du>(6) ~ 1, справедливо равенство 

sup Dn(P9\\Q) = snp / Dn(P$\\Q)du>(0). (14) 
&fe0 Ш J 

0 

Известно (см. [11]), что 

inf sup [ Dn(Pe\\Q)du>(0) = sup inf [ Dn(Pt\\Q)do>(e), (15) 
4 w J ш Q J 

0 0 

причем sup inf и inf sup достигаются одновременно на некоторых распре­
делении Q° и мере ш0. Из (14) следует, что распределение Q0, решающее 
задачу (15), минимизирует избыточность модели в смысле задачи (13). 

Н. Мерхев и М.Федер [79] показали, что распределение Q°(xn) со­
держится в параметрическом семействе М, если область © изменения 
параметра — выпуклая. 

Пусть OJ{9) — произвольная вероятностная мера и распределение 
Qw(xn) определено равенством 

Q"(xn)= J P$(xn)du>(0). 

Из определения (11) величины Dn(PB\\Q) следуют равенства 

П-(РЛ\Ю}= Г)J РА\Ош\ 4- F,n W ^ " ^ ' 

/ 

Тогда 

J Bn(P9\\Q)du;(e) = J Dn(Pe\\Q»)du;(e) + Dn(Q»\\Q). (16) 

Величину Dn(Pe\\Q") можно рассматривать как среднюю (относительно 
меры и) избыточность модели. Асимптотическое поведение Вп{Ре\^ы) 
при п —> оо было исследовано Б. Кларком и А. Барроном [49]. Поскольку 
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интеграл / 0 Dn(P$\\Qu)du(0) не зависит от распределения Q, а величина 
Dn(Q"\\Q) неотрицательна (12) и равна 0 при Q - Q", то из (16) полу­
чаем 

inf J Dn(P$\\Q)du(e) = j Dn(Pe\\Q")Me) = I(®,An), (17) 
0 0 

где последнее равенство является определением взаимной информации 
/ ( в , А п ) между областью 0 изменения параметра с вероятностной ме­
рой и (в) и множеством Ап слов с условными вероятностями, заданными 
равенством Рг(Хп = хп\6) = Ре(хп). Величина sup^ 7(0, Ап) называется 
пропускной способностью канала связи. Известно (см., например, [3]), 
что супремум величины 7(0, Ап) достигается на такой мере и;о(0), что 
избыточность модели Dn(Pe\\Qw°) не зависит от в 6 0 . Тогда из (14), 
(15) и (17) получаем соотношения, которые известны как теорема о ра­
венстве избыточности и пропускной способности: 

infsiiT>D„(PJ!Lh = sim / DJР*\Юы)(1ы(0) = DJPcUQ"0). 
0 

Эта теорема впервые была опубликована Б. Я. Рябко [16] и затем Л. Дэ-
виссоном и А. Леон-Гарсия [52]. Таким образом, распределение Q"0 — Q° 
минимизирует избыточность модели. 

Введем обозначение a n (M) = Dn(Pe\\Q°), где распределение Q0 ми­
нимизирует избыточность модели М. Для множества Мк источников без 
памяти в ^-буквенном алфавите получены следующие результаты. Сна­
чала Б. М. Фитингоф [31] показал, что ап(Мк)/п —• О при п —> ос. Затем 
Р. Е. Кричевский [8-10] и независимо Л.Дэвиссон с соавторами [53] по­
казали, что ап(Мк) = ^ - l o g ^ l + o(l)). 

Существенным шагом в исследовании задачи универсального коди­
рования явилась работа Р. Е. Кричевского и В. К. Трофимова [69], в ко­
торой предложена вероятностная мера и'(в) на (к — 1)-мерном симпликсе 
со стороной 1: 

Г(к/2)1 М«) = -S&or'2 • • A-f (1 -0г ек-гГ'Че, 7Г к/2 
где Г — гамма-функция Эйлера. Распределение 

к Г(*/2) П Ч'< + 1/2) 
«"'<*">.= ^Ц« + к,2) • <18> 

где г, — число вхождений буквы а{ в слово жп, является приближением 
к оптимальному на Мк распределению Q° в том смысле, что 

svLpDn(P9\\Q»') 

Js-^wiw) =L (19) 
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Источники, имеющие распределение со свойством (19), называют 
универсальными (см. [109]). Более того, Б.Кларк и А.Баррон [49] до­
казали, что для любой внутренней точки в £ © при п —» ос верно соот­
ношение 

£>п(Щ|дш') - Z?„(Pe||Q°) -* 0. (20) 
Впоследствии с помощью распределения Q" К.Ксай и А.Баррон [119] 
установили, что 

ап(Мк) = ^ 1 о ё ~ + ̂ ~^)+о(1). (21) 

Для множества М\ марковских источников порядка г В.К.Трофи­
мов [28] показал, что 

ап(Мг
к) = (1/2)г*(* - 1)(1 + o(l))logn. (22) 

й . Риссанен обобщил этот результат на произвольную модель М размер­
ности d, удовлетворяющую некоторым дополнительным условиям глад­
кости распределения Ре(хп) как функции от в. Он показал [88], что 

a n (M) = - l o g n + 0 ( l ) . (23) 

Кроме того, Й.Риссанен [89] доказал теорему о строгой оптимальности 
распределения Q0. А именно, если d — размерность модели, то для 
произвольного распределения Q и почти всех значений параметра в вы­
полнено неравенство 

limsup —"р ^ а/2. 
„^оо logn 

Обобщение последнего результата содержится в работе Н. Мерхева 
и М.Федера [79]. 

8. Распределение наибольшего правдоподобия 

Задачу нахождения распределения Q(x) минимизирующего избыточ­
ность кодирования неизвестного источника из параметрического семей­
ства М можно ставить и по-другому. Естественно предполагать, что 
сообщение хп было порождено источником Лс параметром в(хп) £ 0 та­
ким, что P§(xn\(xn) — maxРв(хп). Рассмотрим множество Мк источни­
ков без памяти, т. е. область 0 изменения параметра является (к — 1)-
мерным симплексом со стороной 1. Нетрудно показать, что в этом 
случае в(хп) = ( ^ , ^ . . . ^ f 1 ) , где г{ — число вхождений буквы а{ 
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в слово хп. Величина F(xn) — — log Р§(хП)(хп) называется эмпирической 
энтропией слова хп. Очевидно, что 

Известно (см. [49]), что 

* g р9(хп) = ~Т~ g e о( ^ ( ̂  
Последнее равенство не противоречит (12), поскольку 

Е р*>»)(*п) > 1-
хп£Ап 

Для кодирования неизвестного сообщения Ю. М. Штарьков [37] пред­
ложил использовать распределение Q*(xn) наибольшего правдоподобия 
(максимальной вероятности), определенное равенством 

, P§(x»)(X!t) . 1 Р§(хп)(хП) max log I —г- = mm max log —^rr™—• 
zn€A» to Q*(xn) Q xn£A" Ь Q(xn) 

Пусть Kn(M) = Yl Р§(х")(хП)- Покажем, что 
xn£An 

Действительно, 

, * W * " ) , Рц*.)(*п) , , Q*(x») 
log-д(^Г = §~^Г + bg «M ' 

Поскольку Q*(xn) и ф(жП) — распределения, то найдется такое слово 
хп £ Ап^ ч т о Q*(xnj ^ Q(x

n). Тогда max log ^ ^ ) 0 и равенство 
нулю достигается только при Q*(xn) = Q(xn), т. е. равенство (25) 
доказано. Величина -log<2*(:zn) названа Й.Риссаненом [89] стохасти­
ческой сложностью слова хп в соответствующей модели М. 

Пусть /Зп(М) = log/ t n (M). По определению параметра в(хп) имеем 
неравенство Р$(хп) ^ i^ (a.n)(sn). Тогда 

i?„(ft | |g*) < EPe log P ^ f f } = Л ( М ) , (26) 

т. е. а п (М) ^ /Зп(М). Ю. М. Штарьков [37] получил асимптотику для 
величины /Зп(М) для множеств марковских источников конечного по­
рядка и источников без памяти. В частности, он показал, что f3n(Mk) = 
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^™logn(l + о(1)) при п —> оо. Й. Риссанен [90] получил асимптотику 
величины /3П(М) для произвольных моделей М размерности d: 

(3n(M) = d- log n + c(M) + o(l), (27) 

где с(М) — точно определенная константа. В частности, 

^(M,) = ^ l o g - + l o g w ^ y + o(l). (28) 

Из соотношений (23), (26) и (27) следует, что 

8vv Dn(P,\\Q*) 
Е0 

Dn(Pt\\Q0) 
i i m — _ , _ ,, ^,Л Ч— = I . 

п—+оо 

Таким образом, распределение Q* определяет универсальный источник. 
Покажем, что для источников без памяти распределения Q* и Q" асим­
птотически совпадают в среднем. Справедливы равенства 

£ p 9 ( l o g Q * ( X " ) - l o g C r ( X n ) ) 

= Ер. 1ОЕ 
Q»'(X") Р,(Х») Pg^X 

= Dn(Pe\\(r') + EP. log ^ " ^ f ^ ~ (3n(Mk). 

Отсюда и из соотношений (20), (21), (24), (28) для произвольной внут­
ренней точки в симплекса © получаем 

EPe(logQ*(Xn)-logQ»'(X")) 

= ап(Мк) - /3n(Mk) + ^ l o g e + о(1) - о(1). 

9. Кодирование на основе статистики сообщений 

На практике статистические характеристики источников, порожда­
ющих сообщения, чаще всего неизвестны. Сведения о свойствах источ­
ника, как правило, извлекают из самого сообщения и затем их явно 
или неявно используют в процессе кодирования. Кодирование очеред­
ной буквы сообщения происходит на основе статистики некоторой час­
ти сообщения, которая называется окном. Окно, соответствующее г-ж 
букве сообщения, будем обозначать через w^. В качестве окна можно 
использовать все сообщение: W{ — x. Такое кодирование называется 
двухпроходным: на первом проходе определяется статистика сообщения, 
на втором сообщение кодируется на основе этой статистики. В этом 
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случае задержка передачи сообщения равняется длине всего сообще­
ния и помимо закодированного сообщения необходимо дополнительно 
передавать кодер (функцию, осуществляющую кодирование) или ста­
тистику, на основе которой он был построен. Необходимость в допол­
нительной информации отсутствует, если использовать универсальное 
кодирование. Однако непосредственное применение оптимального уни­
версального кодирования для сжатия достаточно больших сообщений 
невозможно, поскольку сложность построения префиксного кодирования 
с длинами кодовых слов, равных — logQ°(xn), экспоненциально растет 
как функция от длины сообщения. Метод универсального кодирования 
с полиномиальной сложностью построения кодовых слов был предложен 
В. Ф. Бабкиным и Ю. М. Штарьковым [1, 101]. Избыточность этого коди­
рования вдвое больше избыточности оптимального кодирования. В част­
ности, Rn — (fc-v]°gn(i .j_ o(l)) для источников без памяти. 

Аналогичные методы кодирования были предложены также Т. Лин­
чем [74], Л. Дэвиссоном [51] и Т.Ковером [50]. Эти универсальные ме­
тоды кодирования можно также рассматривать как разновидность блоч­
ного кодирования: достаточно разделить сообщение на части одинако­
вой длины и кодировать их независимо. Из работ В.К.Трофимова [27] 
и Дж. Лоуренса [71] известно универсальное равномерное по выходу ко­
дирование с полиномиальной сложностью построения кодовых слов, из­
быточность которого в конечное число раз больше избыточности опти­
мального универсального кодирования. 

Использование удлиняющегося окна w{ = хг~1 также позволяет обой­
тись без передачи дополнительной информации. В этом случае при коди­
ровании очередной буквы используются все предыдущие. В частности, 
при кодировании источников без памяти (г + 1)-ю букву сообщения ко­
дируют, основываясь на распределении вероятностей 

где Tj(wi) — число вхождений буквы щ в окно Wi длины |ги,-|. Величина 
г, е ^ 0, называется сдвигом. Положительный сдвиг позволяет избежать 
неопределенности при кодировании первых вхождений букв в сообщение. 
Из формулы 18) следует, что 

У («№)- Q . ' ^ - i ) - (г _ 1) + Лг/2' 

т. е. асимптотически оптимальным является сдвиг е — 1/2. 
Д. Кнут [66] предложил конструкцию динамического кода Хаффме-

на. Каждая очередная буква х{ кодируется кодом Хаффмена, построен­
ным но статистике окна Wi = ж*"1, а затем строится новый код Хафф­
мена, соответствующий окну w i+1. Динамические коды Хаффмена были 



68 В. Н. Потапов 

впоследствии исследованы Р. Галлагером [58] и Дж. Виттером [107]. По­
следний получил оценку R ^ 2 избыточности кодирования источников 
без памяти для специального класса этих кодов. Сложность построения 
динамических кодов Хаффмена невелика — не более конечного числа 
операций над logn-значными числами на букву сообщения. Ниже будет 
рассмотрена схема кодирования Лемпела — Зива, стандартное описание 
которой также использует удлиняющееся окно. 

Практические алгоритмы сжатия данных обычно используют сколь­
зящее окно w: = xlzl-m постоянной длины га, которое сдвигается на 
одну букву вправо при кодировании очередной буквы (такое кодирование 
часто называют адаптивным). Широкое применение скользящего окна 
обусловлено тем, что, во-первых, ресурсы оперативной памяти кодиру­
ющих устройств ограничены и, во-вторых, реальные источники почти 
никогда не являются стационарными. Скользящее окно требует фикси­
рованного объема памяти и непрерывно позволяет следить за изменяю­
щимися статистическими свойствами сообщения. Р. Е. Кричевский [67] 
показал, что при использовании скользящего окна асимптотически опти­
мальным будет сдвиг е = 0, 50922 . . . (см. (29)). 

Особенно эффективным при кодировании источников без памяти 
является использование скользящего окна и арифметического кодирова­
ния (вероятность очередной буквы определяется по формуле (29)). 
Б.Я.Рябко и А.Н.Фионов [24] показали, что надлежащий выбор точ­
ности арифметических операций и длины окна позволяет достигнуть 
избыточности R ^ f 1 + j~) ^ при V — О (га) и Т = О (log га log log га), 
где иг — длина скользящего окна. 

Чтобы сократить число операций, можно сдвигать окно не после по­
ступления каждой очередной буквы, а через определенное число букв. 
Можно и совсем зафиксировать окно. Фиксированное окно позволяет 
экономить память, поскольку вместо окна можно хранить только час­
тоты букв в окне. Конструкция, объединяющая достоинства фиксиро­
ванного и скользящего окна, — «мнимое» скользящее окно — предло­
жена Б.Я.Рябко [22]. Отличие «мнимого» от реального скользящего 
окна состоит в том, что на каждом шаге из окна удаляется не послед­
няя, а случайная буква. Это дает возможность хранить не само окно, 
а только частоты букв. Случайная буква может выбираться как с по­
мощью источника случайных величин, так и на основе уже закодирован­
ной части сообщения, поскольку код сообщения хорошо аппроксимирует 
источник Бернулли с вероятностями Р(0) = Р(1) = 1/2. В [22] для 
сообщений, порожденных источником без памяти, доказано, что 

lim Priv^Wi) = nly...,vk(wi) = nk) = Рт(гг(у){) = nu...,rk(v)i) = nk\ 
i—*oo 

где Tj(Wi) — число вхождений буквы а;- в реальное скользящее окно Wi — 
x\Z\-m<> a vj(wi) — число вхождений буквы cij в «мнимое» окно. 
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10. Выбор модели источника 
и принцип кратчайшего описания 

В предыдущих разделах мы исследовали кодирование сообщений, 
порожденных известным источником или источником, принадлежащим 
некоторому параметрическому семейству. Рассмотрим более сложную, 
но более реальную задачу выбора параметрического семейства, в рамках 
которого следует рассматривать сообщение, чтобы получить наиболее 
короткий код сообщения. Предположим, что имеется счетное семейство 
источников Мг — {Р$(х) | в £ @ С Rdr}. Будем считать, что множества 
Мг вложены друг в друга М\ С М2 С • • • С Мг С . . . и соответственно 
di < d2 < • * • < dr < Примером такой последовательности мо­
гут служить, например, множества марковских источников конечного 
порядка. Задача определения наименьшего семейства Мг, содержащего 
нужный источник, имеет смысл, и если множество источников конечно, 
поскольку избыточность оптимального универсального кодирования ли­
нейно зависит от размерности параметра u,r модели ±ЛГ ^см. yz^jjj. 

Пусть имеется некоторый префиксный код натурального ряда, зако­
дируем этим кодом индексы моделей. Пусть 1(г) — длина кода индекса 
модели Мг. Код сообщения можно составить из двух частей: кода ин­
декса модели Мг и универсального на модели Мг кода сообщения. Пред­
ложенный Й. Риссаненом [87] принцип кратчайшего описания состоит 
в выборе индекса г, минимизирующего длину L(x) кода сообщения ж, 
т. е. 

L(x) = mm(l(r)-logQ°r(x)), (30) 
Г 

где QI — оптимальное универсальное распределение на Мг. По су­
ществу, принцип кратчайшего описания был применен Б.Я.Рябко [19] 
при построении дважды универсального кодирования, которое является 
асимптотически оптимальным для всех классов марковских источников 
конечного порядка. Пусть г — порядок марковского источника, сущест­
вует (см. (9)) префиксный код натурального ряда с длинами кодовых 
слов 

1{г) = log r + O(loglogr). (31) 
Выбирая г по принципу кратчайшего описания, получаем дважды уни­
версальное кодирование с длинами кодовых слов как в (30), меньшими, 
чем 1{г) — logQ°(x), где г — истинный порядок марковского источника. 
Очевидно, что для избыточности (модели) дважды универсального ко­
дирования справедливы неравенства 

ап(М{) ^Dn<^ an{M{) + l(i). (32) 
Из формул (23) и (31) видно, что избыточность дважды универсального 
кодирования асимптотически (при п —> ос) эквивалентна избыточности 
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оптимального кодирования источников из М,-. Аналогичный результат 
получается, если в качестве кода для слова х выбирать слово длины 
-logQ(x), где 

оо 

Q(x) = Y,2-lVQ°r{x). (33) 
к = 1 

Действительно, 

-logQ(x) $ - l o g (max(2-'(r>Qr°(a:))) = min (l(r) - \ogQ°r{x)). 

Л. Дэвиссон [51] предложил называть кодирование / сильно универ­
сальным для источников из М, если sup Д п ( / , X) —» 0 при тг -» сю, 

и слабо универсальным, если для произвольного источника X € М верно, 
что Д п ( / , X) --» 0 при п —> оо. Из формул (23) и (32) следует, что 
дважды универсальное кодирование является только слабо универсаль­
ным для всех марковских источников конечного порядка, в то время как 
оптимальное кодирование для марковских источников фиксированного 
порядка сильно универсально (см. разд. 7), Из (23) следует, что сильно 
универсальное кодирование для всех марковских источников конечного 
порядка невозможно, так как размерность модели не ограничена. 

Наиболее простое кодирование, использующее принцип кратчайшего 
описания, предложили Р.Ньюход и Р.Шилдс [84]. Разделим сообщения 
хп на блоки длины т . Составим словарь Um из всех встречающихся 
в сообщении блоков. Каждый блок в сообщении хп будем кодировать 
его номером в словаре. Естественно, код сообщения помимо кодов блоков 
должен содержать словарь. Длина кода Lm(xn) сообщения хп удовлет­
воряет равенству 

Lm(xn) = |J7m|mflogfcl + — log|tfm|, 

поскольку для записи слова длины т в fc-буквенном алфавите доста­
точно m|logfc| битов. Выберем длину блока m(iij, минимизирующую 
величину i m ( x n ) . Как показано в [84], это кодирование с длиной блока 
т(п) является слабо универсальным для марковских источников. 

Размерность параметра dr семейства марковских источников поряд­
ка г растет экспоненциально в зависимости от г, а именно dr = kr(k — 1). 
Следовательно, избыточность оптимального кодирования быстро растет 
в зависимости от порядка источника. Экспоненциально от порядка ис­
точника растет и объем памяти, требуемый для реализации метода (если 
кодовые слова строить с помощью кодирования, явно использующего 
статистику сообщения). 

Выбор в качестве множества моделей семейства источников-деревьев 
(см. разд. 1) позволяет находить более адекватную, а значит, и более 
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эффективную модель для кодирования каждого сообщения. Марковский 
источник r-го порядка может иметь много эквивалентных состояний, со­
кращение которых позволяет значительно уменьшить размерность мо­
дели. Ф.Виллемс, Ю.М.Штарьков и Ч. Чокенс [112] предложили алго­
ритм построения взвешенного контекстного дерева, который в классе 
источников-деревьев позволяет найти близкое к оптимальному распре­
деление Q(x) такое, что 

A>(P,||Q) = y l o g n + 0 ( l ) (34) 

при п —• оо, где |0| — размерность модели источника-дерева, которой 
принадлежит источник с распределением Рв, равная произведению числа 
листьев минимального дерева на размер алфавита без единицы. 

Предлагаемый в [112] метод состоит в выборе некоторой вероятност­
ной меры на множестве деревьев ограниченной высоты и определения за­
тем целевого распределения согласно равенству (33), Рассмотрим мно­
жество U всех полных двоичных (будем рассматривать двухбуквенный 
алфавит) деревьев глубины не более d > 0. Пусть Т' — множество 
листьев дерева Т, a x(s) — слово, состоящее из букв двоичного слова х, 
непосредственно следующих за вхождениями подслова s, \s\ ^ d в слове х. 
Определим 

Рт(хп) = П Qu'{x(s)), (35) 

где распределение Q" задано равенством (18) и Т 6 U. Рассмотрим 
произвольное распределение Р\у(Т) вероятностей на множестве Г/, т. е. 
PW(T) > О и £ Риг (Г) = 1. Пусть 

T£D 

Qw{xn) = Y, Pw{T)PT{xn). (36) 
TEU 

Тогда для произвольного источника-дерева с деревом Т и распрсдслс 
нием Ре(х) справедливы неравенства 

1 1^1^Л П(3") 1 
Qw(x») ^ bPw(T)PT(x")^ bPw(T) 

+ h Q"(*»W) *' g Щ + |Г' h 2\v\ 
1 \T'\t n 

где с > О — некоторая константа, |0| = \Т'\ — размерность модели. 
Здесь первое неравенство следует из (36), второе — из (35), третье — из 
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неравенства (Ре — распределение произвольного источника Бернулли) 
, Рв(хп) 1 . 

доказанного в [37] (см. также (21)), четвертое неравенство следует из 
выпуклости вверх функции log/. Поскольку U — конечное множество, 
то даже использование равномерного распределения PW(T) = l/\U\ поз­
воляет получить распределение Qw(xn)i избыточность которого отлича­
ется от избыточности оптимального в классе источников-деревьев рас­
пределения не более чем на некоторую константу. Ф. Виллемс с соавто­
рами [112] предложили распределение PW(T), минимизирующее эту кон-
станту асимптотически, и эффективное даже при малых n: log р* ,хП\. ^ 
гс + 2|0| + 1. 

Кроме того, они предложили рекуррентную процедуру для получе­
ния этого распределения: 

Qw(x(s)) = Qw ' (sn(s)), если \s\ - d; 
tyw\x\s)) — 2W" \x"(s)) ~|" 4w\'£\Vs ) )4 w{x{i3)) ) в остальных слу­

чаях. 
Распределение Qw(x) — Qw(x(0)) ~~ искомое. 
Ф. Виллемс с соавторами [ИЗ] показали, что аналогичный метод эф­

фективен и для других, более богатых по сравнению с источниками-
деревьями множеств моделей источников, и даже, как показал Ф. Вил­
лемс [111], для множества неограниченных по высоте источников-де­
ревьев. 

Предложенный И.Риссаненом [88] алгоритм «Контекст» дает воз­
можность (см. [89, 109]) найти распределение Q(#), близкое к оптималь­
ному в классе источников-деревьев в смысле формулы (34), путем не­
посредственного построения источника-дерева по сообщению. Опишем 
быстрый вариант [91] алгоритма «Контекст» для двухбуквенного алфа­
вита. Сначала построим рекуррентно некоторое множество В(хп) под-
слов слова хп и множество контекстов С(хп). состоящее из начал этих 
подслов без последней буквы. Обозначим через #(0|s) и #(l|s) индексы 
контекста s, принимающие значения 0 и 1. 

Положим 5 ( 0 ) = С(0) = {0} и 6(О\0) = 6(1\0) = 1. Пусть множест­
во В(хп~1) построено. Найдем наибольшее целое число г ^ 0 такое, что 
подслово х^_{ содержится в В(хп~1). Тогда B(xn) = B(xn~l) U {££_t-_i}. 
Если контекст s = £ n - i_ i . . . xn_i не содержится в С{хп~х), то определим 
S{xn | s) — 0 и S{\\s) - 1, где А ф хп. Если s £ C(xn~1)1 то изменим 
индекс: S(xn \ s) = 0. Затем определим C(xn) = C(xn~l) U {s} и пе­
рейдем к следующей букве жп+1. Можно показать, что множество В(хп) 
содержит все суффиксы и префиксы своих элементов. Например, пусть 

х = 000011001100. (37) 
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Рис 2 

Тогда В(х) = {0,0,00,000,0000,1,11,10,100,01,011,110,1100}. Соот­
ветствующее множество контекстов С(х) — {0,0,00,000,1,10,01,11, 
110} можно представить в виде дерева (рис. 2). Контекст s задает путь 
к соответствующей ему вершине 0 — налево, 1 — направо, причем кон­
текст читается справа налево. Справа от каждой вершины, соответству­
ющей контексту 5, указан итоговый индекс 6(0 \ s) и слева — 6(1 \ s). 

i \ i \ 
Рис. 3 

К каждому листу дерева Г ь соответствующему множеству кон­
текстов С(х)у добавим по два листа и затем добавим еще недостающие 
листья так, чтобы дерево стало полным. Каждому листу г полученного 
дерева Г2 припишем вес с(0 | г) = с(1 | г) = 1. Каждой внутренней 
вершине s G Т2 припишем вес 

с(Х | s) = с(Х | 05) + с(Л | Is) - 6(\ | s), 
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где А = 0,1. Вес с(А | s) отличается от количества символов А, встреча­
ющихся с контекстом s в слове ж, не более чем на 1. Дерево Т2, соответ­
ствующее слову (37), изображено на рис. 3, слева от вершины s указан 
вес с(0 j s), справа — с(1 | s). 

Сократим некоторые узлы дерева Т2 так, чтобы слово х в получен­
ной модели источника-дерева имело наименьшую стохастическую слож­
ность. Пусть c(s) = c(0 | s) + c(l | s). Тогда в соответствии с (25) 
и (28) стохастическая сложность L(s) (длина кода, удовлетворяющего 
критерию наибольшего правдоподобия) слова x(s) равняется 

I ( e ) = c ( 0 | e ) l o g - ^ + c ( l | e ) l o g - ^ + i l o g ^ L . 
с(и j s) с{1 j a) I I 

Оптимальный набор состояний-контекстов будем выбирать рекуррент-
но, начиная с листьев дерева Т2. Определим J(s) — L(s) для всех листов, 
а для внутренних вершин дерева положим 

J(s) = mm{L(s), J(0s) + J(ls)}. 

Если первый элемент меньше или равен второму, то из дерева Т2 удалим 
потомков вершины s. Полученное дерево Г — искомое. Распределение 

п 

Q(xn) = Yl Q(xi | я* -1), индуцированное деревом Т, определяется в со-

ответствии с формулой (29): 
^ / . ,• 1ч ^ / . ч Фг I S)+ 1/2 
Q 0 * I я?1"1) = Q(s* I з) = V ^ + х ' , 

где 5 — суффикс я*"1, являющийся листом дерева Т. Распределение 
0(жп) является близким к оптимальному в классе источников-деревьев 
в смысле формулы (34). 

Как показано Й.Риссаненом [91], рациональная организация выпол­
нения алгоритма «Контекст» требует О (га log log п) арифметических опе­
раций с числами длины О (log га) при кодировании слова длины п. 

Арифметическое кодирование позволяет строить эффективные коды 
слов, которые реализуют распределения, построенные как алгоритмом 
«Контекст», так и с помощью взвешенного контекстного дерева. 

11. Преобразование Барроуза — Уилера 

Другим практически полезным методом кодирования последователь­
ности, основанном на использовании контекстов, является преобразова­
ние Барроуза — Уилера [45]. Пусть хп — некоторое слово в двоичном ал­
фавите, превратим его в цикл, определив х0 = xn,x_i = £ n _i , . . . ,£_ г = 
xn_ t-,... Каждой букве Х{ поставим в соответствие контекст s(xi) 
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длины n:'s(xi) = ж,-_1Ж$_2 • • -х%-п- Упорядочим контексты лексикогра­
фически (читая контекст справа налево). Преобразованием Барроуза — 
Уилера BW(xn) называется слово длины п, составленное из букв слова 
хп в порядке их контекстов, т. е. BW(xn) = xixx^ . ..ж«п, где s(xi1) ^ 
s(xi2) ^ • • • ̂  s(#t„)- Другими словами, рассмотрим матрицу вращений 
слова хп и расставим строки матрицы в лексикографическом (начиная 
с конца) порядке. Первый столбец получившейся матрицы и есть слово 
BW{xn). Например, пусть х — 1100110100. Тогда матрица вращений 
слова х имеет вид 

1 1 0 1 1 0 10 0 
10 1 1 0 10 0 1 
0 
1 
1 
0 
1 
0 
0 

1 
1 
0 
1 
0 
0 
1 

1 

0 
1 
0 
0 
1 
1 

0 
1 
0 
0 
1 
1 
0 

1 
0 
0 
1 
1 
0 
1 

0 
0 
1 
1 
0 
1 
1 

0 
1 
1 
0 
1 
1 
0 

упорядочивания получаем матрицу 

1 
0 
1 
1 

1 
1 
1 
0 

0 
1 
0 
0 

1 
0 
1 
1 

1 
1 
0 
1 

0 
1 
0 
0 

1 
0 
1 
1 

1 
1 
0 
1 
1 
0 
1 

0 
1 
1 
1 

1 
0 
1 
1 
0 
1 
0 

0 
0 
0 
0 

10 1 1 0 10 0 1 
10 10 0 1 1 0 1 
0 0 1 1 0 1 1 0 1 
0 1 1 0 1 0 0 1 1 
0 10 0 1 1 0 11. 

Тогда 5^(110110100) = 101111000. Оказывается, что по слову BW(x) 
можно восстановить всю упорядоченную матрицу. Во всех столбцах 
(как и в строках) матрицы содержится одинаковое число 0 и 1. Послед­
ний столбец вследствие лексикографического порядка строк имеет вид 
00 .. .011 . . . 1, где число нулей и единиц известно. Поскольку строки за­
циклены, то пара, состоящая из последней и первой буквы каждой строки 
упорядоченной матрицы, содержится в слове х. Упорядочив множество 
пар, получим предпоследний столбец упорядоченной матрицы. Анало­
гично, получая тройки, четверки и т. д., мы восстановим всю матрицу. 
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Теперь, чтобы найти исходное слово я, нужен лишь номер строки упо­
рядоченной матрицы, совпадающий с х. 

Если рассмотреть слово ж, порожденное некоторым источником-де­
ревом, то его преобразование BW(x) будет состоять из последователь­
ности x(si)x(s2).. .x(s t), где x(si) — подслово, порожденное в состоянии 
st-, причем состояния s,- лексикографически упорядочены. 

Выполнение преобразования Барроуза — Уилера слова длины п тре­
бует 0(nlog2 гс) операций над битами, а обратное преобразование тре­
бует 0 ( п д Р ) операций над битами в среднем по сообщениям, порожден­
ным стационарным источником с энтропией Я . 

12. Схемы кодирования Лемпела — Зива 
Помимо описанных в предыдущих параграфах методов универсаль­

ного кодирования, которые в явном виде используют контексты и стати­
стику сообщений, существуют алгоритмические методы сжатия данных, 
использующие статистические характеристики источников неявно. 

Пусть А — {аи . . . , ак} — некоторый алфавит и х Е Ап. Схема коди­
рования, предложенная А. Лемпелом и Я. Зивом в 1977 г. [122] (в дальней­
шем именуемая LZ77), состоит в разделении кодируемого слова хп £ Ап 

на подслова <тг-, г — l . . . m , по следующему правилу. Пусть начало 
слова хп уже разделено на подслова, т. е. представляет собой конка­
тенацию подслов а}а2.. ,<Т{ и хп = <7Х.. .<т,-ж£. Выберем следующее под­
слово <7г+1 = х\1 как наиболее длинное начало остатка ж£, которое уже 
встречалось в хг{~1, т. е. 

at+i — Xj. — xn. , 

где щ < U. Кодом каждого подслова ai+1 будет пара чисел (пг-,гг- -
/,-). Например, слово (dia2)a2a i(L2CL\(ii(i2(ii(i2(ii(i2 разделяется на подслова 
^25aia25 ^ъ «1а2а1, a2d\а2 и кодируется последовательностью пар чисел 
(2,1),(1,2),(1,1), (4,3), (3,3). Первое число в каждой паре целесообразно 
записывать в двоичном виде с использованием [log/t-J + 1 битов, второе 
можно кодировать произвольным префиксным кодом чисел натураль­
ного ряда. 

В схеме кодирования LZ77 можно использовать фиксированное или 
скользящее окно длины эд, что чаще всего и делается на практике. Тог­
да подслово <т,-+1 выбирается как наиболее длинное подходящее начало 
остатка сообщения, которое содержится в окне w(i). В этом случае для 
записи первого числа в каждой паре достаточно [log до] битов. Второе 
число в паре можно записывать с помощью произвольного префиксного 
кода натурального ряда, например, кода Левенштейна [13]. Из формулы 
(9) следует, что длина кода £(<тг) подслова <тг удовлетворяет неравенству 

Цсг{) ^ log w + log |(Ti| + 21oglog \а(\ + с, (38) 
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где с > 0 — некоторая константа и |<тг-| = г,- — /г• + 1 — длина подслова <7г-. 
Известна модификация схемы LZ77, предложенная П. Бендером 

и Дж. Вольфом [43]. Она заключается в том, что после нахождения длин­
нейшего подходящего подслова <т,-+1 в окне w(i) нужно найти подходящее 
подслово <тг-+1 С w(%) — наиболее длинное, не считая cri+l. Вместо числа 
|<т,-+1| нужно кодировать число |сг,-+1| - |<т,'+1|. При декодировании, зная 
начало подслова <тг+1, нетрудно найти в окне w(i) наиболее длинное под­
слово <тг-+1, совпадающее с началом подслова &i+\. Тогда длина подслова 
ai+1 легко восстанавливается из равенства 

| ^ + i | = kf+il + der.'+il- K + 1 | ) . 

Схема кодирования, предложенная А. Лемпелем и Я. Зивом в 1978 г. 
[123] (в дальнейшем именуемая LZ78), отличается от описанной выше 
тем, что на каждом шаге выбирается наиболее длинное начало остатка 
ж£, которое совпадает с некоторым уже выделенным подсловом <т;-, j < г, 
и к нему добавляется еще одна буква, т. е. аг+1 = CTjaPi. Кодом подслова 
0"»+i будет пара чисел (j,^*). Например, слово a23ia2GiGi&2Gi&2&i разде­
ляется на подслова а2, a1,a2ai, a1a2 ,aia2a1 и кодируется последователь­
ностью пар чисел (0,2), (0,1), (1,1), (2,2), (4,1). 

Схему LZ78 удобно рассматривать как кодирование с динамическим 
словарем U. Сначала словарь U состоит из всех букв алфавита источ­
ника. На каждом шаге алгоритма отделяем от остатка кодируемого 
слова наиболее длинное слово у Е U и добавляем в словарь U все слова 
вида уа{. Словарь U можно произвольным образом нумеровать и уда­
лять из него слова, все продолжения которых уже имеются в словаре. 

Наиболее известная модификация этой схемы кодирования предло­
жена Т.А.Велчем [110]. Она отличается от схемы LZ78 тем, что на 
каждом шаге в словарь добавляется только одно слово yaiy где аг- — 
следующая за словом у буква в кодируемом слове х. 

1Л7-ТТТ£}Г"Г>ТЭ-*Г£}Т» OTTTO TTQ^VATTT. "IV ГЛ О О ГЧТТО ГГПРГЧТ» r V O A f ТТоЛ IfTfCi, П О ^ТТТЭО I Л О Н Т Г Т О 

известные [102, 120]), которые оптимизируют алгоритм поиска и выде­
ления подслов, способы записи натуральных чисел, кодирование первого 
вхождения буквы в слово и т. п. В частности, задача эффективного коди­
рования длин выделенных подслов исследована Е. И. Ситняковской [26]. 
Подробный обзор вариантов схем Лемпела — Зива сделал Т. Белл с со­
авторами [42]. 

Непосредственно из алгоритмов LZ77 и LZ78 следует, что выполне­
ние декодирования требует меньше операций, чем выполнение кодиро­
вания. Известны версии схем кодирования LZ77 и LZ78, обладающие 
линейным (относительно длины п сообщения) временем кодирования, 
тогда как время декодирования есть величина O(nlogn). 
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Уже в 1978 г. А. Лемпел и Я. Зив [123] доказали, что схемы кодиро­
вания LZ77 и LZ78 являются слабо универсальными на множестве всех 
марковских источников с конечными алфавитом и множеством состо­
яний. В дальнейшем оценки избыточности неоднократно уточнялись. 
Е. Плотник с соавторами [85] показали, что при п —> оо 

\ lOg 77, / 

Здесь и далее f78 — кодирование, построенное по схеме LZ78 с удли­
няющимся окном (основной вариант), X — произвольный марковский 
источник. Затем оценка избыточности была улучшена С, Савари [95]: 

Г.Лоучард и В. Зпанковский [73] установили, что эта оценка неулуч-
шаема для источников Бернулли, и нашли в этом случае асимптотику 
для i? n ( / 7 S ,X) с точностью до эквивалентности. Для кодирования /J7, 
использующего схему LZ77 со скользящим окном длины w, X. Морита 
и К.Кобояши [83] показали что при w -> оо 

«*-.*) = о № ) . log it; 

Затем для варианта схемы LZ77 с фиксированным окном и марковского 
источника X конечного порядка А. Дж. Винер [118] установил, что при 
w —• ос 

R(fJJ,X)=H{X)lo^w(l + o(l)). 
log w 

Для схемы LZ77 с удлиняющимся окном С. Савари [96] получил следую­
щую оценку избыточности: 

г, /ГУТ ^ч . 2H(X)\oglogn^ , „ ч ч ^n\J , л ; ^ г—• [i-to^L)). logn 

Кодирование у^1, использующее модификацию П. Бендера и Дж. Вольфа 
с фиксированным окном, оказалось асимптотически эффективнее основ­
ного алгоритма. А.Д.Винер и А. Дж. Винер [115] показали, что 

Избыточность модификации Т. А. Велча асимптотически совпадает с из­
быточностью основной схемы LZ78 (см. [95]). 

Основные идеи, использованные при установлении оценок избыточ­
ности схем кодирования Лемпела — Зива, можно проследить на примере 
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схемы LZ77 с фиксированным окном длины w. Пусть X — некоторый 
марковский источник. В данном случае удобно рассмотреть последо­
вательность X, бесконечную в обе стороны. Обозначим через Ni(X) 
наименьшее натуральное число N такое, что Х[ = XZN+[- Ясно, что 
случайная величина N\(X) в среднем должна быть близка к р Л ^ при 
/ —> сю. Поскольку 

можно предположить, что lo^N^x) « Н(Х). Действительно, А.Д.Винер 
и Я. Зив [116] доказали, что по вероятности 

Я ( А - > = Н п , ™ . (39, 

Рассмотрим подслово о"1? которое является длиннейшим началом по­
следовательности Xj00, содержащееся в X° w + 1 . Из совпадения событий 
{N} > w} — {\(Ji\ < 1} и равенства (39) можно заключить (см. [116]), что 
по вероятности 

w-*oo \(7i[A ) \ 

Следовательно, 

Б(Х)=Ш-=£^Г- (40) 

Из выпуклости вверх функции log/ и (40) получаем неравенства 

Slog \<rx(X)\ < log(S|a1(X)|) <С log log «7 + c, (41) 

где с > 0 — константа. 
Стоимостью кодирования называется отношение длины слова 

к длине кода. Поэтому справедливо подробно обсуждаемое в [118] ра­
венство 

тр т ( - ( v\\ тп т ( _ ( v\\ 
Ctf . , A J - шп ^ к ( . ( х ) | - - ЕЫХ){ , 142) 

где L(<Ti) — длина кода подслова <т3, а второе равенство следует из ста­
ционарности источника X. Тогда из соотношений (38)-(41) при w —> оо 
получаем верхнюю оценку избыточности 

Д(/Г,Х) = С(/Г,Х)-Я(Х) 
+ 2 log log 1<т, 

• l ( * ) l 
#(X)loglogw 

^ log tp + £(log \<п(Х)\ + 2 log log K(X)] + c) 

* s R ^ H{X) 

logw (1+ <*!)). 
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13. Интервальное кодирование 
Еще одним алгоритмическим методом сжатия данных является ин­

тервальное кодирование, отличающееся быстродействием и простотой 
реализации. Интервальное кодирование состоит в следующем: в ис­
ходной последовательности каждая буква заменяется на число, равное 
количеству букв до предыдущего вхождения той же буквы. Например, 
слово 

(а1а2Яз)яз%аза2а2а2а1а1а1^з (43) 
будет преобразовано в последовательность чисел (...)0004008006. Из­
вестны две модификации этого метода, позволяющие уменьшить стои­
мость кодирования. Первая из них была предложена Б. Я. Рябко [18] и на­
звана им методом стопки книг. Этот метод отличается от интервального 
кодирования тем, что вместо числа всех букв между двумя одинаковыми 
указывается число различных букв между ними. Так, например, слово 
из (43) будет преобразовано в (...)0001002002. Метод стопки книг можно 
рассматривать как упрощение схемы кодирования LZ78. В этом случае 
словарь U состоит только из букв (или слов одинаковой длины), которые 
при поступлении очередной буквы перенумеровываются. Впоследствии 
метод стопки книг был переоткрыт П. Элайесом [55] и Дж. Бентли с со­
авторами [44]. 

Другая модификация интервального кодирования была предложена 
3. Арнавутом и С. Магливерасом [39]. Она заключается в том, что каж­
дая буква исходного слова заменяется числом букв с большими номе­
рами, разделяющих текущее и предыдущее включения буквы. Напри­
мер, слово из (43) будет преобразовано в три последовательности, со­
ответствующие трём различным буквам: а3 : (...)0000, а2 : (...)400, 
ai : (...)800. Декодирование нужно начинать с первой буквы алфавита, 
оставляя для других букв соответствующее количество пустых мест. 

Для кодирования последовательности чисел, которая получается из 
исходной последовательности после применения интервального кода, 
можно использовать произвольный префиксный код для натуральных 
чисел. В частности, можно применить код Левенштейна [13]. 

Для интервального кодирования источника без памяти Б. Я. Ряб­
ко [18] получил оценку избыточности R ^ 2 log log к + с, где к — объем 
алфавита источника и с > 0 — некоторая константа. Действительно, из 
равенства (9) следует оценка длины кода г-и буквы слова xf. 

Цхй) $ log Ni + 2 log log Ni + c, (44) 

где Ni — расстояние до предыдущего вхождения буквы Х{ в слове х 
и с > 0 — некоторая константа. Предположим, что частота буквы 
близка к ее вероятности. Тогда аналогично (39) имеем ElogNi(X) — 
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Н(Х). Поскольку Н(Х) ^ log&, из неравенства (44) получаем нера­
венство 

EL(xi) <$ Н(Х) + 21oglog к + с, 

где с > О — некоторая константа. Из последнего неравенства и формулы 
(42) следует искомая оценка избыточности. 

Ясно, что время кодирования и декодирования интервальными ме­
тодами линейно относительно длины сообщения и объем используемой 
памяти конечен, если ограничен объем алфавита источника. 

14, Кодирование текстов на естественных языках 

Значительной частью реально сжимаемых данных являются тексты 
на естественных языках (русском, английском и др.). Описанные выше 
схемы кодирования не используют в явном виде особенности текстов на 
естественных языках, в частности не используют разделение текста на 
слова, набор которых весьма ограничен. Кроме того, на практике часто 
необходимо обеспечить произвольный доступ к текстовым данным, в то 
время как рассмотренные выше методы обеспечивают только последо­
вательный доступ к сжатым данным. При кодировании больших текс­
тов часто оказывается целесообразным составить словарь и кодировать 
слова целиком, рассматривая их как буквы нового алфавита — словаря. 
Такие методы изучались Э. Шварцем [99], А. Мофо [81] и Т. Беллом с со­
авторами [41]. 

Исследуя естественные языки, Г. К. Ципф [121] обнаружил, что если 
занумеровать слова естественного языка в порядке убывания частоты 
встречаемости, то вероятность слова будет приблизительно обратно 
пропорциональна его номеру. Для объяснения этой закономерности было 
выдвинуто несколько гипотез, В частности, Б, Мандельброт [75] пока­
зал, что если пробел между словами рассматривать как случайный сим­
вол, то будет выполняться закон Ципфа. Он же получил это распределе­
ние, исходя из предположения, что эволюционный процесс выбора длин 
слов может быть описан как случайное блуждание [76]. Б. Я. Рябко [16] 
показал, что распределение Ципфа близко к оптимальному универсаль­
ному распределению на множестве источников без памяти с упорядочен­
ными вероятностями букв. 

Предполагая, что вероятности букв подчиняются распределению 
Ципфа, нетрудно оценить энтропию источника. Пусть X — источник 
без памяти с вероятностями букв р(а,-) = Г ш ' г д е ^ — число букв в ал­
фавите, 

к 1 
1(к) = У^-=1пк + с + 0(1/к) (45) 

*=1 
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и с — постоянная Эйлера. Из (45) и известного неравенства 

A l o g j ln2fc 
^ i * 2ln2 
i-l 

получаем 

Таким образом, применение пословного префиксного кодирования для 
текстов на естественных языках может сжать текст не более чем в два 
раза лучше по сравнению с равномерным кодированием каждого слова 
flogfe] битами. М.Гутман [63] нашел чрезвычайно простой код Хафф-
мена для источника с распределением Ципфа и к — 22 , где t > О — 
целое. Код г-й буквы состоит из двух частей: вторая — Bin(i) (дво­
ичная запись числа г), первая — двоичная запись длины слова Binyi) 
с использованием ровно t битов. 

При словарном кодировании необходимо хранить словарь, что тре­
бует значительного объема памяти. Редко встречающиеся слова запи­
сывать в словарь нецелесообразно. Вопрос, какую часть слов хранить, 
а какую кодировать побуквенно, исследован М.П.Шаровой [34]. Оказы­
вается, что наиболее эффективным является включение в словарь только 
0(к/(Ык)£) (при к —> сю) наиболее вероятных слов, где е > 0 — некото­
рая константа. 

15. Кодирование источников с низкой энтропией 
Другим практически важным классом источников являются источ­

ники с низкой энтропией. Возможность построения более простых, а зна­
чит, и быстрее вычисляемых по сравнению с общим случаем кодов для 
источников с низкой энтропией была замечена еще К.Шенноном [100], 
который предложил первый специальный код для последовательности 
редких событий. Последовательности редких событий порождаются 
двухбуквенными источниками Бернулли с малой вероятностью единицы 
Р(1) = р. Они состоят из длинных серий нулей, разделенных редкими 
событиями — единицами. 

К. Шеннон [100] предложил кодировать длины серий числами 
в ( 2 т — 1)-ичной системе, выделив один блок из га единиц как код запя­
той, разделяющей числа. Если выбрать m = [log - ] , то можно получить 
оценку избыточности кодирования R — 0(plog -) при р —» 0. 

Одним из наиболее известных (см. [35, 56]) способов сжатия таких 
источников является кодирование длин серий высоковероятных симво­
лов с помощью префиксного кода чисел натурального ряда, что является, 
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по существу, частным случаем интервального кодирования в модифика­
ции 3. Арнавута и С. Магливераса [39]. 

Оценим избыточность кодирования длин серий посредством кода Ле-
венштейна [13]. Из равенства (9) заключаем, что длина кода г'-й серии 
удовлетворяет асимптотическому равенству 

L{ = log h+logloghil + oil)), (46) 
когда длина серии U —» ос. Поскольку среднее расстояние между едини­
цами равняется числу 1/р, то из (46) имеем неравенство 

R = pELi - Я < р log log 1(1 + о(1)) 
Р 

при р —» 0. С другой стороны, из неравенства (10) можно получить, что 

fi£ploglog-(l + o(l)) 
V 

при р —f 0. 
Другой эффективный способ кодирования длин серий был предло­

жен С.Голомбом [61]. Согласно этому методу исходная последователь­
ность разделяется на блоки Д-, каждый из которых состоит из г нулей 
( О ^ г ^ / — 1) и следующей за ними единицы. Блок А{ содержит / нулей, 
где / = [1/2 + log - ] . Блоки кодируются специальным префиксным ко­
дом. Избыточность кода Голомба равняется 0(р) при р —» 0. Р. Галлагер 
и Д. ван Вурхис [59] показали, что если р таково, что р1 + р1+1 ^ 1 < 
Р1 + У - 1 , то код Голомба является оптимальным для префиксного коди­
рования длин серий. В работе В. Ф. Бабкина и Б. М. Книжного [2] пред­
ложен адаптивный вариант кода Голомба, позволяющий кодировать со­
общения за один проход. 

Б. Я. Рябко и М. П. Шарова [25, 33, 35] разработали несколько мето­
дов кодирования для марковских источников с низкой энтропией. Рас­
смотрим идею их метода на примере источника Бернулли с двухбуквен-
ным алфавитом. Кодирование состоит из двух этапов. На первом этапе 
сообщение разбивается на блоки длины / = \1/у/р\. Блок из нулей ко­
дируется одним нулем, если блок содержит хотя бы одну единицу, то 
его кодом будет весь блок с добавленной перед ним единицей. После 
первого этапа длина сообщения сильно сокращается, а полученный код 
можно рассматривать как сообщение, порожденное марковским источни­
ком с согласованными вероятностями. На втором этапе к полученному 
после первого этапа слову применяется арифметический код, использую­
щий вычисленные аналитически вероятности символов. Предложенный 
метод имеет в 1/у/р раз большее быстродействие по сравнению с ариф­
метическим кодированием при той же избыточности и используемой па­
мяти, что и у арифметического кода. 
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