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Проблема численного отыскания состояния равновесия в линей­
ной модели обмена в принципе решается методом из [7], сводящим 
дело к некоторой задаче линейной дополнительности [8]. Однако при 
этом слабо учитывается специфика исходной модели и возникающая 
задача линейной дополнительности имеет сравнительно большую раз­
мерность — порядка произведения числа участников на число продук­
тов модели. 

Более экономные процедуры нахождения равновесного состояния 
в линейной модели обмена были получены на основе применения идей 
полиэдральной комплемент арности [4, 5]. Учитывая тот факт, что 
в этих рассмотрениях в качестве вспомогательной задачи фигурирует 
классическая транспортная задача линейного программирования, в [6] 
для модели с фиксированными бюджетами был предложен метод, ис­
пользующий идеи венгерского алгоритма решения транспортных за­
дач [3]. При этом в доказательстве конечности процесса существенно 
использовался факт потенциальности рассматриваемых кусочно-по­
стоянных отображений. 

В данной работе излагается новый вариант такого алгоритма. 
В отличие от алгоритма [6] новый процесс характеризуется монотон­
ным возрастанием вспомогательной функции, задающей текущее зна­
чение величины максимального потока, как это имеет место в обычном 
венгерском методе для транспортных задач [3]. 

§ 1 . П р е д в а р и т е л ь н ы е п о с т р о е н и я 

Пусть / = { 1 , . . . , т } — множество номеров участников модели, 
а J = {1,2 , . . . , п } — множество номеров продуктов (товаров), кото­
рые участвуют в обмене. Предполагается, что каждый участник рас­
полагает определённым количеством каждого продукта. Пусть dl = 
( d i , . . . , d j j — вектор, j-я компонента которого равна количеству j-ro 
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продукта у г-го участника, 1 $: j ^ п. Относительная ценность раз­
личных наборов товаров для каждого участника своя и задается не­
которой линейной функцией. Пусть сг = (с*,.. . ,c |J — вектор коэф­
фициентов такой (целевой) функции для г-го участника. Предполага­
ется, что все векторы сг и dl неотрицательны, т. е. c\d% £ JR". Если 
р — ( p i , . . . , p n ) G Л+ — некоторый вектор цен на товары, то участ­
ник с номером i может получить от продажи своего набора товаров dl 

п 
доход (pjd1) = Y2pjdlj, после чего он может приобрести набор товаров 

i= i 
х% — (х\,..., х*п), который оценится для него величиной (с\хг). Это 
приводит к следующей задаче г-го участника: 
максимизировать 

(c\z«) (1.1) 
при условиях 

(р,х')^(р,<Г), (1.2) 
х1" > 0. (1.3) 

Вектор цен р называется равновесным, если среди оптимальных ре­
шений задач участников имеются такие хг = х1, что выполнено условие 
баланса товаров 

£*•• = £ * • (1-4) 

Это означает, что все планы хг закупок участников действительно могут 
быть удовлетворены. Равновесный вектор цен р вместе с соответствую­
щими х\ г 6 / , образуют состояние равновесия. Ясно, что для хг = хг 

и р — р неравенства (1.2) выполняются как равенства. 
Отметим, что неравенства (1.2) относительно р являются однород­

ными. Поэтому вектор цен интересует нас с точностью до положитель­
ного множителя, а значит, нар можно наложить дополнительное условие 
нормировки, считая, например, что ]Г pj = 1, т. е. ограничиваясь рас-

смотрением векторов цен р из симплекса цен а = <р £ Щ, ^ pj = 1 >. 

Естественно предполагать, что все векторы сг отличны от нуля 
и при каждом j G J выполняется условие 

max с!- > 0. (1.5) 

Это означает, что любой товар представляет интерес хотя бы для од­
ного участника. При выполнении этого предположения непосредственно 
из определения следует, что все компоненты равновесного вектора цен 
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должны быть строго положительны (ибо в противном случае целевая 
функция какой-то из задач (1.1)—(1-3) не ограничена сверху на множе­
стве допустимых решений этой задачи). 

Без ограничения общности можно считать, что все векторы dl также 
отличны от нуля и 

£ d } = i, jeJ. (1.6) 
t e / 

(Последнее обеспечивается выбором соответствующих единиц измерения 
товаров.) 

Необходимое и достаточное условие существования равновесных со­
стояний в описанной модели состоит в отсутствии собственного подмно­
жества участников S С / , вместе обладающих совокупностью товаров 
из множества G С </, но помимо этого обладающих и какими-то прочими 
товарами, не представляющими для них интереса: 

XX-= 1' J € G , (1-7) 

£Е4>°, (1.8) 
j£J\G i£S 

с) = 0, J£j\G1ieS. (1.9) 

Если это условие не выполняется (т. е. указанные подмножества S к G 
существуют), то говорят, что модель сводима. 

Важным классом несводимых моделей являются так называемые мо­
дели с фиксированными бюджетами. Это такие модели, в которых каж­
дый участник обладает определенной долей каждого товара: dl = Лге, 
где е ~ ( 1 , . . . , 1) б Rn. В этом случае при р £ а имеем 

(p,<f) = А,-(р,е) = А,-, 

т. е. количество денег, получаемых г-м участником от продажи имею­
щихся у него товаров, не зависит от цен. Этим и объясняется используе­
мая терминология. 

Для модели с фиксированными бюджетами проблема отыскания рав­
новесия сводится ([1, с. 355]) к задаче максимизации функции 

при условиях 

iei 
х{ ^ о, i e / , 



46 В. И. Шмырёв 

(здесь, как и выше, е = (1 , . . . ,1 ) £ Rn). Однако автору не известны 
конечные процедуры, основанные на использовании этой задачи. 

В основу подхода [4, 5], в значительной степени позволившего прояс­
нить качественную сторону проблемы и разработать достаточно эффек­
тивные процедуры отыскания равновесных состояний, положена дру­
гая экстремальная задача, порождаемая исходной моделью. Это транс­
портная задача модели в следующей формулировке: 
максимизировать 

V ^Лпс} (1.10) 
(iJ)eT 

при условиях 

£ * y = (p,cT), iel, (l.ii) 
j€Ti 

5 > у = я , -?e/> (1Л2) 
Zij^o, (i,j)eT, (1.13) 

где 
T = {(i,j)eix J\c)>o}, 
Ti = {jeJ\(i,j)eT), 
Tj = {iei\(i,j)eT}, 

a p — ( p b . . . ,pn) — вектор цен из а, компоненты которого pj играют 
роль изменяющихся параметров. Ввиду (1.6) имеем 

т. е. при любом р транспортная задача модели сбалансирована. Если 
с] > 0 при всех (г, ji) £ / X J , т. е. Т = / X J , то из сбалансированности 
следует и разрешимость этой задачи. Если же среди с} есть нулевые, то 
в рассматриваемой транспортной задаче появляются запрещённые связи 
(они отвечают cj = 0) и задача, вообще говоря, разрешима не при всех 
р € о. При этом имеет место следующая 

Лемма 1. ЕСЛИ модель обмена, сводима,, то при любом р £ сг° транс­
портная задача модели неразрешима, (сг° — относительная внутренность 
симплекса <т). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть модель обмена сводима и 5, G — соб­
ственные подмножества соответственно множеств / и J , фигурирую­
щие в определении сводимости, для которых выполняются условия (1.7)-
(1.9). Для простоты записи будем предполагать, что все прочие с%-, кроме 
указанных в (1.9), положительны. 
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Среди ограничений (1.11) и (1.12) присутствуют следующие: 

jeG 

^2zij =Pj> J e G. 

Просуммируем эти равенства, умножая при этом уравнения первой груп­
пы на (—1). В результате получим 

j£Gi£l\S jEG i£S 

Но ввиду (1.7) 

£(р,*) = £ л £ 4 = £й+ £ £ 4 (^) 
Из (1.8) следует, что хотя бы один элемент «]• при i £ S и j* £ J \ '5 
положителен. Поэтому при любом р > 0 из (1.15) следует, что 

Но тогда (1.14) несовместимо с неотрицательностью величин Zij и при 
таких р транспортная задача модели не имеет допустимых решений. 
Лемма 1 доказана. 

Из леммы 1 следует, что если транспортная задача модели при не­
котором р £ ст° обладает допустимыми (а значит, и оптимальными) 
решениями, то модель несводима и равновесный вектор цен существует. 
Обратное (т. е. разрешимость транспортной задачи при некоторых 
р > 0 в случае существования равновесия), как уже отмечалось, следует 
из (1.5). 

Таким образом, используя транспортную задачу модели, мы полу­
чили признак существования равновесных цен. Теперь сформулируем 
признак равновесности некоторого вектора р £ <т°. 

Среди всех множеств < f c T выделим те, которые обладают свойст­
вом: при каждом i £ / множество {j £ J | (i,j) £ &} непусто. Эти 
множества будем называть i-пакрывающими. Пусть £Н — совокупность 
всех двойственно-допустимых базисных множеств транспортной задачи 
модели и их всевозможных i-накрывающих подмножеств. Каждому 
88 £ 91 поставим в соответствие пару множеств, которые обозначим 
через $1(38) и З ( ^ ) . 

Под $1{38) понимается множество таких точек р £ <т, что совместна 
система условий (1.11)—-(1.13) при дополнительном требовании 

*у=0, (%J)t#. (1.16) 
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При 38 £ 9\ условия (1.11) и (1.12) вместе с (1.16) однозначно опреде­
ляют величины Zij = zfj(p) как линейные функции от параметров pj. 
Следовательно, множество $1(38) определяется условием р £ с и систе­
мой линейных неравенств 

z?(p)>o, ( * , j ) e # (1.17) 
вместе с дополнительными условиями совместности системы уравнений 
(1.11), (1.12), (1.16). Это приводит к линейной системе относительно 
Pj. Следовательно, 0,(38) представляет собой выпуклый многогранник. 
При каждом р £ 0(38) величины zf-(p) образуют оптимальное решение 
транспортной задачи модели. 

Множество H(3S) можно охарактеризовать как совокупность таких 
q £ сг°, что множество предпочтительных товаров в задаче г-го участ­
ника содержит множество {j £ J | (г, j) £ 38]. Точнее говоря, множество 
Е(38) задаётся условием q £ а0 и следующей системой уравнений и не­
равенств: 

^ = 3-, ( i , j ) , ( i , f t ) € # , (1.18) 

^ Ц £ , {%,l)i&, (ij)e&. (1.19) 
Ч\ 4j 

Теорема 1. Вектор цен р £ <7° является равновесным тогда, и толь­
ко тогда, когда имеется множество 3S £ 9г такое, что р £ О ( ^ ) П *Е(38). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть р £ 0(38) п Е ( ^ ) при некотором 38 £ JR. 
Покажем, что _р — равновесный вектор цен модели. Действительно, так 
как р £ 0(38), то величины ^ , являющиеся решением системы (1.11), 
(1.12), (1.16), не отрицательны, а векторы х% с компонентами х1- — z{j/pj 
являются допустимыми в соответствующих задачах участников. Из 
р £ *Е(38) следует, что эти векторы будут оптимальными в этих задачах. 
Условие же (1.12) с учетом (1.16) означает, что выполняется требуемое 
условие баланса. Таким образом, р — равновесный вектор цен. 

Покажем обратное. Пусть р — равновесный вектор цен. Это озна­
чает, что в соответствующих задачах участников найдутся оптималь­
ные векторы х\ удовлетворяющие условию баланса (1.4). Ясно, что при 
таких хг условие (1.2) выполнено как равенство и величины zf, — х1,р3-
образуют допустимое решение транспортной задачи модели. Легко ви­
деть, что это решение является оптимальным. Действительно, опти­
мальность вектора х1 в задаче г-го участника означает, что х%- = 0 при 
j £ Т{ и при некотором у{ > О выполнены неравенства 

ViPj^c), J£T{, (1.20) 

sj(y t-ft-c}) = 0, j € J . (1.21) 
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Но тогда при u° = lnt/t- и vj = Inpy выполняются следующие условия 
задачи, двойственной к транспортной задаче модели: 

< + ^ l n c } , (i,j)€T. (1.22) 

При этом из (1.21) следует, что если ^ > 0, то соответствующее не­
равенство (1,22) выполняется как равенство. Таким образом, выпол­
нены известные условия дополняющей нежесткости и при данном р ве­
личины zfj задают оптимальное решение транспортной задачи модели, 
а величины г/° и г>° — оптимальное решение в соответствующей двойст­
венной задаче. Оптимальное решение z^ = z\- не обязательно поро­
ждается каким-то базисным множеством. Однако всегда можно указать 
возможно иное оптимальное решение этой же задачи z^ — z\-, порож­
даемое некоторым допустимым и двойственно допустимым базисным 
множеством 3§. При этом z^ = 0 для (iyj) £ 38. Сужая множество 
38 до 38' = |(i,j*J £ Т ! z[- > 0}, мы не потеряем i-накрываемости, и, 
значит, 33' £ 91. Ясно также, что р £ £1(38'). Из условий дополняющей 
нежесткости, связывающих оптимальные решения пары двойственных 
задач линейного программирования, следует 

или 
УгРз = 4> (hj)€&-

С учетом (1.20) это означает, что 

с1- с{ 

— - max-5-, 
Pj k*J Pk 

а тем самым р £ H(^ ' ) . Теорема 1 доказана. 
легко показать, что при любом J& (Е 91 множества £1(38 j и Н(^^ 

непусты. Рассмотрим, например, множество Е(38). 
Так как 38 6 91 (т. е. ^ является г-накрывающим подмножеством 

некоторого двойственно-допустимого базисного множества), то сущест­
вуют щ и Vj такие, что 

Ui + vj = lnc} 5 (ij)e&, 
щ + vj > l n c j , ( i , j ) g ^ . 

Введем у,- = e"* и дгу = е^'. Тогда 

%ft = cj, ( i , j ) € ^ , (1.23) 
№<7*^4, ( г , £ ) ^ . (1.24) 
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Ввиду г-накрываемости множества 38 из (1.23) можно определить все yi. 
Подставив их в (1.24), получаем неравенство 

— > — (ij)6&, (uk)$&. 
9j 9k 

Полагая pj = gj / ^ #j, получаем вектор р — (рг,... ,_р„) € Е(38). 

Теперь рассмотрим множество $1(38), 38 € 91. Так как из «^ь <^2 € 91 
и «^ С <̂ 2 следует П(^х) С $1(382), то достаточно показать непустоту 
множеств $1(38), порождаемых минимальными элементами из 91 (в смыс­
ле предпорядка, порождаемого отношением включения). 

Пусть 38 — минимальное г-накрывающее множество из 91. Тогда 
если Zij — zfj(p) образуют решение системы (1.11), (1.12), (1.16), то 

zfj(p) = (Р, а'?)> (hj) € 38, (1.25) 

Е *£(*) = »• С1'26) 

Введем множества /, = {г £ / | ( i , j ) 6 <^}. Ввиду г-накрываемости 
множества 38 каждый г 6 / попадает в какое-то множество Ij. Из (1.25) 
и (1.26) получаем 

Р; = ]Г(р,сР) ПРИ 7 ^ 0 > ( L 2 7 ) 

Pj = 0 при J,- = 0. 

Пусть тг — вектор, состоящий из pj, отвечающих непустым множествам 
Ij. Тогда (1.27) перепишется в виде 

тг = Отг, (1.28) 

где матрица D неотрицательна и, как легко видеть, ввиду (1.6) обладает 
свойством: сумма элементов в каждом столбце равна единице. Если 
ввести вектор ё = ( 1 , . . . , 1) той же размерности, что и 7г, то это свойство 
запишется в виде равенства ё = ё£). Это означает, что единица является 
максимальным по модулю собственным числом матрицы D, а у сис­
темы (1.28) всегда имеется ненулевое неотрицательное решение. Это 
и дает с точностью до положительного множителя вектор р из $1(38) 

(возможно, придется разделить на YJPJ) чтобы добиться выполнения 

условия ^ Pj — 1) . 
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§ 2. Метод 

Предлагаемая процедура отыскания равновесного состояния бази­
руется на приведенном в предыдущем параграфе признаке равновесия. 
На очередной итерации рассматривается некоторое множество 39 £ 91 
и точка q £ Е(39). Если оказалось, что q принадлежит множеству 0,(39), 
то q является равновесным вектором цен. Если же точка q не принадле­
жит множеству 0(39) * то осуществляется движение точки q в пределах 
множества Е(39) таким образом, чтобы убывала некоторая мера отда­
ленности точки q от множества 0(39). Если при таком движении точка 
q попадает на какую-то грань множества Е(39), то это порождает новое 
множество Е(3§') С Е(39) при 38' £ 91 и 38* 3 38. Итерация повторя­
ется. В процессе движения точки q в соответствии с некоторым прави­
лом может произойти и расширение множества Е(38) до E(39,f) D Е(39) 
с 39" С 38 и 39" е 91. 

I l-i Т / П Т Л Л ТГЛ.«-\ТТ<-\ ТЯГГГЛ/̂ -ГЛ «"» ТТ T»"Tjr T T T \ / \ TT/-V ТТ \ Т / ' 1 1 / М П Л / Т ТГ*~\ ГП/^1ЛГ TT/~V"»"l ТТ <"~ЧТУ О 7Т, 

J-Cbs>-\J±KJ tj*J>j+<x ш с ^ / а щ ш п р и д и л / л а л . » и . .д м*-* i c X Hv./p, ПОКсХ U 

q е ПШ). 
Для подробного описания метода в первую очередь нужно конкре-

тизовать упомянутую меру отдаленности точки q 6 <7° от множества 
£1(39). Для этого введем в рассмотрение следующую вспомогательную 
транспортную задачу: 
минимизировать 

У zi0 + / v ^ U ; 
» = 1 j = l 

^ Q j (2.1) 

при ограничениях 

У^ ^.j + -̂0 = Аь г = 1 .. .га, (2.2) 
j : ( « , i ) e ^ 

] Р z{j + zoj = qh j = 1 . . . n, (2.3) 

^ 0 , ( t , j ) e ^ , (2.4) 
^ o ^ O , г = 1. . .ra, (2.5) 
^oi^O, j = l...n. (2.6) 

Известно, что эту задачу можно свести к задаче о максимальном по­
токе. Подробно это описано в [6]. Отметим лишь, что такое сведение 
осуществляется введением дополнительных переменных vi0 — Х{ — zi0 
и voj = qj — ZQJ, которые, как легко убедиться, принимают лишь неотри­
цательные значения и связаны соотношением 

£t; i 0 = X>oi- (2.7) 
*6/ JEJ 
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Пусть v0 — общее значение левой и правой частей в равенстве (2.7). 
Тогда для функции (2.1) имеем 

2 ^ ZiQ + ] Р Z0j = ] Г Xi + Yl % " Y2 ViG """ X ) V°l = 2 ~ 2V°- ^2*8) 
*e/ ieJ *e/ jeJ te/ je-/ 

В результате для задачи (2.1)—(2.6) получаем следующую эквивалент­
ную ей задачу: 
максимизировать 

(2.9) 

О, г £ J, (2.10) 

0, J £1 (2.11) 

0, (2.12) 

0, (2.13) 

^ 0 , {i,j)e&, (2.14) 

O^voj^qj, jeJ, (2.15) 

0 ^ vi0 ^ Аг-, г е I. (2.16) 

Это и есть задача, которая позволяет судить об отдаленности точ­
ки q от множества Щ&). Оптимальное значение целевой функции этой 
задачи будет зависеть от задаваемой точки q. Обозначим его через v^q). 
Легко видеть, что 0 ^ v^q) ^ I. Если v^q) — 1, то это означает, 
что в оптимальном решении задачи (2.1)-(2.6) все zoj и zi0 равны нулю, 
а значит, q 6 Vi{38). Если же v^{q) < 1, то q £ \1{Ж) и величина 1 — v^q) 
характеризует меру удаленности q от fi(i^). 

Для удобства дальнейшего изложения каждому множеству 88 Е 91 
поставим в соответствие граф Т(88) с множеством вершин V — /U {га + 
j | j G J } и множеством дуг U = { ( г , т + j) \ (i,j) G ^ } . С целью 
интерпретации задачи (2.9)-(2.16) в виде задачи о максимальном потоке 
расширим граф Т(88) до графа Г ( ^ ) , заменяя множества V ж U я&У, U 
следующим образом. Положим V — V U {0, га + тг + 1}, а С/ получаем из 
{7, пополняя его дугами вида 

1) (0, г), % € / , — дуги соответствуют переменным г^0; 
2) (?тг + j , га + п + 1), j G / , — дуги соответствуют переменным VOJ ; 
3) (га + п + 1,0) — дуга соответствует переменной г>0. 

при условиях 
VQ 

) v zij 

£%• 

+ ^tO — 

- ?Joj = 

-f *̂о ~ 

- v0 = 
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Задача (2.9)-(2.16) является задачей о максимальном потоке на гра­
фе Т(38) из вершины 0 в вершину га + п + 1. 

Вернемся к описанию предлагаемого метода нахождения равнове­
сия в рассматриваемой модели обмена. Пусть к началу (к + 1)-го шага 
имеется некоторое множество 38к € 91 и точка qk € Е(38к). Для про­
верки равновесности вектора цен qk решаем задачу о максимальном по­
токе (2.9)-(2.16) при q = qk. Предполагается, что для решения этой 
задачи используется метод деревьев (см. [2]). При этом будет получен 
оптимальный граф-дерево, порождаемый некоторым оптимальным ба­
зисным множеством jtfk. Обозначим этот граф через Т(^к). Его дуги 
являются также дугами и в графе Т(38к). Если из Т(^к) удалить дугу 
(га + п + Г, 0), то возникнут две компоненты связности. Пусть X ж X — 
множества вершин этих компонент; при этом 0 € X и (га + п + 1) £ X. 

Ввиду оптимальности базисного множества jtftk в графе Т(38к) нет 
дуг вида (i,ra + j ) , ведущих из X в X. Множество таких дуг бу­
дем обозначать через (Х,Х) . Однако дуги такого вида, ведущие из 
X в X , могут присутствовать в Т(38к), но при этом полученные опти­
мальные значения соответствующих переменных z~ в задаче о макси­
мальном потоке должны равняться нулю. Мы получили бы то же са­
мое оптимальное базисное множество Jtk и те же оптимальные зна­
чения zkj, решая задачу о максимальном потоке, если предварительно 
исключили бы из 38к связи ( i , j ) , соответствующие дугам (г, га + j) из 
( Х , Х ) = {(г',га + j) \ i e Х,(га + j ) e X } . 

Будем считать, что такая процедура согласования множества 38к 
с точкой qk уже проделана. 

Пусть vl(qh) — оптимальное значение величины потока в задаче 
(2.9)-(2.16) при q = qk и v^{qk) < 1. Как уже отмечалось, это означает, 
что qk £ $1(381*) и, следовательно, qk не является равновесным векто­
ром цен. Согласно ранее намеченной схеме нужно перемещать точку д, 
отправляясь от точки qk в пределах множества Е(38к) так, чтобы значе­
ние vl(q) возрастало. Для определения направления такого перемещения 
поступаем следующим образом. 

Пусть т — число компонент связности графа Т{38к), а множество Vu 
вершин, попадающих в Р-Ю компоненту связности, задается посредством 
таких множеств /„ С I и Jv С </, что Vv = Iv U {га + j \ j £ Л } -

Определим точку р = rk Е <х°, решая следующую систему уравнений: 

]Cft = ]CAb "=1-.-Л (2.17) 

&==§, (i,j),(i,l)em. (2.18) 
cj ct 
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Легко видеть, что эта система имеет единственное решение. В самом 
деле, если в какой-то компоненте связности имеется лишь одна вершина 
вида га + jo, (т. е. все дуги этой компоненты имеют вид (г, га + j 0 ) ) , то 
гк

о однозначно определяется из соответствующего уравнения из (2.17). 
Не исключено, что при этом (га + j0) — единственная вершина компо­
ненты, т. е. Iv — 0 . В этом случае гк

о = 0. Если же в рассматрива­
емой компоненте имеется более одной вершины вида га + j , j 6 J , то 
соответствующие гк определяются из (2.18) с точностью до некоторого 
множителя пропорциональности, который, в свою очередь, однозначно 
определяется из (2.17). 

Таким образом, точка гк определяется из (2.17) и (2.18) единствен­
ным образом. Она и задает направление смещения точки q: 

q(t) = qk+t(rk-qk). (2.19) 

(Л ^VtrrrOTUT Г»ТГОТП7ГТ*Т П*У Т»Т ТТТГ\ТПТГ\ГТТГГ\-кГ ТТ-ПЛТЛГ W , V^J MV-1VA Ы И у Д / И и 0«_1_- XJJJXXXV-MXXX^XXiXV_.XVX XX.XJJ .Л. 3 О ТТТТТТТТТ» О <Т t A T OTrOTTOTTTTOr 

условий: 
(а) точка q(t) не покидает множества Н ( ^ ) , 
(б) не нарушается условие согласования множества Зё^ с точкой <?(£), 

т. е. в 3§ъ нет связей вида (г, j ) таких, что соответствующие дуги 
(г, m+j) принадлежат множеству (X, X) , порождаемому текущим опти­
мальным базисным множеством задачи (2.9)-(2.16) при q = q(i). 

Проверка обоих условий сводится к анализу систем линейных нера­
венств. Условие (а), т. е. условие q(i) € S ( ^ ) , равносильно системе 

7 ^ - т ^ > (i,j)e&k, {hl)i&k. Ф)" ФУ 
Это дает некоторую систему неравенств относительно t. 

Условие (б) приводит к параметрической транспортной задаче, в ко­
торой от параметра t зависят правые части системы уравнений. Для 
соответствующей задачи (2.5)-(2.16) о максимальном потоке мы полу­
чим зависящие от параметра t ограничения на пропускную способность 
по дугам вида (га + h т + п + !)• Исследование такой задачи легко 
осуществить по известной процедуре параметрического линейного про­
граммирования. Более подробно это делается следующим образом. 

Имея оптимальное базисное множество задачи (2.9)-(2.16) при не­
котором значении параметра £, мы получаем однозначно значения ба­
зисных переменных z^, vi0, v0j как линейные функции этого параметра. 
Требование неотрицательности этих переменных, а также ограничения 
сверху на vi0 и v0j приводят к линейной системе неравенств относительно 
t. Интервал совместности этой системы укажет границы изменения £, 
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в которых имеющееся базисное множество остается оптимальным. Сме­
щение t за любую из этих границ (нас интересует граница сверху) при­
водит к изменению оптимального базисного множества. Из базисных пе­
ременных исключается та, для которой условие неотрицательности или 
ограничение сверху оказалось лимитирующим при определении рассмат­
риваемой границы интервала оптимальности базиса. Вводимая перемен­
ная определится по правилам двойственного метода последовательного 
улучшения. 

Для того чтобы гарантировать конечность процедуры параметриче­
ского программирования, считаем выполненным известное условие 
двойственной невырожденности транспортной задачи (1.10)—(1-13). 
В данном случае это условие можно сформулировать в следующем виде: 
для любого вектора цен р £ <J° и произвольных величин у{ > 0, i £ / , 
удовлетворяющих неравенствам 

«-«. "> Л (i п\ а Т 

число неравенств, выполняющихся как равенства, не превосходит 
m + п — 1. 

Вернемся к описанию предлагаемого метода. Следует отметить, что 
упомянутое условие согласования множества 38к с изменяющейся точ­
кой q(t) очевидным образом не нарушается в пределах интервала опти­
мальности текущего базисного множества л£к. Поэтому, увеличивая t 
от значения 2 = 0, найдём t* как максимальное значение /, при кото­
ром q(t) £ ^{38к) и сохраняется оптимальность текущего базисного мно­
жества в задаче о максимальном потоке. В связи с этим различаем два 
случая. 

(i) Дальнейшему увеличению t препятствует условие q(t) £ Е(38к). 
В этом случае в дополнение к связям (г, j ) £ 38к при t = t* появляются 
новые «рентабельные» связи (г, /) £ Т, на которых реализуется 

4 
max ——• 

Пополняя всеми такими парами (i,/) множество 38ку получаем множест­
во 38к+1. После этого следует досчитать задачу о максимальном потоке 
с множеством 38к+х и в случае необходимости провести корректировку 
этого множества с целью его согласования с точкой q(t*) = qk+1. 

(И) Лимитирующим фактором при определении t* является опти­
мальность текущего базисного множества Мк. В этом случае, выполняя 
итерацию двойственного метода последовательного улучшения, перехо­
дим к новому базисному множеству ~#&+1, что может повлечь за собой 
изменение 38к (а значит, и точки г*) с целью его согласования с точкой 
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§ 3. Монотонность процесса 

Пусть Л(к — оптимальное базисное множество в задаче (2.9)-(2.16) 
при q = дк и 38 — 3§к. Как уже отмечалось выше, удаление из графа 
Т(3§к) дуги (га + п + 1,0) приводит к возникновению двух компонент 
связности. 

Пусть, как и прежде, X и X — множества вершин этих компонент 
и при этом 0 6 X, т + п -г 1 £ X 

Л е м м а 2. Если в множестве 38к нет связей (i,j) таких, что дуги 
(i,m + j) ведут из X в X, то смещение точки q в направлении точки 
rk — r(3#k) (в пределах оптимальности множества Л£к) ведет к возрас­
танию потока vl(q). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Прежде всего отметим, что любая компонента 
связности графа Т(&к) целиком содержится либо в (X, X) , либо в (X, X) . 
JL» ^-«XlVIUiVL / i , C « ) i e , П ^ y i . j / V j Л С Л ^ J , J i S3KLJJ,Cb у I•, / /1< ~[- J J , <X 1Э ^УЛ , У 1 у Э J. JC1 д ) И 1 

также отсутствуют, ибо ввиду оптимальности базисного множества Мк 
в (X, X) содержатся лишь насыщенные дуги, т. е. те дуги, по которым 
величина потока совпадает с их пропускной способностью (с ограниче­
нием сверху), а для дуг вида (г, m + j) нет ограничения на пропускную 
способность и, значит, они не могут быть насыщенными. Таким обра­
зом, все дуги любой компоненты связности графа Т(38к) содержатся либо 
в ( Х , Х ) , л и б о в ( Х , Х ) . 

Теперь покажем, что если v-я компонента связности такова, что 
выполняется неравенство ^ Аг- > ^ д*, то эта компонента попадает 

в (X, X) . Пусть величины z^ — zkj задают оптимальное решение задачи 
(2.1)-(2.6) при q = qk и 38 — 38к. Из уравнений баланса (2.2) и (2.3) при 
г 6 lv и j € Ju имеем 

- 2 ^ zij-zio = -bi> i€h, (3.1) 
i:(»,i)e^fc 

2 4 + *<* = «*, i e ^ - (3.2) 
• :(ij)€^fc 

Сложив эти равенства, получаем 

- Е 4 + Е 4 = -ЕА« + Е«? < °- <3-3) 
Значит, 
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Следовательно, среди величин 2*0, % 6 /*, есть строго положительные. 
Пусть, например, zk

0 > 0, / 6 /„. Тогда для соответствующей величины 
vf0 = А? — 2*0 имеем t;f0 < А/, т. е. дуга (0,/) оказывается ненасыщенной 
и (0, /) Е *-#* (иначе на этой дуге нарушался бы признак оптимальности 
. ^ ) . Таким образом, рассматриваемая компонента связности примы­
кает к вершине О Е X, а значит, целиком содержится в (X, X) . 

Теперь заметим, что в рассмотренном случае все дуги вида 
( т + j , m + п + 1) при j 6 J„ должны быть насыщенны. Это озна­
чает, что величина потока через v-ю компоненту связности, для которой 
YJ ^i > ]C ?/> равна X) ?*• Но при движении из точки qk на точку г*, 

«еЛ/ je^i / У€Л^ 
для которой имеем ]£ А,- = ^ г*, все величины qj(t) — qk + t(rk — g|), 

j G /i/, будут пропорционально возрастать, а значит, будет расти и ве­
личина потока Yl 4j(t) через рассматриваемую компоненту связности. 

А г J 
j f v 

Аналогично исследуется случай, когда ^ Аг- < ^ #*. В этом слу-
чае получаем, что рассматриваемая компонента связности целиком ле­
жит в (Х ,Х) , все дуги вида (0, г), г Е /„, насыщенны и поток через 
такую компоненту связности равен величине £} Аг-, а значит, при дви-

*€/„ 
жении точки q(t) изменяться не будет. 

Остается заметить, что если компонента связности такова, что вы­
полняется равенство ]Г) Аг- = ]Г 9* (такая компонента может лежать 

как в ( Х , Х ) , так и в (Х,Х)) , то поток по такой компоненте при дви­
жении точки q(t) на точку rk изменяться не будет, ибо в этом случае 
1>2 Qj ~ £ rj и J2 Qj(t) — ]С ^г- Лемма 2 доказана, 

уел, уел, уел, i£iv 

х аКйм образом, выбираемое на каждом шаге процесса направление 
изменения текущей точки q Е Е(&к) (на точку гк = г(&к)) ведет к улуч­
шению оптимального значения величины потока v^q). Предполагае­
мая двойственная невырожденность транспортной задачи модели обес­
печивает возможность ненулевого сдвига в этом направлении, но нужно, 
чтобы при таком сдвиге не нарушалось условие q Е Н ( ^ ) . Это будет 
так, если точка qk находится в относительной внутренности множества 
Н ( ^ . ) . Если при движении точка q(t) достигает границы этого мно­
жества, то благодаря тому, что при этом 3Sk пополняется всеми новыми 
«рентабельными» связями (п. (i) в описании алгоритма), точка qk+1 ока­
жется снова в относительной внутренности нового множества Н ( ^ + 1 ) . 
Остается показать, что при выполнении процедуры согласования теку­
щей точки qk с множеством 3§к, когда из 3&к исключаются связи ( i , j ) , 
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соответствующие дугам (г, га + j) Е (Х ,Х) , а следовательно, происхо­
дит расширение множества £(<^) , — что и в этом случае положитель­
ный сдвиг на новую точку r*+1 = r(3?k+i) возможен, т. е. расширение 
множества Н ( ^ ) происходит «в нужную сторону». 

Л е м м а 3. Пусть множество Зёъ+i получено из 38к в результате со­
гласования множества £$к с точкой qk, т. е. исключением из 38к всех 
связей ( i , j ) , соответствующих дугам (г, га + j) 6 (Х ,Х) , где X и X по­
лучены при решении задачи о максимальном потоке для q — qk. Если 
(ioijo) С 3§-k \ &k+i, то при движении точки q(t) в точку rk+1 = r(38k+i) 
граничное условие множества E(£8k+i), отвечающее связи (i0,jo), 
не является сдерживающим. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как г0 € X, то дуга (0,г0) — насыщенная. 
Это означает, что для величин zk

j4 задающих оптимальное решение за­
дачи (2Л)-(2.6), при q~Qk выполняется равенство ]Г zfo, = Аго. 

J :('*0-,j)c^#s 

Так как (г0,га + j 0 ) Е (Х ,Х) , то zfo-Q — 0. Но Аго > 0, и поэтому 
среди величин zfoj, (г0, j ) € <̂ ь есть положительные. Значит, найдется 
(*о? Ji) € 38k при j i т̂  Jo- Тогда ввиду qk 6 £ ( ^ ь ) выполняется 

с-0 с-0 

Ji _ Jo (3.4) 

Нужно показать, что при t ^ О имеет место неравенство 

«71 СО Фо(0 
Для этого достаточно показать, что 

с*0 сг-° 
Jl £ -^ТТ- (3.5) 

сг° сг° 
^ > -ёт- (з.б) Jb-4-1 

J l JO 

Это неравенство выполняется, если г**1 ^ qk
x и г*о

+1 ^ д*о. Покажем это. 
Прежде всего отметим, что исключение дуг вида (г,га + j ) £ ( Х , Х ) 

не нарушает оптимальности имеющегося базисного множества <Мк, 
а значит, для нового множества 38к+\ при q~qk остаётся прежнее опти­
мальное базисное множество Мк и прежние порождаемые им множества 
X и X. Как отмечалось при доказательстве леммы 2, множество дуг 
каждой компоненты связности графа Г ( ^ + 1 ) содержится либо в мно­
жестве (X, X) , либо в множестве (Х ,Х) . 

Ясно, что вершины i0 и ra+ji попадают в компоненту связности, ле­
жащую в (X, X) , а вершина га + jQ — в компоненту, лежащую в (X, X) . 
Пусть, для определённости, вершина га + jo попадает в 7/-ю компоненту 



Новый вариант венгерского метода, 59 

связности, т. е. j 0 £ Jv. Эта компонента соединяется какой-то «базис­
ной» дугой с вершиной 0, а все дуги вида (m + j , п + m + 1), j е Л , — 
насыщенные. Это означает, что z\$ = 0 при любом j € Л . Тогда за­
писывая равенства (3.1) и (3.2) с заменой «Й?А на ^jb+i, аналогично (3.3) 
получим 

2>-£ч? = Е4>о. (з.7) 
*€/„ j€-7„ «*€/„ 

С другой стороны, 

ЕЛ< = Е ^ + 1 - (3-8) 
Теперь из (3.7) и (3.8) следует, что 

Остается учесть, что в любой компоненте связности графа Г ( ^ + 1 ) 
между величинами г*+1 соблюдаются те же пропорции, что и между 
Qj : r j + 1 " 7v9j J J £ Л- Поэтому из (3.9) следует, что 7* ^ 1 и г^+1 ^ <^, 
j € Jv. В частности, поскольку j 0 6 Л , имеем r*0

+1 ^ д*0. 
Аналогично показывается, что на компонентах связности, попадаю­

щих в (Х ,Х) , выполняется неравенство r*+1 ^ д* и, следовательно, для 
ji £ X получаем г**1 ^ (/£. Это завершает доказательство леммы 3. 

Объединяя утверждения лемм 2 и 3, получаем следующий результат. 

Теорема 2. При выполнении условия двойственной невырожден­
ности транспортной задачи модели описанный метод обеспечивает мо­
нотонное возрастание оптимального значения величины потока v^{q). 

§ 4. Заключительные замечания 

Описанная процедура допускает обобщение на общий случай ли­
нейной модели обмена. При этом усложнится лишь отыскание точки 
rk = г(<Й^), для чего придется решать уже не столь простую систему ли­
нейных уравнений, как это было в рассматриваемом случае. В осталь­
ном алгоритм не потребует каких-либо значительных изменений. Но, 
по-видимому, в общем случае целесообразнее использовать предложен­
ную процедуру в комбинации с итеративным алгоритмом [9]. 

Решенные контрольные примеры показали достаточную эффектив­
ность метода и сходимость за конечное число шагов. Но вопрос теоре­
тического обоснования конечности процесса остается открытым. 
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