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ВЕНГЕРСКИЙ МЕТОД ДЛЯ ОТЫСКАНИЯ 
РАВНОВЕСИЯ В ЛИНЕЙНОЙ МОДЕЛИ ОБМЕНА 

С ФИКСИРОВАННЫМИ БЮДЖЕТАМИ*) 

В. И. Шмырёв, Ю. А. Воленко 

Известно, что задача отыскания равновесия в линейной модели 
с фиксированными бюджетами сводится к некоторой задаче матема­
тического программирования с линейными ограничениями. Такое све­
дение приведено в книге Д. Гейла [1]. Однако эффективных конечных 
алгоритмов для решения задач возникающего класса предложено не 
было. Принципиально иной подход к проблеме, основанный на идеях 
полиэдральной комплементарности, был развит в работах одного из 
авторов [4, 6]. Этот подход позволил не только прояснить некоторые 
качественные аспекты проблемы, но и разработать достаточно про­
стые и эффективные алгоритмы симплексного типа [5, 7, 8], обеспечи­
вающие нахождение равновесия за конечное число шагов. Предлага­
емый в настоящей работе алгоритм является дальнейшим продвиже­
нием в этом направлении, показывая применимость идей венгерского 
метода решения транспортных задач. Это выявляет более тесную 
связь с конструкциями линейного программирования. Использование 
алгоритма Форда — Фалкерсона для задачи о максимальном потоке 
[3] позволяет избавиться от характерного для симплексных процедур 
предположения о невырожденности. 

§ 1 . Описание модели и признаки равновесности 

Будем рассматривать линейную модель обмена с фиксированными 
бюджетами в традиционной форме. Пусть / = { 1 , . . . , га} — множество 
номеров участников обмена, а / = { 1 , . . . , п } — множество номеров про­
дуктов, имеющихся на рынке. Без ограничения общности считаем, что 
имеется по единице каждого продукта. Каждый участник обмена харак­
теризуется некоторым бюджетом и своей линейной целевой функцией, 
указывающей относительную ценность различных наборов товаров для 
данного участника. Пусть А,- — бюджет г-го участника, а с* 6 R+ — 
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вектор коэффициентов его целевой функции. При фиксированном век­
торе цен на товары р Е Л+ формируются задачи участников: 
максимизировать 

Е с Н (i-i) 
при условиях 

£ > * } < : Ай (1.2) 

x)2Q, J^J. (1.3) 
Здесь clj — компоненты вектора с\ а ж* — компоненты вектора х\ ха­
рактеризующего закупки г-го участника: хг- — объем закупок г-м участ­
ником j-vo продукта. 

Вектор цен р называется равновесным, если среди оптимальных ре­
шений задач участников найдутся такие х1, что 

5 > i = 1» i € J . (1.4) 

Равновесный вектор цен р вместе с соответствующими векторами х\ 
г 6 / , образуют состояние равновесия. Ясно, что при хг — хг и р = р 
в (1.2) достигается равенство. Кроме того, из (1.2) и (1.4) следует, что 
J2 Pj — ]С^«- Д л я простоты будем считать, что ^ Аг- = 1, 

jeJ iei iei 
и ограничимся рассмотрением векторов цен р из симплекса цен 
а — \р £ Д£ | ]Г Pj — If- Относительно векторов с1 естественно пред-
полагать, что они отличны от нуля и 

max с} > 0, j e J. (1.5) 

Это означает, что каждый товар представляет интерес по крайней мере 
для одного из участников. В противном случае товар можно исключить 
из рассмотрения. 

В предположении (1.5) равновесный вектор р обязательно положи­
телен, т. е. лежит в относительной внутренности <т° симплекса а. 

Существование состояний равновесия в приведенной модели следует 
из известного сведения исходной проблемы (см. [1], с. 355) к задаче на­
хождения максимального значения функции 

7(x1,...,^) = JI(ci,«i)Ai 

при условии, что 
£ V = e, х ' ^ 0 , iel, (1.6) 
га 
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гдее = ( 1 , . . . , 1 ) € Д п . 
Пусть 

T = {(ij)eixJ\c)>o}, 
Tt = {j€J\(i,j)eT}, 
Tj = {i£l\(i,j)£T}. 

Для формулировки требуемых в дальнейшем признаков равновес­
ного состояния введем в рассмотрение специальную транспортную за­
дачу, которую будем называть транспортной задачей модели: 
максимизировать 

£ *«lnci (L7) 
при условиях 

* € I, (1.8) 

з е J, (1-9) 

( * , Я € Т . (1.10) 

Здесь цены pj выступают в роли параметров. Согласно теории параме­
трического линейного программирования максимальное значение целе­
вой функции приведенной задачи является вогнутой кусочно-линейной 
функцией параметров р^ которую мы будем обозначать через / (р) . Для 
тех р, при которых транспортная задача модели неразрешима, принима­
ется /(р) = — оо. Несложные рассуждения из [8] показывают, что / — 
собственная вогнутая функция, т. е. ее эффективная область domf — 
{р 6 Rn \ /(р) > — оо} = Р непуста. Это простое следствие того, что 
все с1 отличны от нуля, а значит, множество Т обладает свойством 
г-накрываемости: все множества Тг непусты. Поэтому, обозначив че­
рез ti число элементов в множестве Тг и положив 

ъ = \>/и, (ij)er, (l.ii) 
%=0, (iJ)$T, (1.12) 

& = £ % (1-13) 
iei 

получаем, что р е (?, а величины z^ образуют допустимое решение 
транспортной задачи модели при р = р. Ясно, что этого достаточно 
для существования и оптимального решения, т. е. р Е Р . Заметим, что 

/ ^zij — \> 
jeTi 

ieTJ 

ZH 2 0, 
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ввиду (1.5) имеем р > О и тем самым Р П а0 ф 0. Несложно показать 
также, что Р — многогранное множество. Введем для р £ <т° функцию 

%) = ]С^'1 п^ 
и доопределим ее на границе симплекса а по непрерывности: pjbxpj 
считаем равным нулю, если pj — 0. Для р £ а принимаем h(p) = +oo. 

Интересующие нас признаки равновесности основаны на рассмотре­
нии функции (f(p) — h(p)—f(p). Это выпуклая функция и ее эффективная 
область dom^ = {р £ Rn | <р(р) < +оо} совпадает с Р . На Р функция 
<р строго выпукла и непрерывна и поэтому имеет единственную точку 
минимума. 

Теорема 1.1. Точка минимума функции (р нас и только она задает 
равновесный вектор цен модели. 

Доказательство этого утверждения имеется в [5, 8]. 
Для обоснования предлагаемого в этой работе метода потребуется 

в определенном смысле двойственный аналог приведенного признака, 
получающийся путем перехода к сопряженным функциям. При этом 
для произвольной вогнутой функции g сопряженная функция д* зада­
ется формулой 

g*(y) = mf{(x,y)-g(x)}. 
х 

Несложно убедиться, что это приводит к соотношению 

9*(У) = ~(-9П-У), 
где (~gY — функция, сопряженная в обычном смысле к выпуклой функ­
ции (—д). Для вогнутой функции д будем обозначать через дд(у) ее су­
пердифференциал, вводимый формулой дд(х) = —<9(—я)(ж), где д(—д) — 
субдифференциал выпуклой функции (—#). 

В этом случае для вогнутой функции д и ее сопряженной функции 
неравенство Фенхеля имеет вид 

д(х) + д*(у)<^(х,у). (1.14) 
Это неравенство обращается в равенство тогда и только тогда, когда х 
и у связаны соотношением у £ дд(х). 

Легко проверяется, что отображения дд : х —> дд(х) и дд* : у —> 
д#*(у), как и в случае выпуклых функций, являются взаимно обратными, 
т. е. соотношение у £ дд(х) эквивалентно соотношению х £ дд*(у). 

Вернемся к введенной выше вогнутой функции / , задающей опти­
мальное значение целевой функции в транспортной задаче модели, и рас­
смотрим сопряженную функцию /*. Так как / — вогнутая и кусочно-
линейная с компактной эффективной областью, то /* — также вогну­
тая и кусочно-линейная функция с dom /* = Rn, Участки линейности 
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функции / , как следует из теории параметрических задач линейного 
программирования, являются выпуклыми многогранниками, покрываю­
щими всю эффективную область Р правильным образом, т. е. примыкая 
друг к другу по граням и не пересекаясь по внутренним точкам. Пусть 
и — полиэдральный комплекс, образованный этими многогранниками 
и их всевозможными замкнутыми гранями. Пусть {ak \ к Е К} — мно­
жество вершин этого комплекса. Тогда функция /* представима в виде 

f W = m m ( a \ x ) . 

Если сделать замену переменных по формуле Xj = In qj при qj > О, 
то получим строго вогнутую функцию ijj(q) = /*(lng), определенную на 
Inti2+. Отметим, что все точки ак лежат в а и потому неотрицательны 
и отличны от нуля. Следовательно, если q > 0 стремится к границе 
множества Щ,, то ф{ц) —» — оо. 

Рассмотрим сужение функции ф, вводя новую вогнутую функцию 

,/ л { Ф(я)> е с л и ? € <?\ 
^ W = i АО 

У —сю, если q f <т°. 
Из сказанного следует, что в <т° функция ф имеет единственную точку 
максимума. 

Теорема 1.2. Точкар £ <т°, задающая равновесный вектор цен мо­
дели^ является точкой максимума функции ф на сг0. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть р — равновесный вектор цен модели. То­
гда в силу теоремы 1.1 вектор р доставляет минимум функции <р на сг, 
т . е . О £ д<р(р). Для д<р(р) по теореме Моро — Рокафеллара справедливо 
равенство 

д<р{р) = dh(p) + d(-f)(p), 
или, ввиду принятого соглашения d(—f)(p) = —df(p)j 

дф) = дцр)-д/(р). (i.i5) 
Так как domh С <т, то из х £ dh(p) следует (х + Ле) £ 9Д(р) при любом 
A £ RLj где е = (1 , . . . , 1 ) . Это же верно и для df(p). Учитывая, что 

dh(p) = {ж = 1пр + Ае | А £ Д1}, 

из (1.15) заключаем 1п^ £ #/(р) П dh(p). Это эквивалентно условию 
р £ dfo*(lnp) П д/*(Ыр). В свою очередь, это означает, что р — точка 
минимума функции h*(\np) - /*(1пр) на Intit!^, а значит, и на <т°. Оста­
ется учесть, что значение сопряженной функции h*(x) при любом х £ Дп 

определяется формулой 
Лф(з) = 1п J V ' 
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(см. [2], с. 166). Поэтому при любом р £ ст° имеем 

Л*(1пр) - In Y, elnPj = Ь ^PJ = Ь 1 = 0. 

Следовательно, р — точка минимума на <т° функции (—/*(1пр)), а зна­
чит, точка максимума на <т° функции ф(р). Теорема доказана. 

В описании предлагаемого алгоритма наряду с упомянутым выше 
полиэдральным комплексом и, задающим участки линейности функции 
/ , используется иной полиэдральный комплекс £, в определенном смысле 
двойственный к комплексу и. Он описывает изменение предпочтений 
участников в приобретении товаров при изменении цен и порождается 
по следующей схеме. 

Задавшись некоторым вектором цен р — q £ <т°, можно указать то­
вары, которые будет стремиться приобретать г-й участник, — это те то­
вары, для которых достигается максимум среди отношений c\jqk* Тем 
самым каждый вектор q £ <т° порождает множество 

# ( ? ) = { ( t , i ) e r | ^ m a x ^ } . (1.16) 

Пусть Ъ — совокупность различных множеств 38{q), которые по­
рождаются указанным способом при изменении q £ а0. Легко описать 
участки постоянства возникающего отображения: 33{q) = 3$ при изме­
нении q £ aQ в множестве, задаваемом системой условий: 

^ = ^ , (* , j i ) , (» , i2 )e# , 

^ < £ , ( t , i ) € ^ , ( t , f c ) € T \ ^ . 
-i~ -J.J 

Заменяя в этих условиях строгие неравенства на нестрогие, получаем 
описание интересующих нас клеток комплекса £. Клетку, порождаемую 
множеством 38 £ <В, будем обозначать через Е(38). 

Таким образом, для каждой клетки Е{38) £ £ имеем описание 

Z(3$) = {qea° I ^ ^ ^ , ( i , i ) e ^ , ( t , f c ) € r ) . 

Несложные рассуждения, на которых мы не останавливаемся, пока­
зывают, что клетки упомянутого ранее полиэдрального комплекса и>, за­
дающие участки линейности функции / , также порождаются множест­
вами 38 £ <8. Такие клетки будем обозначать через $1(38). Каждая такая 
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клетка представляет собой множество тех р £ а, при которых система 
линейных уравнений (1.8)-( 1.9), дополненная условиями 

*о- = о, ( » , j ) e T \ # , (1.17) 

имеет неотрицательное решение. 
Легко видеть, что любое такое решение {%} является оптималь­

ным (при данном р) в транспортной задаче модели. Допустимое решение 
двойственной задачи, связанное с {%} условиями дополняющей нежест-
кости, можно получить следующим образом: возьмем некоторую точку 
q £ Е(38) и положим 

щ=Ыуг, г £ i , 

Vj = In qj, j £ J, 

где yi — c)/qj, (i, j ) £ «S?. Из описания множества E(38) непосредственно 
следует, что 

и,- + г ; ^ Ь с } , ( i , j ) € T , (1.18) 

т, е. для ^ и ^ выполняются условия двойственной задачи. При этом 
неравенства (1.18) выполняются как равенства для (г, j ) £ 38 ж тем са­
мым выполнены условия дополняющей нежесткости, подтверждающие 
оптимальность рассматриваемых z^. 

Теорема 1.3. Вектор цен р тогда и только тогда является равно­
весным, когда существует 38 £ Ъ такое, что р £ 0.(38) П Е(38). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть р — равновесный вектор цен. В соответ­
ствии с формулой (1.16) образуем множество 38 = 38(р). Тогда;? £ Е(38). 
С другой стороны, если х1 = х% i £ / , вместе с р образуют состояние рав­
новесия, то, полагая % = PjX^ получаем, что для z^ — z^ выполнены 
равенства (\5*>\—ГК9), а также условия ^1Л7\ Так как Z{.- очевидным 
образом неотрицательны, получаем р £ 0(38). 

В итоге р £ 0(38) П Е(38). 
Теперь докажем обратное утверждение. Пусть при некотором 38 £ 05 

имеется некоторое р £ 0(38) П Е(38). Тогда р > 0, ибо Е(38) С ст0. Из 
р £ 0(38) следует существование z^ — i^ , для которых выполняются 
(1.8)—(1.9) и (1.17). Тогда, принимая ж} = % / f t , будем иметь, что для 
векторов хъ с такими компонентами х%- будут выполняться как бюджет­
ные ограничения (р, х%) = Аь г £ / , так и условия баланса товаров (1.4). 
А из р £ Е(«^) следует оптимальность векторов хг в соответствующих 
задачах участников. Тем самым вектор цен р вместе с векторами х\ 
г £ / , задают состояние равновесия, что и требовалось доказать. Тео­
рема доказана. 
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§2. Описание алгоритма 
Переходя непосредственно к описанию предлагаемого алгоритма, 

каждому множеству 8$ € © поставим в соответствие граф Т(38) с мно­
жеством вершин V = IU{m+j | j G J} и множеством дуг [7 = {(г, ra+j) \ 

К началу (к + 1)-го шага процесса имеется некоторое множество 
^ 6 93 и точка gfc e H(^jfe). Пусть г — число компонент связности 
графа Г ( ^ ) , а множества Iv С / , «Л, С J задают множество V„ вершин 
и-ж компоненты связности: Vv — Iv U {(m + j) \ j € Л } . 

Определим точку p = г* £ <т°, решая систему уравнений 

_ ' = 1 , . . . , т , (2.1) 

(м) , (М)е ^*. (2.2) 

Если компонента связности графа Г ( ^ ) содержит лишь одну вершину 
вида (га + io)? т- е- J» = {io}? TO Pj0 однозначно определяется из соот­
ветствующего уравнения (2.1). При этом не исключается, что /„ = 0, 
и тогда pj0 = 0. На компонентах связности иного типа ввиду (2.2) вели­
чины pj пропорциональны величинам qk и коэффициент пропорциональ­
ности однозначно определяется из соответствующего уравнения (2.1). 
Таким образом, точка гк определяется единственным образом, 

Возможны два случая. 
СЛУЧАЙ 1. qk ф тк. В этом случае рассматриваем отрезок [qk,rk], 

т. е. точки вида q(t) = qk + t(rk — qk), t € [0, l]. Определим Г = max{t E 
[0,1] | g(£) € S ( ^ ) } . Речь идет об определении максимального значения 
£ ^ 1, удовлетворяющего системе неравенств 

с*- гг 

Eft = E*«. 
Pi / . —, (г,' с!' V " 

Вычислив f, переходим к следующему шагу, полагая qk+1 = g(f ), а в ка­
честве &k+i берем множество «^(д*4"1), которое определяется в соответ­
ствии с (1.16). 

Заметим, что если оказалось t* = 1, то на следующем шаге гк+1 = г* 
и g*+1 = r*+1, т. е. реализуется рассматриваемый ниже случай 2. Если 
же t* < 1, то дальнейшему увеличению t препятствуют какие-то нера­
венства из (2.3). Переходим к следующему шагу, пополняя множество 
3§к всеми парами (г, /), соответствующими таким лимитирующим нера­
венствам. 

СЛУЧАЙ 2. qk — тк. В этом случае проверяем, принадлежит ли 
точка qk множеству П ( ^ ) . В случае положительного ответа на этот 
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вопрос в силу теоремы 1.3 вектор qk является равновесным вектором 
цен модели. Проверка условия qk G Q(&k) осуществляется по схеме, 
используемой на одном шаге венгерского метода [3] для решения клас­
сической транспортной задачи. Для полноты изложения воспроизве­
дем соответствующие выкладки применительно к рассматриваемой 
ситуации. 

Рассматривается вспомогательная задача транспортного типа в сле­
дующей формулировке: 
минимизировать 

m n 

Z = £ * ° + £z<y (2.4) 
при условиях 

У ^ *.. 4- *.« = Л, 7. с Т О М 

Y, *ij+Zoj=rl jeJ, (2.6) 
i:(i,j)€&k 

Zij^O, (ij)€&k, (2.7) 
zi0 £ О, г G J, (2.8) 
zoj £ 0, j G J. (2.9) 

Эта задача сводится к задаче о максимальном потоке. Для этого пере­
пишем уравнения (2.5), (2.6) в виде 

- ] С *ii+(-2.4> + At-) = 0, iel, (2.10) 

] Г * у - ( г * - * 0 , - ) = 0, i € J . (2.11) 
i : ( i , j )e^fc 

Теперь введем новые переменные г>,-0 = А,- — ziQ и г>0;- = тк- - z0j. Эти 
переменные принимают лишь неотрицательные значения, ибо из (2.10) 
и (2.11) следует, что 

Отметим также, что ввиду X} А,- = £} r j и з ограничений (2.5) и (2.6) 

следует YJ zio ~ H zoj, что, в свою очередь, влечет £ Щ = ]Cv»o-
t'e/ jzJ jeJ iei 
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Поэтому можно ввести новую переменную v0 формулой 

Остается заметить, что 

j>.-0 + J2ZOJ = I > + S r* - Е^° - £% = 2 - 2v°-
t*6/ ieJ «e/ ie.7 »e/ jeJ 

В результате приходим к задаче: 
максимизировать 

vo (2.12) 
при условиях 

- J2 ziJ+vio = 0, * € / , (2.13) 

53 Ч; - Щ = °> i € J, (2.14) 
«:(*\j)€^fc 

- ^ г ; , - 0 + г;0 = 0, (2.15) 

£ % o j - t ; 0 = 0, (2.16) 

Ъ^О, (ij)e&k, (2.17) 
0 < vi0 ^ А,-, г G J, (2.18) 
0 O o , ^ r j , j G J. (2.19) 

Теперь для интерпретации этой задачи в виде задачи о максималь­
ном потоке к нашему графу нужно добавить две новые вершины: «0» 
и «га + п + 1». Им отвечают уравнения (2.15) и (2.16) соответственно. 
Кроме того, нужно ввести новые дуги вида (0,г), соответствующие пе­
ременным vi0j и дуги вида (га + j , га + п + 1), соответствующие пере­
менным v0j. Наконец, нужно ввести «возвратную» дугу (га + п + 1,0), 
соответствующую переменной vQ. Полученный граф обозначим через 
r(^jb). Наша задача представляет собой задачу о максимальном потоке 
по этому графу из вершины 0 в вершину га + п + 1. 

Вернемся теперь к описанию алгоритма. Полученную по точке rk 

и множеству 3§ъ задачу о максимальном потоке решаем методом Фор­
да — Фалкерсона. Если окажется, что в оптимальном решении v0 = 1, то 
это означает, что все zi0 и z0j равны нулю, а следовательно, qk E П ( ^ ) 
и qk — равновесный вектор цен модели. 

Если же VQ < 1, то qh £ Sl(&k). В этом случае множество З&ъ изме­
няем следующим образом. 
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Вместе с оптимальным решением рассматриваемой задачи о мак­
симальном потоке, полученным посредством алгоритма Форда — Фал-
керсона, будет определен и оптимальный разрез (X, X) графа Г ( ^ ) как 
совокупность дуг, ведущих из множества вершин X в множество осталь­
ных вершин X. При этом 0 б 1 и ( т + п + 1 ) б 1 , все дуги из (Х,Х) 
насыщены, т. е. поток по этим дугам совпадает с их пропускной спо­
собностью, а поток по дугам, ведущим из X в X (исключая возвратную 
дугу (га + п + 1?0)), равен нулю. Множество &k+i получается из &k 
исключением пар (г, j) Е / х J, соответствующих этим последним ду­
гам, т. е. 

#*+i - я* \ {(ij) e i х J \ i e x^m + j) e х}. 
Полагая qk+1 = gfc, переходим к следующему шагу. 

§ 3. Обоснование алгоритма 

Переходя к доказательству конечности изложенного алгоритма, на 
исходные данные наложим необременительное требование рациональ­
ности величин cj и А;. Следствием этого является рациональность по­
лучаемых точек г*, а значит, и конечность процедуры Форда — Фалкер-
сона при решении вспомогательных задач о максимальном потоке. 

Заметим также, что начало процесса можно организовать доста­
точно просто: точка q° выбирается произвольно из множества а0, а в ка­
честве множества 3$Q выбирается множество <^(д°), формируемое по q° 
в соответствии с (1.16). При этом не исключено, что граф Г(<^0) будет 
содержать изолированные вершины вида (га + j ) , j 6 J . Пусть это так 
и все такие вершины порождаются множеством J'0 С </, JQ Ф 0. Тогда 
на первом шаге для точки г° будем иметь г1- = 0, j 6 J'Q. Ясно, ЧТО 
реализуется случай 1. При этом t* > 0, так как все неравенства (2.3) 
при I = 0 выполняются как строгие. С другой стороны, при увеличении 
t компоненты qi(t) при / £ Jf

Q убывают и при t = 1 обращаются в нуль. 
Ввиду предположения (1.5) среди неравенств (2.3) найдется такое, кото­
рое при £, достаточно близком к 1, будет нарушаться. Тем самым t* < 1 
и на следующем шаге снова будем иметь случай 1 с 3&\ D 38§. Такая 
ситуация будет повторяться до тех пор, пока на графе Г ( ^ ) , порожда­
емом текущим множеством 38h, имеются изолированные вершины. Так 
как при этом множество 3§ъ расширяется, то через конечное число шагов 
будет получен граф Г ( ^ ) без изолированных вершин и окажется rk > 0. 
Ясно, что новые изолированные вершины в процессе появиться не могут. 
Поэтому, получив однажды rk > 0, мы будем иметь это и в дальнейшем. 

Пусть описанная начальная фаза процесса пройдена и мы уже имеем 
rk > 0. Покажем, что тогда реализация случая 1 всегда сопровождается 
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строгим возрастанием значения функции ф в текущей точке: ф^к+1) > 
Ф(<1к)- Этим и будет доказана конечность всего процесса. Действи­
тельно, в случае 2, который обязательно наступает после конечного чис­
ла повторений случая 1, характеризующегося сужением множества ^ , 
имеем ф(дк) = ф(гк). Так как точка тк однозначно порождается мно­
жеством £&к, то ни одно из множеств 38k £ 03, фигурирующих в слу­
чае 2, в дальнейшем уже повториться не может. Но число различных 
множеств £#ъ конечно, а значит, конечен и сам процесс. 

Выполнение случая 1 состоит в движении точки q(t) в пределах мно­
жества Е(3#ъ) п о отрезку [g*,r*], что соответствует увеличению t от 0 
до 1. Нужно показать, что при этом значение ф^{1)) растет и Г , зада­
ющее точку qk+l, строго положительно. 

Из определения функции, сопряженной к вогнутой функции, и нера­
венства Фенхеля — Моро (1.14) непосредственно следует, что 

ф(9) ^ (pMq) - f(p) (3.1) 

и равенство достигается тогда и только тогда, когда р £ а и q £ <т° 
связаны условием lng £ df(p). Теперь вспомним, что отображение 
р —» df(p) имеет кусочно-постоянный характер с участками постоян­
ства, задаваемыми клетками £2(«^), 38 £ Ъ. 

Как следует из рассуждений §1, для транспортной задачи модели 
при р £ £1(3?) оптимальные значения двойственных переменных Vj, 
j G J, совпадают с точностью до одинакового слагаемого с величинами 
In <̂ -, если q взять из клетки Е(38). Но совокупность векторов v с такими 
компонентами Vj, j £ J , и задает супердифференциал вогнутой функции 
/ в точке р. Тем самым имеем представление 

df(p) = {In q + Хе | q £ {38), A £ Д1}, (3.2) 

где е — вектор из единиц: е = ( ! , . . . , ! ) £ Rn. С учетом (3.1) и ска­
занного выше получаем, что соотношение In q £ df(p) выполняется при 
р £ Sl{3&) и q £ Е(38). Это означает, что на Щ&8) функция ф совпадает 
с любой из функций фр, р £ П(<^), задаваемых формулой 

Vv(«) = (p,in ?)-/(?)• (з.з) 
Вернемся к рассмотрению ситуации на (к + 1)-м шаге процесса при 

выполнении случая 1 и, не оговаривая особо, ограничимся рассмотре­
нием функций фр только при р £ fi(^). Это строго вогнутые функции 
переменного #, и для возрастания значения Vv(?(0) c Ростом t нам до­
статочно убедиться в том, что 

фр(гк) > фр(дк). (3.4) 
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Для этого покажем, что в точке rk достигается максимум функций фр, 
р е ft(^jb), на множестве М\88к) = а°П M(38h), где М(38к) — под­
пространство, описываемое системой линейных однородных уравнений 
(2.2). Отметим, что как точка qk, так и вся клетка Е(£$к) принадлежат 
множеству М\38к). Поэтому ввиду строгой вогнутости функций фр из 
qk ф гк (мы рассматриваем случай 1) следует неравенство (3.4). 

Расширим <т° до Ш Д " , введя функции фр формулой 

ФР(я) = Фр(я)-^^2чз- (3.5) 

На сг° имеем In ]£ ^ = In 1 = О и поэтому фр{у) — ФР((})- Кроме того, 

при любом t > О имеем в виду р б <т 

^,(tg) = (p,lnt?) - /(р) - In Y^tqj) = ФМ) + О**) £ f t - In* = Й,(?). 

Следовательно, функции V̂ являются положительно однородными функ­
циями нулевой степени, и нам нужно доказать, что на множестве 
М'(38к) — сопеМ'(^)? являющемся конической оболочкой множества 
М\3$к), максимум каждой функции достигается в точках вида trk, t > 0. 

Так как граф Т(&к) не имеет изолированных вершин, то для каж­
дой компоненты связности этого графа соответствующие ей множества 
Iv С I и Jv С J , задающие множество вершин компоненты, непусты. 
Поставим в соответствие v-ж компоненте вектор направления sv с коор­
динатами: 

s) = r), jeJv (3.6) 
4 - о , jeJ\Ju. (3.7) 

Ясно, что любой такой вектор не выводит из подпространства М ( ^ ) , 
а совокупность всех таких векторов образует его базис. Убедимся, что 
по каждому направлению sv производная функций фр в точке гк равна 
нулю. Действительно, 

Подставляя q~rk ввиду (3.6) и (3.7), а также учитывая rk G <т, получаем 

J€J 
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Остается учесть, что rk определяется из системы (2.1)-(2.2) и поэтому 
S rj — YJ *̂- С другой стороны, мы рассматриваем р £ £l(38k). Легко 

видеть, что для таких р система (2.1) также должна выполняться, ибо, 
суммируя уравнения (1.8) при г £ Iv и уравнения (1.9) при j £ Jv, 
получаем 

Е Е * « = ЕА» (зл°) 
ЕЕ^ = Ел-- (З Л 1) 

Отсюда и следует (2.1). 
Таким образом, производная (3.9) равна нулю и тем самым доказа­

тельство неравенства (3.4) закончено. 
Убедимся в том, что при реализации на (к + 1)-м шаге случая 1 

будет t* > 0. Это очевидно, если на предшествующем шаге мы также 
имели случай 1. В такой ситуации множество Зёк образовано как 38(qk) 
в соответствии с (1.16) и все неравенства (2.3) при t — 0 выполняются 
как строгие. Тем самым они выполняются и при достаточно малых 
t > 0, а значит, t* > 0. 

Пусть теперь на предшествующем шаге мы имеем случай 2. Это 
означает, что на графе T(38k-i) решалась задача о максимальном по­
токе, был получен оптимальный разрез (Х,Х) и множество 38к полу­
чено из 38к_г — 38{qk~1) исключением связей ( i , j ) таких, что % £ X , 
а (га + j) £ X. При этом qk — qk l и потому для указанных связей (г, j) 
неравенства (2.3) при t = 0 выполняются на (&+1)-м шаге как равенства. 
Нужно показать, что эти неравенства будут выполняться и при t > 0, 
а тем самым не будут препятствовать увеличению t, что и обеспечит 
неравенство i* > 0. 

Помимо множества дуг (X, X), задающего разрез, введем в рассмот­
рение множества (Х,Х) , ( Х , Х ) и (Х ,Х) , определяя их по аналогии 
с (X, X) . Например, (X, X) — это множество дуг графа Г ( ^ ) , ведущих 
из X в X . 

Прежде всего отметим, что множество дуг любой компоненты связ­
ности графа Т(38к) целиком содержится либо в (Х,Х) , либо в (Х ,Х) . 
Действительно, дуги графа Г ( ^ _ х ) , попадающие в (X, X) , при переходе 
от 38k-\ к 38к исключены. Значит, нужно показать, что компоненты 
связности графа Т(38к) не содержат дуг из (X, X), т. е. дуг получен­
ного оптимального разреза. Однако в оптимальном разрезе могут быть 
лишь насыщенные дуги, т. е. дуги, по которым поток уже достиг про­
пускной способности. Но все дуги графа T(38k) имеют вид (i,ra + j ) при 
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(г, j) £ / X J и им отвечают переменные ^-, на которые нет ограничений 
сверху. Значит, эти дуги не могут быть насыщенными. 

Таким образом, каждая компонента связности графа Т(&к) соединя­
ется в графе Y(£$k) либо какими-то ненасыщенными дугами вида (0,г) 
с вершиной 0, либо какими-то ненасыщенными дугами вида (га + j , 
га + п + 1) с вершиной га + п + 1. В первом случае все вершины ком­
поненты связности попадают в множество X, во втором — в множество 
X", а дуги — соответственно в (X,X ) и (Х",Х). 

Пусть (i0,ra + j 0 ) £ ( Х , Х ) . Это означает, что (i0J0) G ̂ - ь Ч € X, 
(ra+jo) £ X и (г0, j0) £ 88к. Пусть Tv(£3k) — компонента связности графа 
Г(е^) , в которой находится вершина г0, и множество всех вершин этой 
компоненты задается множествами /^ С / и Jk С «/. Пусть j x 6 е/*. Так 
как (i0,jo), (̂ о, j i ) € <^ь-ъ т о Дд я компонент гк~1 и г*"1 вектора гк~1 

выполняется условие 
с*-0 с*.0 

" И " = ТЗГ- ( З Л 2 ) 

Покажем, что гк таков, что имеет место неравенство 

с*0 cio 

f < # • (3-13) 

Так как g* = гк~г, то для g(t) = qk + t(r* — g*) следствием (3.12) и (3.13) 
будет неравенство 

с*0 с*0 

7о ^ J i 

при любом £ G (0,1], что и требуется 
КТРЛ/Г ЧГТГ» Г . ^> Г, XT , _ . . Для доказательства (3.13) покажем, что rk

Q > гк
о

 1 и гк
± < гк

±
 1 

Тогда (3.13) будет следовать из (3.12). 
Заметим, что в соответствии с правилом определения точки гк коор­

динаты гк в каждой компоненте связности графа Т(&к) должны сохра­
нить те же взаимные пропорции, что и соответствующие координаты 
г^"1, т. е. для каждой компоненты связности величины гк получаются 
из соответствующих тк~1 домножением на некоторый положительный 
множитель (свой для каждой компоненты): 

т) = Ът)-\ JtJs, (3.14) 

где 7я > 0 — множитель, отвечающий компоненте Г я ( ^ ) . 
Пусть вершины компоненты Г3(&к) содержатся в множестве X. Как 

отмечалось выше, в графе Т(&к) такая компонента соединяется с вер­
шиной 0 какими-то ненасыщенными дугами вида (0, г). Это означает, 
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Е 
i : (* j )6^fc- i 

Е 
% + 

% = 
• 1 

ziO ~ 

= rj" 

= А 4 , 

-1 
J 

ieit, 

i e Л, 

что величины ztJ = ^ , наиденные при решении задачи о максимальном 
потоке, удовлетворяют следующим условиям: 

(3.15) 

(3.16) 

] T i . - o > 0 . (3.17) 

Но из (3.15) и (3.16) следует * 

t'e/. •£/. iGi» 

что вместе с (3.17) дает 

в то время как в соответствии с (2.1) для г* имеем 

£*< = £•*• 

Следовательно, 

уел ieA 
т. е. в (3.14) множитель j s больше 1 и г* > г*'1 для каждого j € Js. 

Аналогично показывается, что если вершины компоненты связности 
Г5(«^ь) содержатся в множестве X, то 7* < 1 и rk- < r*""1, j £ J3-

Так как (т + ji) £ X и ( т + jo) G I , то в соответствии с приве­
денными рассуждениями г*о > г^"1 и г*х < г*'1 , что и завершает дока­
зательство неравенства (3.13), а вместе с ним и обоснование конечности 
рассматриваемого метода отыскания равновесия. 
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