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Предлагается модификация метода потенциальных функций [1] 
для решения задачи линейного программирования. Метод применя­
ется к ее двойственной формулировке. По приближенному решению 
двойственной задачи строится приближенное решение исходной за­
дачи. Приводится оценка времени работы алгоритма. 

Многие прикладные задачи оптимизации характеризуются большим 
числом переменных и ограничений. Поиск точного решения подобных за­
дач представляет значительную трудность. Поэтому в последнее время 
растет интерес исследователей к разработке способов приближенного ре­
шения экстремальных задач, в том числе задач линейного программи­
рования. Один из таких способов основан на методе штрафных функций 
специального вида, называемых «потенциальными». 

Этот метод с использованием логарифмического потенциала рас­
смотрен в [4] на примере задач о многопродуктовых потоках в сетях. 
Применение экспоненциального потенциала для того же класса задач 
предложено в [5]. В [2] метод получил дальнейшее развитие. Описан­
ные там алгоритмы имеют существенно лучшие оценки числа шагов. 
" R i l l тчо l3-r»of:\r\'-pQTXo ofvnrs» <т rvo^/ fSJ ^/готпттс» т т п т о и т т т / Г ^ TTT_TJT-TV гЬлггл^ттт^т^ тттт<т n o . 

шения выпуклых задач об оптимальном распределении ресурсов. Тесты 
показали, что методы этого типа весьма эффективны [3]. 

В настоящей работе используется подход, несколько отличный от [1]. 
Метод применяется к задаче, двойственной к исходной. Затем по при­
ближенному решению двойственной задачи строится приближенное ре­
шение прямой задачи. Это требует модификации общей схемы метода. 
Изменения относятся к построению потенциальной функции и к правилу 
останова алгоритма. 

*) Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда­
ментальных исследований (код проекта 96-01-00786). 

© 1999 Давидсон М. Р. 
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1. Постановка задачи 

Рассмотрим следующую задачу линейного программирования, запи­
санную в матричной форме: 

<р(а, (3) = (6, а) + (с, (3) -> max (1) 

при ограничениях 

DTa + Вт(3 = d, а, /3 > 0. (2) 

Выпишем задачу, двойственную к (1), (2): 

(d,y)->min (3) 

при ограничениях 
By ^ ft, By £ с. (4) 

Здесь (•, •) обозначает скалярное произведение векторов; D и В — мат­
рицы размерностей п X га и к X т ; 6, а £ Дп , с, /3 € -R*, d, у £ Дш . 

Будем предполагать, что задачи (1), (2) и (3), (4) имеют решения. 
Следовательно, экстремумы (1) и (3) равны. Их значение обозначим 
через <£>*. 

Пусть 6 — заданное положительное число. Требуется найти при­
ближенное решение задачи (1), (2), т. е. такую точку (5,/?), удовлетво­
ряющую ограничениям (2), что 

^*-^(й,Д)^. (5) 

Сформулируем условия, обеспечивающие корректность излагаемых 
ниже конструкций. Введем обозначение 

5(A) = <а е Rn | Y^a{ <: А, а J> 0 1 . 

УСЛОВИЕ 1. Задано такое число А0 > 0, что хотя бы для одного 
оптимального решения (а*,/?*) задачи (1), (2) выполняется включение 
а* е 5(А0). 

Обозначим через ]9 1 9 . . . , Dn строки матрицы D. Положим Y = {у 6 
Rm | By ^ с}. Отметим, что Y ф 0, поскольку задача (3), (4) имеет 
допустимые решения. 

УСЛОВИЕ 2. На множестве Y функции (Д-, у), i = 1 , . , . , п, ограни­
чены снизу и сверху. 
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Л е м м а 1. При любом векторе 7 € Дп задача 

т т ( < * + £ т 7 , г / ) (6) 

имеет решение. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть (а,/?) — произвольная точка, удовлетво­

ряющая (2). Так как 

после простых преобразований получаем 
п 

{d + DT
1, у) = £ ( а , - + Ъ)( А , у) + <Бу, /3). 

Поэтому на множестве У функционал (6) ограничен снизу в силу нера­
венства By ^ с и условия 2. Следовательно, минимум (6) достигается 
на Y. Лемма 1 доказана. 

Задачу (6) будем считать «элементарной», предполагая заданным 
алгоритм, который находит оптимальные решения задачи (6) и двой­
ственной к ней задачи. 

Введем обозначения: 

/o(») = 0, Л(») = Ь1--(Д-,»>, г = 1, . . . ,п , (7) 
а —2 max max |/,-(j/)!, (8) 

F{y)= max {fi(y)/a}. 
г=0, . . . ,п 

По условию 2 величина а конечна. Если а = 0, то максимум (1) дости­
гается в точке (0,/?*), где /3* — решение задачи, двойственной к задаче 
min{(<i, у) | у € Y}. Далее считаем, что а > 0. Условие 1 позволяет 
доказать следующее утверждение. 

Лемма 2. При всех А > А0 справедливо равенство 

<p* = mm{(d,y) + \aF(y)}. (9) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим через 

1(а , /3, у) - <Ь, а) + (с, /?) + <<*- £ т а - Вт/3, у) 
= (с*,у>+(6-2?у,а) + (с-Ву,)8> 

функцию Лагранжа, связывающую задачи (1), (2) и (3), (4). Пусть 
(а*,/?*) — такое оптимальное решение задачи (1), (2), что а* £ £(А0). 
Очевидно, что а* 6 £(^) при всех А > А0, поскольку 5(А0) С 5(A). 
Учитывая равенство 

max (b - Dy, a) = \aF(y), 
a£S(X) 
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получаем цепочку соотношении 
(р* — max min L(a,/?, у) = min £(а*,/3*,у) 

с*,/3^0 у у 

= max minX(a./3,^) = min max L(a,(3,y) 

min{(d,y} +AaF(t/)}, 

из которой следует (9). Лемма 2 доказана. 

2. Потенциальная функция 

По отношению к задаче (3), (4) задачу (9) можно интерпретировать 
как штрафную с функцией штрафа F(y). Рассмотрим функцию 

С(у,е) = еЫУ^хр(^), yeRm,e>0, 

называемую потенциальной и представляющую гладкую аппроксима­
цию функции F(y). Аналогичная потенциальная функция использована 
в [1]. 

Лемма 3. Функция G(y^e) выпукла по у и не убывает по е. Спра­
ведливы неравенства 

G(y,e)-le^F(y)^G(y,e). (10) 

(Здесь и далее I — 1п(п + 1).) 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть и и v — произвольные точки из Rm. Рас­

смотрим функцию 
п 

p(t) = G(u + vt.e) = £ln У^тьГЛ, где nAt) = ехоГб -f &t). 
* = 0 

Ее вторая производная //'(£) неотрицательна, поскольку 

/(*) = * £ Е ww%w(6-6)2(x>(o)2-
Следовательно, функция />(£) выпуклая. В силу произвольности и и v 
функция G(y^e) выпукла по у. Остальные утверждения леммы легко 
следуют из тождества 

* = 0 
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п. 

Лемма 3 доказана. 
Пусть у и z — произвольные точки из Rm. В силу выпуклости 

функции G(y,s) справедливо неравенство 

G(y,e)-G(z,e)z(9(z),y-z), (11) 

где 

g(z) = *fef) = -D4(z)/a. (12) 
Компоненты вектора h(z) = (hi(z),... ,/in(z)) имеют вид 

, / ч ffj(z)-aG(z,e)\ . ^(2г) = ехр , г = 1,. 

Отметим, что 
п 

Y^hih) = 1 -exV(-G(z,s)/e). (13) 
• = 1 

Следующая оценка доказана в [1]. 
Л е м м а 4. Справедливо неравенство 

п 

5 2 л , - ( г Ш г ) / а ^ Д г ) - / е . (14) 

Введем обозначения 

/л = 2аА0, V>(2/> s) = (<*, 2/} + pG(y, e) 
и рассмотрим следующий аналог задачи (9): 

ф*(е) = mmi/)(y,e). (15) 

Из (10) и леммы 2 следует, что 

Линеаризация функции ф(у,е) в некоторой точке z £ Лш порождает 
вспомогательную задачу 

(d + /ig(z),y)^mm. (17) 
y€Y 

В силу (12) и леммы 1 задача (17) и двойственная к ней задача 

(с, /3) —> max при Вт/3 = d + ftg(z), / 3 ^ 0 , 

имеют оптимальные решения, которые обозначим через 7; и w соответ­
ственно. Отметим, что 

BTw = d + fig(z), (18) 
{c,w) = (d + M(z),v). (19) 
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Теорема 1. Пусть в точке z 6 У выполняется неравенство 

(d + M{Z), Z - v) <$ 2це. (20) 

Тогда 
a) справедливы неравенства 

ф^,е)-ф*(е)<:2рг, (21) 
F(z) < 2(7 + 2)e, (22) 

| < d , * ) - V | ^ ( / + 2)e; (23) 

b) точка (й, /3) = (2А0Л(2г), ш) удовлетворяет ограничениям (2) я вер­
но неравенство _ 

< ^ * ~ V ( 5 , / ? ) ^ ( / + 2)£. (24) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, а) Из (11) следует неравенство 

Ф(У,£) >$(*,£)+ (d + M(z),y-z). 

Переходя в обеих частях к минимуму по у £ Y и учитывая (20), получаем 

ф*(е) ^ $(z,e) + (d + fi,g(z),v - z) ^ ip(z,e) - 2/ле. 

Следовательно, (21) верно. 
В силу (10) и (16) имеем F(z) ^ G(z,e), ф*(е) ^ <р* + pie. Применяя 

эти неравенства и (21), получаем 

(d, z) + 2a\0F(z) <с ^ + p(l + 2)е. (25) 

Из леммы 2 следует, что 

{d,z) + a\<>F{z)><p\ (26) 

Так как F(^) ^ 0, из (25) получаем 

(d,z)-<p* ^/л(1 + 2)е. 

С учетом оценки (22) из (26) следует, что 

(p*-(d,z)^fi(l + 2)e. 

Последние два неравенства равносильны (23). 

Ь) Очевидно, что й ^ 0 и / ? ^ 0 . С учетом (12) и (18) получаем 

£ Т Д = BTw = d + iig(z) = d - 2XQDTh(z) = d - £ T 5 . 

Таким образом, ограничения (2) выполняются в точке (5, /?). 
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Учитывая (7), (12) и (19), нетрудно проверить, что 
п 

<р(а,Р) = (d,z) + p4£hi(z)fi(z)/a+ (d + /j,g(z),v - z). 

С помощью неравенств (14), (20) и леммы 2 убеждаемся в том, что 
<р(а, Д) ^ (d, г) + fjbF(z) - file - 2fie ^ <р* - //(/ + 2)е. 

Следовательно, оценка (24) верна. Теорема 1 доказана. 
Теорема 1 позволяет свести вопрос о приближенном решении задачи 

^ i j , \^)ч удовлетворяющем ^о), к построению точки z G ±' 9 в которой 
неравенство (20) выполняется при условии 

с < ДШ)" (27) 

Ниже описываются алгоритмы нахождения точки z. 
В силу (21) точка z является приближенным решением задачи (15) 

с погрешностью 2 fie по функционалу. Из неравенств (22) и (23) следует, 
что эту же точку z можно рассматривать как приближенное решение 
задачи (3), (4), на котором ограничения Dy ^ b выполняются с погреш­
ностью 2а{1 + 2)£, а значение функционала отклоняется от оптимума не 
более чем на fi(l + 2)e. 

3, Алгоритмы 
Параметры 6 и е будем рассматривать при ограничениях 

0 < 6 < /х(/ + 2), 0 < е <С 1. 
Через Р(и,е) обозначим алгоритм, который, исходя из произвольной 
точки и € У, путем последовательных приближений находит точку 
z G l " , удовлетворяющую условию (20) при данном е. 

Алгоритм Р(и,е). 
Шаг 1* Полагается -5 = 1, u\ — и. 
Шаг 2. Находится точка 

v - aigmm(d + /j,g(ua),y). (28) 

Шаг 3. Если 
(d + fig(u8), us - v) > 2fie, (29) 

то полагается 
us+i = e2v + (1 - e2)us, s - s + 1 

и осуществляется возврат на шаг 2. В противном случае полагается 
z = us и алгоритм заканчивает работу. 

Конец 
В силу условия е ^ 1 все точки us, s ^ 2, лежат в У. Обоснование 

конечности алгоритма Р(и,е) дает 
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Л е м м а 5. Есля в точке us выполняется (29), то 
ф(и„е)-ф(щ+ъе)> ре3. (30) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО использует рассуждения, аналогичные [1]. Для 
краткости записи положим 

6 = е(М*) ~ Л К ) ) / а , % = 1, • • • , п. (31) 
С учетом (8) имеем 

161 ^ e{\fi(v)\ + 1/<К)1)/« ^ £ ^ 1-
Рассмотрим разность 

р = G(^5+i,£) - G{ut,e). 

После несложных преобразований получаем 
/ n \ 

Применяя неравенство In я ^ ж — 1 и учитывая (13), получаем 
71 

Поскольку ег — 1 ^ х + х2 при х ^ 1, имеем 

п 

п 

С учетом неравенств j£,-| ^ £, ^ hi(us) ^ 1 получаем 

п 

« = 1 

После тождественных преобразований правой части с учетом (12) и (31) 
имеем 

P^£2(g(ua),v-ue) + es. (32) 
Теперь перейдем к оценке разности 

А = ф(и„е) - ф(и,+ие) = e2(d, us - v) - pp. 
Применяя последовательно неравенства (32) и (29), получаем 

А ^ e2(d + pg(us), us - v) - ре3 > 2pe3 - ре3 = /i£3. 
Следовательно, неравенство (30) верно. Лемма 5 доказана. 

Будем считать, что процесс решения «элементарной» задачи (28) 
занимает условную единицу времени. Длительностями других операций 
алгоритма Р(и,е) пренебрегаем. 
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Теорема 2. Время работы алгоритма Р(и,е) не превосходит 
0(е-*). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим через Т время работы алгоритма 
Р{и,е). В силу леммы 5 справедливо неравенство 

2 4 l + * ( t t ' £ ) - / ( * ) , (33) 
[IE3 

Оценим разность 

А = ф{ще) - ф*(е) = (d,u) + fiG(u,e) - t/>*(e). 
С учетом неравенств (10), (16) и условия е ^ 1 получаем 

А $ (d, -u) + /iF(ti) + ^ - <р*. (34) 
Из (33), (34) следует, что Т — 0(е~3). Теорема 2 доказана. 

Если взять е — 6/(/л(1 + 2)), то в силу теоремы 2 с помощью алго­
ритма Р(и^е) можно построить приближенное решение исходной задачи 
(1), (2) за время, не превосходящее 0(S~3). Более экономичным оказы­
вается алгоритм (обозначим его через Q), который находит точку 2 б Y, 
удовлетворяющую (20), уменьшая параметр е в ходе последовательных 
приближений вплоть до выполнения условия (27). 

Алгоритм Q. 
Шаг 1. Полагается г — 1, ег — 1 и 

zx = argmin(d,y). (35) 

Шаг 2. Применяется алгоритм P(zrjsr). Вычисляемая им точка 
обозначается через z r + 1 . 

Шаг 3. Если 
с 

£г У WTYV (36) 

то полагается £r+i — £г/2, г — т + 1 и происходит возврат на шаг 2. 
В противном случае полагается z = £r+i и алгоритм Q заканчивает 
работу. 

Конец 
Очевидно, что алгоритм Q конечен. Обозначим через R число обра­

щений алгоритма Q к шагу 2 и через Тг время работы процедуры 
P(z r ,£ r ) , г = 1 , . . . , Д. Пренебрегая длительностями выполнения ша­
гов 1 и 3, величину 

R 
Г = ] Г Г Г (37) 

г = 1 

будем считать временем работы алгоритма Q. Для оценки времени Т 
потребуется следующая 
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Лемма 6. В любой точке u E У справедливо неравенство 

ф(щ е/2) - ф\е/2) <: ф(щ е) - ф*(е) + file. (38) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть у — произвольная точка из Y. Из (10) 
получаем 

G(y9 е) $ F(y) + le^ G(y, е/2) + 1е. 
Поэтому ф(у,е) ^ ф(у,е/2) + file. Переходя в обеих частях к минимуму 
по у £ У, получаем ф*(е) ^ ф*(е/2) + file. Учитывая это неравенство 
и тот факт, что ф(и,е/2) ^ ф(и,е) в силу монотонности функции G 
(см, лемму 3), имеем 

ф(ще/2) - ф\е/2) < ф(ще) - ф*(е/2) <: ф{ще) - ф*(е) + цк. 

Следовательно, неравенство (38) верно. Лемма 6 доказана. 

Теорема 3. Время работы алгоритма Q не превосходит 0(8~2). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточно проверить, что 

Т <16fi2(l + 2fS-2. (39) 

Предварительно докажем неравенства 

4R< 16д2(/ + 2 ) 2 Г 2 , (40) 
Тг < (2/ + 5 )4 г - \ г = 1 , . . . ,Д. (41) 

Из условий (36) и 6 < fi(l + 2) следуют неравенства 

т, л /1\R-2 S 
Р - ^ 9 с . — - \ \ 
Кг-, — - V2y - ^(/ + 2)-

Из последнего соотношения следует (40). 
Пусть г ^ 2. Введем обозначения 

/лг - 'ipyzr,er) - 'tp уьг), цт - 'tp(zr, t-r-i) ~ W UV-i Ь 

Поскольку er = £ r_!/2, по лемме 6 получаем A r ^ rfr + filer_i. В силу 
условия окончания работы алгоритма P(zr_1^er^i) и утверждения (21) 
имеем rjr < 2/z£r_1. Поэтому A r ^ fi(l + 2)бг_1. Применяя лемму 5, 
получаем 

fi(erf fi{erf {erf 
Следовательно, неравенство (41) верно при любом г ^ 2. 

Рассмотрим случай г = 1. Обозначим через у* оптимальное решение 
задачи (3), (4). Из (16) и (35) следует, что 
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Поэтому ф*(1) ^ ( d ^ i ) . С учетом последнего неравенства, (10) и лем­
мы 5 получаем 

Тг^1 + {ф(гъ 1) - V*(l))/M = 1 + ( Я ^i) - 1^(1))//* + G(*i, 1) 
<: 1 + G ( z l 5 1 ) ^ 1 + F(z1) + I <: 3/2 + / < 5 + 2/. 

Поэтому (41) верно при г = 1. 
Из соотношений (37), (40) и (41) следует, что 

R R 
T = }2Tr < (2/+5)ХХ~1 

т~\ г=1 

= (2/ + 5 ) ^ у < (/ + 2)4* < 16//2(/ + 2 ) 3 Г 2 . 

Поэтому неравенство (39) верно и Т = 0 ( й - 2 ) . Теорема 3 доказана. 
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