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О ДВУХ ТИПАХ УСТОЙЧИВОСТИ 
ВЕКТОРНОЙ ЛИНЕЙНО КВАДРАТИЧНОЙ 

ЗАДАЧИ БУЛЕВА ПРОГРАММИРОВАНИЯ*) 

В. А. Емеличев, Ю. В. Никулин 

Получены формулы для вычисления радиусов устойчивости и ква
зиустойчивости множества Парето векторной задачи булева програм
мирования с линейно квадратичными частными критериями. Указаны 
необходимые и достаточные условия этих типов устойчивости. 

Известно [7, 10], что совпадение множества Парето с множеством 
Слейтера (с множеством Смейла) является необходимым и достаточным 
условием устойчивости (квазиустойчивости) по векторному критерию 
множества Парето векторной задачи целочисленного программирования 
с линейными частными критериями. В настоящей статье показано, что 
этот результат переносится на векторные задачи булева программиро
вания с линейно квадратичными частными критериями. 

При исследовании устойчивости задач оптимизации естественно 
встает вопрос о количественной мере устойчивости, дескриптивное по
нятие которой было введено в [8, 9] для линейных скалярных траек-
торных задач. В соответствии с этим понятием в настоящей работе 
выведены формулы для радиусов устойчивости и квазиустойчивости по 
векторному критерию множества Парето рассматриваемой нелинейной 
векторной задачи булева программирования. Ранее аналогичные фор
мулы были получены для линейных векторных задач дискретной опти
мизации в [1-6]. 

1. Основные определения 

Пусть А = ( А и А2,... , Ат), Ь = (Ьи Ъ2,... , Ьш), т ^ 1 таковы, что 
при каждом г Е Nm = { 1 , 2 , . . . , га} матрица А{ е R n x n , а вектор-столбец 
Ь{ € R n , п ^ 1, т.е. Ае Rnxnx™ и Ь £ R n x m . 

*) Работа выполнена при финансовой поддержке Белорусского республикан
ского фонда фундаментальных исследований (код проекта Ф 97-266). 
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На множестве (допустимых) решений X С Еп = {О,1}п, |Х| > 1, 
зададим векторный критерий 

f(x) = (ЛО*), ЛОО,. . . , /т(ж)) —• min, 

компоненты которого (частные критерии) являются линейно квадратич
ными функционалами: 

fi(x) = (А>х,х) + {Ъ{,х), ieNm. 

Изменяя элементы пары (А, 6), будем получать различные вектор
ные критерии. Поэтому если предположить, что множество X зафикси
ровано, то пара (А, 6) может служить для индексации векторного кри
терия, частные случаи которого будем обозначать через /»(ж, А,-, Ь,-). 

Под векторной (т-критериальной) линейно квадратичной задачей 
булева программирования Zm(A,b) будем понимать задачу нахождения 
множества Парето (иначе: множества эффективных решений) 

Р(А, b) = {xeX \ тг(х, А, Ь) = 0 } , 

где 

7г(ж,А,Ь) = {х' е X | д(ж,ж',А,Ь)£ 0 (ш), д(х,х',А,Ь)ф 0 ( т ) } , 
?(з, ж', А, 6) = (ft (ж, ж7, А1? Ьа), д2(ж, ж', А 2 ,6 2 ) , . . . , дт(ж, ж1, А т , Ьт)), 

д,-(ж, ж', Аг-, 6г) = /{(х, Аг-, Ьг) - /{(х\ А{, Ь4-), г 6 iVm, 
0 ( m ) - ( 0 , 0 , . . . , 0 ) G R m . 

Ясно, что при т = 1 множество Парето превращается в множество 
оптимальных решений, а рассматриваемая задача — в обычную (скаляр
ную) квадратичную экстремальную задачу с булевыми переменными. 
Такие задачи имеют широкую область приложений. Среди них отме
тим квадратичную задачу о назначениях, известные оптимизационные 
задачи на графах, играющие важную роль при автоматизации проекти
рования электронной аппаратуры: размещения, разбиения, компоновки, 
упаковки и др. 

При любом k G N в пространстве R* зададим полярные друг к другу 
нормы ZQO и 1г: 

к 
|| у || = тах{Ы | г G Щ), \\ у ||*= £ Ы-

*=i 

Под нормой матрицы D = [d{j] G R n x n будем понимать норму вектора 
( « 1 1 , «12? • • • ? »пп-1? «fin) £ К-" • 



О двух типах устойчивости 25 

Пусть € > 0 и П(б) — множество таких пар (А\ Ь'), что 
А' = (А[,А'2,...,А>т), 6' = (б; ,6 '2 , . . . ,6^) , 

А\ еКпхп, \\А'{\\<е, ЦеК», Ц Ь Л К С * € Nm. 
Задачу Zm(A + A',b + ft'), где {А1, V) <Е ОД, 

А + А' = (А, + А[,А2 + А'2,..., Ат + А'т), 
b + b' = (b1 + b'i1b3 + b'2,...,bm + b'm), 

полученную из исходной задачи Zm(A,b) путем такого сложения соот
ветственно матриц и векторов, будем называть возмущенной, а пару 
(А'^Ь') — возмущающей. 

2. Лемма 
Очевидны следующие соотношения, справедливые для любых век

торов ж,х1 6 Еп , и с G Rn : 

\(с,х)\^\\с\\.\\х\\% (1 ) 

|| я: - х#Ц* = || яг||*-Ь || аг'М" — 2<аг,яг'>, ( 2 ) 

Н*1Г = (1МГ)а> (з) 
(х,х') = (х,х')\ (4) 

ГДе X — \Х\Х\)Х\Х2') • • * •) %n%n — l j ^"п^п)ч % — уХ^Х^ , X i # 2 , • • • » ^п^п — 15 *^n*^n J* 
Заметим, что равенство (2), левая часть которого есть расстояние 

Хемминга между векторами х и х1 в Еп , легко доказывается методом 
математической индукции (по числу п). 

Лемма . Пусть при некотором г £ Nm справедливо неравенство 

qt(x, х', Д-, ft,-) >|| А\ || ((|| а: ||* f + (|| я'И*)2 - 2<z, z')2) 

где х,х' е X, bi,b'i € R" я А,-, Л(- € Rn X n . Тогда 
?,-(х,г',А,- + л;-,ь< + ь;.)>о. 

Действительно, последовательно используя соотношения (1)-(4) 
и условие леммы, получаем 

qi(x,x\Ai+AUbi+bl)^qi(x,x',Ai,bi)-\(A'ix,x)-(A'ix,,x')\-\(b'i,x-x')\ 
п п 

z Ф,Х',А,,Ь()- II А\ || £$>.* , -*;*; i - II ь;. || • и * - * т 
5 = 1 р=1 

= qi(x, х1, Аг, ft,)- II А: || (|| г |Г + II i'W* - 2(5, х')) - || ь; и • || х - х'\\* 
= ft(a:, х', Ah ft,-)- || А;- || ((|| а; ||*)2 + (|| х'\\')2 - 2(х, x'f) 

- II Ь'Л • || г - * Т > 0. 



26 В. А. Емеличев, Ю. В. Никулин 

3. Устойчивость 

По аналогии с [4, 6, 7, 10] задачу Zm(A,6) назовем устойчивой, если 
существует такое положительное число б, что для любой пары (А\ Ь') £ 
ft(e) выполняется включение 

P(A + A',b + b')CP(A,b). 

В соответствии с [4, 6-9] радиусом устойчивости задачи Zm(AJb) 
назовем число 

ГГЧА h\- / s 4 ? Q i 0 M ) 5 если QxU,*)) 7^0, 
10 в противном случае, 

где 

Qx(A, Ь) = {€ > 0 | V(A', 60 £ ОД (Р(Л + А', Ь + V) С Р{А, 6))}. 

Поэтому задача Zm(A.b) устойчива тогда и только тогда, когда 
р?(А,Ь)>0. 

Ясно, что в случае, когда Р(А, Ь) — X, радиус устойчивости бесконе
чен. Задачу Zm(A, 6), для которой множество Р(А, b) := X\P(A, 6) ф 0, 
будем называть нетривиальной. 

Теорема 1. Радиус устойчивости р™(А,Ъ) нетривиальной задачи 
Zm(A,b)i тп ^ 1, имеет вид 

Р?(А,Ъ) 
qi(x,x',Ai,bi) 

= mm max mm ——:-—- — гг-гг—Й Й ; гг. (Ь) 
^p(A,b)x^x\{x}ieNrn (|| x ||*)2 + (|| x' |j*)2 + \\x-x1 ||* -2 (x ,z '} 2 v ; 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим через <p правую часть равенства (5). 
Ясно, что <р ^ 0. Сначала докажем неравенство 

Р?{А,Ь)2<р. (6) 

Если <р — 0, то это неравенство очевидно. 
Пусть (р > 0. Тогда согласно определению числа у? для любого ре

шения х £ Р(А, Ь) (в силу нетривиальности задачи такое решение су
ществует) найдется такое решение х' £ Х\{ж}, что при любом г £ Nm 

выполняется неравенство 

ф,х', А, Ь) ><р{(\\х \П2 + (\\х' \\*)2+ \\x-x' |Г -2{х, х')2) . 

Отсюда и из леммы следует, что для всякой возмущающей пары (А7,&') £ 
П(<р) при любом г £ iVm справедливо неравенство 

д{(х,х',А + А',Ь + Ъ')>0. 

file:////x-x1
file:////x-x'
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Поэтому х е Р(А + А!, Ь + V). 
Таким образом, для любой возмущающей пары (А', V) € Щ<р) имеем 

Р(А + А\Ь + Ь')С Р(А,Ь). 

Следовательно, верна оценка (6). 
Теперь покажем, что р™(АЛ) ^ (р. Согласно определению числа 

Lp > О существует такой вектор х G Р(А, 6), что для любого решения 
х' £ Х\{х} найдется индекс к = k(x') £ Nm. при котором выполняется 
неравенство 

Ч> ((II » ID2 + (|| х' ЩЧ \\x-x' ||* -2(х,х')*) 2 qk(z,x', Ak,bk). (7) 

Далее, полагая е > <р, рассмотрим возмущающую пару (Л',6'), где 
А' — (Л^, А'2, . . . , А'т), V — (Ь\, 6'2,... , 6^), а при любом г 6 iVm элементы 
квадратной матрицы А!{ = [а'вр(в-)] порядка п и вектора £/• = (^(гпЦт? 
. . . , Ь'п^)т определяются по формулам 

, _ / а, если ж5жр = О, 
FV; [ - а , если жяжр = 1, 

а, если ж5 = О, 
—а, если ж5 = 1, 

ьл(0 = 1 „ „ _ _ _ п (9) 

где ср < а.< е. Следовательно, (А',Ь') £ П(б). 
Тогда с учетом неравенства (7) получаем 

qk(x,x\Ak + А'к,Ък + Ъ'к) 
= qk(x, х', Ак, Ък) - а ((|| *' ||*)2 + (|| х ||*)2+ || х - х' ||* -2(х9 х')2) < 0. 

Поэтому х G Р(А + Л7,6 + &'). Таким образом, для любого числа с > ср 
существует такая пара (А\ Ъ') £ Шке). что 

Р(А + А',Ь + Ь')£Р(А,Ъ). 

Следовательно, при любом е > <р справедливо неравенство />™(А, 6) < е, 
т. е. p™(A,b) ^ ср. Теорема 1 доказана. 

Следствие 1. Радиус устойчивости р™(А, Ь), m ^ 1, конечен тогда 
и только тогда, когда задача Zm(A^b) нетривиальна. 

Следствие 2. Всякая однокритериальная задача Z1(A^b) устойчива. 
З А М Е Ч А Н И Е ! . Нетрудно показать, ЧТО max в формуле (5) можно 

х'£Х\{х] 
заменить на 

max или max 
аг'етгО,^) х'еР(А:Ь) 

file:////x-x'
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и, следовательно, на 
шах 

х'еъ(х,А,Ь)ПР(А}Ь) 
Для задачи Zm(A, b) введем традиционное множество Слейтера (ина

че: множество полуэффективных решений): 

S1(A9b) = {x£X\<r1(x,A,b) = 0}9 

где 
аг(х,А, b) = {х' е X \ д:(х, х1, _4,6) > 0-? г G Nm}, 

Очевидно, что для любой пары (А, Ь) справедливо включение 

P{A,b)CSx{A,b). (10) 

Следствие 3. Нетривиальная задача Zm(A,b), m ^ 1, устойчива 
тогда и только тогда, когда выполняется равенство 

P(A,b) = Sl(A,b). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Необходимость. Пусть нетривиальная задача 
Zm(A, 6) устойчива. Тогда согласно теореме 1 число <р (правая часть 
формулы (5)) положительно, т. е. для любого вектора х Е Р(А, 6) най
дется такое решение х1 € Х\{х}, что при всяком i 6 Nm выполняются 
неравенства 

Ч({х,х',А(,Ь{) 2 V ((II х |Г)2 + (|| х' |Г)2+ || х - х' |Г -2{х,х')2) > 0. 

Следовательно, 5Х(А, Ь)П Р(А,Ь) — 0. Отсюда с использованием (10) 
получаем Р(А, Ь) = 5\(А, 6). 

Достаточность. Пусть Р(А, b) = SX(A, b). Тогда для всякого вектора 
х 6 Р(А, 6) найдется такое решение х' £ Х\{ж}, что при любом i £ Nm 

выполняется неравенство qi(x,x', Л*, bi) > 0. Следовательно, ср > 0, т. е. 
задача Zm(A,b) согласно тереме 1 устойчива. Следствие 3 доказано. 

4. Квазиустойчивость 

По аналогии с [4-6] задачу Zm(A^b) назовем квазиустойчивой, если 
существует такое положительное число б, что для любой пары (А\ V) £ 
С1(е) выполняется включение 

Р(А,Ъ)С P(A + A\b + bf). 

Поэтому радиусом квазиустойчивости задачи Zm(A, Ь) называется число 

гп{ л п / SUP Ог(А, 6), если Q2(A, Ъ) ф 0 , р2 \А,о) = < 
[ 0 в противном случае, 
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где 
Q2{Ayb) = {е > 0 | V(A',6') G 0(c) (Р(А,Ь) С Р(А + А', 6 + б'))}. 

Отметим, что приведенные свойства устойчивости и квазиустой
чивости задачи Zm(A,6) являются соответственно дискретными анало
гами известных (см., например, [10]) свойств полунепрерывности сверху 
и снизу в смысле Хаусдорфа в точке (А,Ь) точечно множественного 
отображения 

Р • pnXnxm v p n x m , ryX 

которое каждому набору параметров векторного критерия f(x) ставит 
в соответствие множество Парето. 

Теорема 2. Радиус квазиустойчивости р™(А,Ь) задачи Zm(A,b), 
m^l, представим в виде 

Р?(А,Ъ) 
qi(x,x'yAi,bi) 

= m m m m m a x ——г—— r- ,; ч" —'• п ; — . (11) 
x<eP(A,b)xex\ix>}ieNm (|| х ||*)2 + (Н х' ||*)2+ \\x-x' ||* -2(х,х')2 v ; 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим через ф правую часть формулы (11). 
Очевидно, что ф ^ 0 для любой пары (А, 6). 

Сначала докажем неравенство 

р"2\А,Ь)^ф. (12) 

Если ф — 0, то это неравенство очевидно. 
Пусть ф > 0. Тогда в соответствии с определением числа ф для 

любых решений х1 £ Р(А,Ь) и ж £ Х\{ж'} найдется такое г 6 iVm, что 

?«(*, я', А,-, Ь,.) > ^ ((II х ||*)2 + (|| а' ||*)2+ || х - х> ||* -2{х, x'f) > 0. 
(13) 

Отсюда и из леммы следует, что для любой возмущающей пары (А', V) 6 
$1(ф) любое эффективное решение исходной задачи Zm(A1b) принадле
жит множеству Парето возмущенной задачи Zm(A + А', Ъ + V). Следова
тельно, верно неравенство (12). 

Теперь докажем, что 
р?(А,Ь)Щ>. 

Согласно определению числа ф существует такая пара векторов х* € 
Р(А, Ь) и х G Х\{ж'}, что при любом i 6 Nm выполняется неравенство 

Ф ((II * II*)2 + (II х' 1Г)2+ \\x-x' ||* -2(х,х')2) > ф,х',А,Ь). (14) 

Далее, полагая е > ф, рассмотрим такую возмущающую пару (А', Ь'), 
элементы которой определяются по формулам (8)-(9) и ф < a < е. 

file:////x-x'
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С учетом структуры возмущающей пары {А'Л') £ Q,(e) и нера
венств (14) при любом г £ Nm легко убедиться в том, что 

= ф,х',АцЬ) - а ((|| х' | | ' ) 2 + (|| х |Г)2+ \\x-x' W -2(х,х')2) < 0. 

Поэтому х' £ Р(А + А',6 + 6'). Таким образом, для любого с > ф су
ществует такая возмущающая пара (А',6') G fi(^), что Р(А,Ь) g P(A + 
А',Ь + &'). Следовательно, справедливо неравенство />2*(А, 6) ^ ф. От
сюда ввиду доказанного ранее неравенства (12) следует утверждение 
теоремы 2. 

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Очевидно, что в формуле (11) замены, подобные тем, 
о которых шла речь в замечании 1, не могут быть осуществлены. 

Для задачи Zm(A,6) введем традиционное множество Смейла 
(иначе: множество строго эффективных решений): 

S2(A,b) = {х е X \ а2(х,А,Ъ) = 0}, 

где 
<72(ж, А, Ь) = {х' е Х\{х] | q(x,х', А, Ь) ^ 0 (то)}. 

Очевидно включение 
S2(A,b)CP(A,b). (15) 

Следствие 4. Задача Zm(A,6), m ^ 1, кв&зиустойчива, тогда, 
и только тогда, когда, справедливо равенство 

Р(АЛ) = 52(А,6). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Необходимость. Пусть задача Zm(A,6) квази-
устойчива. Тогда р™(АуЬ) > 0 и согласно теореме 2 число ф (пра
вая часть формулы (11)) положительно. Поэтому для любых векторов 
х1 е Р(А, Ь) и х € Х\{х'} найдется такое г € iVm, что справедливы нера
венства (13). Отсюда и включения (15) следует, что Р(А, 6) = 5 2 ( Д &)• 

Достаточность. Пусть Р(А, Ь) = 5*2(А, Ь). Тогда для всякой пары 
векторов ж' 6 Р(А, 6) и ж Е Х\{х'} найдется такое i £ 7Vm, что выполня
ется неравенство ф(ж,х;, А,-,Ь,-) > 0. Следовательно, -0 > 0, т. е. задача 
Zm(A,6) в силу теоремы 2 квазиустойчива. Следствие 4 доказано. 
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