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СОДЕРЖАЩЕМ В КАЧЕСТВЕ ПОДКОДОВ 

ЗАДАННЫЙ НАБОР СОВЕРШЕННЫХ КОДОВ 

Д. С. Кротов 

Предложена конструкция, которая для произвольно заданного на­
бора {C*i, С 2 , . . . . См} совершенных двоичных (га, 3)-кодов (т. е. кодов 
длины га с исправлением одной ошибки) позволяет построить универ­
сальный совершенный (пт + п -f m, 3)-код, 2 n _ l o g 2 ( n + 1 ) ^ М, содер­
жащий все коды данного набора в качестве подкодов на параллель­
ных гранях размерности га. Конструкция является обобщением кон­
струкции произведения совершенных кодов, предложенной Молл аром, 
и имеет аналоги для совершенных кодов над произвольным конечным 
полем и над кольцом Z±. 

Пусть V™ — векторное пространство размерности п над полем 
GF(q). Зафиксируем в У" некоторый базис. Расстоянием (Хемминга) 
d(y,z) между векторами y,z £ V™ называется число координат, в кото­
рых х и у различаются. Подмножество С пространства V™ называется 
совершенным q-ичным кодом длины п с расстоянием 3 (далее просто 
совершенным кодом), если |С| = ^-log^gn-n+i) и р а с с т о я н и е между лю­
быми двумя различными кодовыми векторами не меньше 3 (эти условия 
эквивалентны плотной упаковке в V™ шаров единичного радиуса с цен­
трами в кодовых векторах). Такой код может существовать только при 
п — ^-f-f ? где к — целое неотрицательное число, и обладает следующим 
свойством: для любого вектора х € V™ найдется только один кодовый 
вектор у G С такой, что d(x,y) ^ 1. Сдвигом на вектор z 6 Vg

n совер­
шенного кода Сп называется множество Сп 0 z — {сф z \ с 6 С п } , также 
являющееся совершенным кодом. Код С называется линейным, если он 
является подпространством векторного пространства V™. 

Подмножество С пространства У2
П называется расширенным совер­

шенным двоичным кодом, если расстояние между любыми двумя раз­
личными кодовыми векторами не меньше 4, а после удаления последней 
координаты получается совершенный код. 
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Линейные совершенные коды были описаны Р. В. Хеммингом (см., 
например, [3]) для q — 2 и Г. С. Шапиро и Д. Л. Злотником [4] в про­
извольном случае. Первая конструкция нелинейных совершенных кодов 
была построена Ю. Л. Васильевым [2] для двоичного случая и обобщена 
Дж. Шонхеймом [7] для случая произвольного q. 

Большое число двоичных кодов Васильева достигается возмож­
ностью произвольного выбора функции А, действующей из совершен­
ного кода С^п~[^2 длины (п - 1)/2 в множество {0,1}. При помощи 
конструкции произведения двух кодов Сп и Сп длин п' и п" (дающего 
в результате код длины п'п" + п' + п"), М. Молл ар [6] заменил функцию 
А на функцию, которая отображает код Сп в векторное пространство 
V™ (а также описал g-ичное обобщение своей конструкции). Ф. И. Со­
ловьева [8] показала, что существуют коды Моллара, которые не описы­
ваются конструкцией Васильева. 

В предложенной нами конструкции функция А каждому кодовому 
слову с' из Сп ставит в соответствие совершенный код С™,с,\ длины п'. 
Это позволяет «упаковать» М произвольных совершенных кодов длины 
п" в качестве подкодов на параллельных гранях в один «универсаль­
ный» совершенный код, длина которого примерно в log2 M раз больше 
п". Ни одна из известных автору описанных ранее конструкций не дает 
такой возможности (отметим, что существует много конструкций со­
вершенных кодов, не упомянутых в данной статье, см., например, [9]). 
Многократное применение каскадных конструкций позволяет построить 
код, содержащий все заданные коды в качестве подкодов, но, во-первых, 
эти подкоды не будут лежать в параллельных гранях, а, во-вторых, при 
больших М длина такого «универсального» кода будет весьма значи­
тельней. 

В § 1 описывается конструкция двоичных совершенных кодов. В § 2 
приводится ее обобщение для кодов над произвольным конечным полем. 
В § 3 описывается аналогичная конструкция построения расширенных 
совершенных кодов с расстоянием 4 над кольцом Z4. 

§ 1. Двоичные коды 

Обозначим через Еп = V™ векторное пространство размерности п 
над полем GF{2) — ({0,1},®, •) целых чисел по модулю 2. 

Пусть {С™ , С^ , • • • , С^ } — множество совершенных двоичных ко­
дов длины п", Сп — совершенный двоичный код длины п' и А : Сп —» 
{ 1 , . . . , М} — функция, при помощи которой каждому вектору х 6 Сп 

ставится в соответствие код С™,х). Пусть 

х — ( Ж 1 Ь Ж12? • • • 5
 Х1пЧ х2\ч • • • > х2п"-> • • • 5

 ХпЧ-> • • • ч хп'п") G -Б" " , 



42 Д. С. Кротов 

п" п' 

Р'г{Х) = £ * . J И p'j{x) = J^Stf. 
j = l г = 1 

Тогда обобщенные функции четности [6] определяются следующим обра­
зом: 

р'(х) = (p[(x),i/2(x),... ,p'Jx)) и р"(х) = (р'{(х),р'1(х),... ,p'Ux)). 

Теорема 1. Множество 

Сп = {(х,р'(х) Ф с',р"(х) 0 с/;) | ж € Яп 'п",с ' € Cm ',c" € С ^ / } } (1) 

является совершенным кодом длины п = п'п" + п' + п". 
Теорема 1 является частным случаем (при q = 2) теоремы 2, дока­

занной в следующем параграфе. 
Будем говорить, что совершенный код Сп" длины п" является 

п"-подходом совершенного кода Сп длины п ̂  п", если существует та­
кой вектор у е Еп~п\ что {(у,с") \ с" £ Сп"} С Сп. Поскольку в этом 
определении фиксируются первые п - п" координат, то все п"-подходы 
кода Сп содержатся в параллельных гранях размерности п". 

Предложение 1. Любой СДВИГ каждого кода С^с,у с' € Сп , явля­
ется п" -нодкодом кода Сп, определенного в (1). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Возьмем произвольные с' е Сп> и z е Еп". Вы­
берем такой вектор ж, что р"(х) = z (например, х^ = z^ х^ — О, i ф 1). 
Тогда из (1) следует, что (х,р'(х) ф с ' . ^ ф с") Е Сп при с" £ С ^ п , т. е. 
СА

п/л © z является тг"-подкодом кода Сп. Предложение доказано. 
Поскольку при \СП | ;> м можно выбрать функцию А, которая ото­

бражает Сп на всё множество { 1 , . . . , М}, получаем 

Следствие 1. Для любого множества {Cf , . . . , С7^'} мощности М 
совершенных кодов длины п" и целого положительного п' такого, что 
2n ~loS2(n +1) ^ м, существует код Сп длины п — п'п" + п1 + п"\ содержа­
щий в качестве п"-нодкодов все сдвиги каждого кода С? , 1 ̂  j ^ М. 

ПРИМЕР 1. Пусть п" = 1 и при помощи функции А : Сп -» {0,1} 
каждому вектору из Сп ставится в соответствие код длины 1, состоящий 
из 0 и 1. Тогда конструкция (1) описывает коды Васильева [2]. 

ПРИМЕР 2. Пусть коды CJ1 , . . . , С^ являются сдвигами некоторого 
фиксированного совершенного кода Сп : С" — Сп © zu z{ £ En . 
В этом случае (1) совпадает с конструкцией Моллара [6]. 

ПРИМЕР 3. В работе [1] показано, что число совершенных кодов 
„ o9n"-!log2«"+l°S2bg2««" Т/Г ^ 

длины п не превосходит 2" . Из этого факта и след­
ствия 1 вытекает, что существует совершенный код длины 
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2[n ' £iog2n -fiog2iog2£n +2] _ ]^ содержащий в качестве тг^-подкодов все 
возможные совершенные коды длины п". 

ПРИМЕР 4. Пусть С"" и С"" - произвольные совершенные коды 
длины п". Если взять п' = 3, Сп' = {(000), (111)}, А(000) = 1 
и А(111) — 2, то (1) даёт код длины 4тс" + 3, содержащий в качестве 
п'7-подкодов оба данных кода. 

§ 2. Коды по основанию q 
Пусть q — степень простого числа и а,\, а2 , . . . , aq-\ — ненулевые эле­

менты поля GF(q). Пусть {С" ', С" , • • • , Сг^ } — множество совершен­
ных д-ичных кодов длины п", Сп — совершенный д-ичный код длины 
п' и Л : Сп —> { 1 , . . . ,Af} — функция, при помощи которой каждому 
вектору х G С'п ставится в соответствие код Сцху Пусть 

г = ( г ш i ( , - iK n »)eV ' (« - 1 ' ' l V ' 
(индексы перечисляются в лексикографическом порядке). Определим 
функции 

Р'(Х) = ( Р К Я Ш Х ) , ... М*)), Р"(Х) = Ш*Ы(*), • • • М*)), 
полагая 

п" q—1 п q—1 

j = l /=1 г = 1 /=1 

Теорема 2. Множество 
Cn = {(x,p'(x) © с7,f(x) Ф с'') | ж G V ^ - ^ V G C " ' , ^ G C ^ } (2) 

является совершенным кодом длины п = (q — \)n'n" + п' + т?,". 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ИЗ построения (2) легко видеть, что 

\(Jn\ — ( 7 ^ ~ 1 ^ П / П " | С П / | | С П " | — П^-1)4^'' ПП' ~l°^q^n' ~П' + 1) ПП'' ~1°ёд(9П!' -п'' + 1) 

(q—l)n'n" -\-п' +п" — ]ogq(q((q— 1)п'п" -\-п' -\-п" ) — (q— 1)п'п" — n ' —n"-f].) 

т. е. код Сп имеет нужную мощность. 
Чтобы найти минимальное кодовое расстояние, рассмотрим векторы 

с - {х,р'(х) ф c',f(x) ф с") и с = (ж,р'(ж) ф c\f(x) ф с") из С". 
(А) Пусть с' ^ с7. Тогда d{c',с!) ^ 3. Если значения выражений 

п " д—1 п" q — 1 

Pi(x) + <• - Е Е ж?и = <• и р7(ж) + с7- - £ Е ж/.-j = с7 различны, то 

наборы 
( # l i b . . . , #1гП '/ , . . • , Ж(д_1)гЪ • • • > Ж(д-Г)г'п" 5 Р Д Ж ) ~Ь с

г ' ) 5 

( # Ш ? • • • ? ^ l m " ) • • • •> Ж(д-1)г'Ь • • • 5 Я(д-1)гп">Р г ' (#) + Cj) 
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различаются по крайней мере в одной позиции. А поскольку неравенство 
с\ ф с\ выполняется не менее чем при трех различных значениях г, то 
с ж с различаются не менее чем в трех координатах. Следовательно, 
с?(с, с) ^ 3. 

(B) Пусть с' — с' и с" ф с"'. Тогда с" и с" принадлежат одному 
совершенному коду, d(c",c") ^ 3 и аналогично (А) наборы 

( # 1 1 / , • . • , #ln'j> . . . , £ ( g _ i ) i j , • • . , %(q-l)n'j^Pj{X) + Су )? 

( # 1 1 ; , . . . , Sin' ; '? • • • , ^Cg—l)lj? • • •> £(gf-l)n'j?P; W + Cj ) 

не совпадают по крайней мере при трех различных значениях j . Поэтому 
d(c,c) ^ 3. 

(C) Наконец, пусть с' — с', с" — с"', х ф х. Рассмотрим три под-
случая. 

(С1) х и х различаются в одной координате: хщ ф Хщ. Тогда 

Pi(x)"Pi(x) = ХШ ~ ХЩ Ф °> 
Pj(x) ~ $'(*) = а'Сж'0' ~ ЗД Ф °-

Следовательно, р'(ж) / £>'(£), р"(я) / р"(ж) и 

d(c, с) = d(s, J) + d(p'{x),p\x)) + d(p"(x),p"(x)) - 1 + 1 + 1 - 3 . 

(С2) х ж х различаются в двух координатах: хщ ф Хщ и х\ч^> ф 

Если г ^ г', то 

Р К Ж ) - РКХ) = XHJ - хщ Ф °> 
Р*ЛХ) ~ Р'ЛХ) = ^/'f'i' ~ si'*V Ф ° 

и d(c, с) ^ й(ж, ж) + ^ ( / (ж) , ] / ^ ) ) - 2 + 2 - 4 . 
Если j ф j ' , то аналогично имеем d(c,c) ^ d(x,x) + d(p" [х), р" (х)) — 

2 + 2 - 4 , 
Если г — г7 и j — j ' , то / ф V ж выражения 

Р'г{х) - Рг(х) = ЖК; - ХЩ + Xl'ij ~ xl'iji 

р"(х) - р"(х) = а,(ж,^ - xHj) + а,1(ж,/0- - xVij) 
- а,(ж,0- - £/,, + xVij - xjiij) + (av - al){xVij - xVij) 

не могут одновременно быть равны нулю. Поэтому d(c,c) — d(x,x) + 
d(pf(x),pf(x)) + d(p"(a)>P"(*)) £ 2 + 1 = 3. 

(СЗ) Оставшийся случай d(x,x) £ 3 тривиален. Теорема 2 доказана. 
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ПРИМЕР 1/. Коды Шонхейма [7] получаются при п" — 1; при помощи 
функции Л : Сп —• {0 ,1 , . . . ,д — 1} каждому вектору из Сп поставлен 
в соответствие тривиальный совершенный код из множества { С / } ^ 1 , 
где С} - {ах), а0 = 0. 

ПРИМЕР 2'. В случае, когда в качестве набора кодов длины п" бе­
рется множество {Сп + z \ z 6 Уп } сдвигов фиксированного кода Сп , 
конструкция (2) описывает g-ичные коды Моллара [6]. 

§ 3. Конструкция кодов над кольцом Z^ 

Рассмотрим модуль Z™ размерности п над кольцом ({0,1,2,3},+, •) 
целых чисел по mod 4, элементы которого будем называть словами. 
Ниже все операции над элементами ZA осуществляются по mod 4. Вес 
Ли wt(y) слова у — (?уь . . . ,уп) 6 Z™ определяется как обычная сумма 

п 
весов его координат: wt(y) — ^ wt(yi), где wt(0) — 0, wt(l) — wt(S) = 1 

и wt(2) — 2. Расстоянием Ли между словами у и 2 из Z% называется 
число d(y,z) — wt(y — z). Нам понадобится следующая простая 

Лемма 1. Пусть у — (г/ь . . . , уп) я z — (zx,... ,zn) принадлежат Z%. 
Тогда 

d{y,z)> wtl ^y{ ~YlZi)- (3) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ЕСЛИ у - z, то правая часть из (3) равна 0 и не­
равенство верно. Если d(y,z) ~ 1, то число в скобках правой части (3) 
нечетно, вес Ли этого числа равен 1. Поэтому неравенство (3) также 
выполнено. В оставшихся случаях d(y,z) ^ 2, неравенство (3) верно, 
поскольку вес Ли числа из Z4 не превосходит 2. Лемма 1 доказана. 

Множество ^ п С Z% назовем расширенным совершенным кодом над 
Z4, если п = 2*, \<£п\ = 4П"1°^"-1 и для любых с, с € ^ п либо d(c,c) ^ 4, 
либо с — с. 

При помощи отображения ГреяО —> (0,0), 1 —> (0,1), 2 —» (1,1), 3 —» 
(1,0), которое каждому числу из ZA ставит в соответствие пару чисел из 
{0,1} (см. [5]), любому расширенному совершенному коду над Z4 можно 
поставить в соответствие расширенный совершенный код длины 2тг над 
GF(2) с расстоянием 4. Удалив одну координату в этом коде, получим 
совершенный двоичный код с расстоянием 3. 

Расширенный совершенный код ^ п назовем четным, если сумма 
всех координат любого кодового слова равна 0. 

Пусть {^п ,*££ , . . . , ^ } — множество четных расширенных со­
вершенных кодов длины тг", ^ п — четный расширенный совершенный 
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код длины п1 и А : г€п —» { 1 , . . . , М} — функция, при помощи которой 
каждому слову х £ ^ п ставится в соответствие код ^х(ху Пусть 

х — ( # 1 1 ? ж 1 2 ? • • • ? ж 1 п " ? # 2 Ъ • • • •> х2п"- • - • ? ж п ' 1 ? • • VJ хп'п") £ ^ 4 5 

p'(s) - (У^т),^),... ,К'(*)), ?"(*) = (КО*),^*)* • • • ,К«(*))> 
где 

п" п 

j = l г=1 

Теорема 3. Множество 

tfn = {x\xe z»'n",P'(x) = с1 <= <*f"V(*) = с" е < ; 0 } (4) 
является четным расширенным совершенным кодом длины п — п'п". 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Найдем мощность кода с€п. Кодовое слово с1 из 
^п можно выбрать \^п'\ = 4п ~]о^п ~1 способами; кодовое слово с" из 
^цс1) м о ж н о выбрать 4п _loS4n - 1 способами; х^ можно выбрать про­
извольными для г = 1 , . . . , п' — 1, j — 1 , . . . , п77 — 1. Далее, из ра­
венств Pi(x) = с7, г = 1 , . . . , п7 — 1, однозначно определяются xinn при 
г — 1 , . . . ,п' — 1; из равенств р77(ж) — с", j = 1 , . . . , п" — 1 однозначно 

п п" 
определяются xntj при j — 1 , . . . , ?г77 —1; равенством ^ ^ ж̂ - = 0, обеспе-

1 = 1 . 7 = 1 

чивающим четность кода ^ п , задается xnin» (справедливость равенств 
Рп*(х) ~ сп' ж Рп»(х) - сп" следует из четности кодов "tf71' и ^ ' ^ ) . 
Поэтому 

\0^п\ дгг' —log4 п'—1дгг"—log4 п " — 1 д ( п ' — l ) ( n " —1) лп'п" — log4 п'п"— 1 д п —log4n —1 

Покажем, что d(c,c) ^ 4 для любых различных кодовых слов с ж с 
из ^ п , где р'(с) = с/, р/7(с) = с/7 и р'(с) = с7, р"(с) = с77. 

(A) Пусть с7 ^ с7. Тогда б/(с7, с7) ^ 4 и из леммы 1 следует, что 
п 

d(c, с) = ^ d((c,-i, • • •, cin„), (ciu ..., cin,,)) 
{ = i 

П / П П \ П 

^ S wt{ Sc^" £ ^ ) = £ w^ - г<) ̂ 4-
»=i ^ j= i j=i ' »=i 

(B) Пусть с' = с' и с" ^ с". Тогда с", с" е ^Г("') = ^хгсу Поэтому 
d(c",c") ^ 4 и аналогично случаю (А) получаем 

// / / // 
П / П П \ П 

d(c, с) > Y^ wt ( 2 C«J - S 2»i ) = S wt(ci _ гЛ ^ 4 . 



О совершенном коде 47 

(С) Наконец, пусть с' = с', с" = с". Запишем разность с — с в виде 
матрицы 

/ с и — с и 

c 2 i ~ с21 

\ С п / 1 — Спч 

Сумма элементов любой строки или столбца этой матрицы равна 
нулю. Поэтому строка или столбец не может содержать только один не­
нулевой элемент. Таким образом, поскольку матрица ненулевая, она со­
держит не менее четырех ненулевых элементов. Поэтому кодовые слова 
с и е различаются по крайней мере в четырех координатах. Теорема 3 
доказана. 

П Р И М Е Р 4'. Пусть ^ п ' и с£™" — два произвольных четных 
расширенных совершенных кода длины п". Если взять п1 — 2, 
<еп* - {(00), (22)}, Л(00) = 1, А(22) = 2, то (4) дает код длины 2п", 
содержащий оба данных кода в качестве п"- под кодов. 

П Р И М Е Р 5. Индуктивное построение линейного расширенного со­
вершенного кода над Z4 (циклическое представление этого кода можно 
найти, например, в [5]) получается, если в качестве с€п и ^ п брать 
линейные коды, полученные на предыдущих шагах (не применяя к ним 
операций сдвига или перестановки координат), а в качестве базы взять 
^ 2 = {(00),(22)}. 

З А М Е Ч А Н И Е 1. Все утверждения данного параграфа остаются в си­
ле, если вместо Z4 рассматривать множество двоичных пар Е2 — {00, 01, 
10,11} со сложением по mod 2 и расстоянием Хемминга. Это дает моди­
фикацию конструкции для расширенных совершенных двоичных кодов. 
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