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^-СВОБОДНЫЕ ДВУДОЛЬНЫЕ ГРАФЫ*) 

В. В. Лозин 

Предложена структурная характеризация класса двудольных гра
фов, не содержащих порожденных подграфов, изоморфных графу Е} 
где Е — граф с вершинами а, Ь, с, d,e) f и ребрами аб, 6с, cd, dt, cf. 
Показано, что графы из этого класса распознаются за время 0(п2). До
казана полиномиальная разрешимость в данном классе ряда проблем, 
являющихся NP-полными на множестве всех двудольных графов. 

Введение 

Все рассматриваемые в работе графы являются неориентирован
ными, без петель и кратных ребер. Двудольный граф Н — (V1,V2,E) 
состоит из множества вершин \\ U V2 и множества ребер Е С Vi x У2. 
Множества \\ и V2 называются долями графа Н. Если |Vi| = jV2|-. 
граф Н называется сбалансированным. Для двудольного графа Н ~ 
(Ух^\Г2^Е) через Н обозначено двудольное дополнение графа Я , т. е. 
H = (V1,V2,(VlxV2)-E). 

Множества вершин и ребер графа G обозначаются через VG ж EG 
соответственно. Если вершины х н у графа G соединены ребром 
е = ху £ EG, то мы говорим, что е покрывает х и у. Кроме того, 
N(x) = {у | ху £ EG} обозначает окрестность вершины х £ VG, 
d(x) — \N{x)\ — степень вершины х. G[U] — подграф графа G, по
рожденный множеством вершин U С VG, G — U — подграф графа G, 
порожденный множеством VG — U. Как обычно, Кп, P n , Сп и Кп>т 

обозначают соответственно полный граф, бесхордовую цепь, бесхордо
вый цикл с п вершинами и полный двудольный граф с долями мощности 
п и га. 

Граф G назовем Н-свободным, если он не содержит порожденных 
подграфов, изоморфных графу Н. В настоящей работе исследуется класс 
^-свободных двудольных графов, где через Е обозначен граф с верши
нами а,Ь,с, d, е , / и ребрами a6,bc,cd,d€, cf (рис. 1). 

*) Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда
ментальных исследований (код проекта 98—01—00792). 
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Граф Е(а> 6, с, d, e, / ) 
Рис. i 

Класс ^-свободных двудольных графов является расширением не
скольких хорошо изученных подклассов двудольных графов (рис. 2). 
В качестве первого примера отметим, что данный класс включает все 
Р5-свободные двудольные графы. Легко проверяется тот факт, что лю
бой связный Р5-свободный двудольный граф является 2А'2-свободным. 
Класс 2К2-свободных двудольных графов вводился разными авторами 
неоднократно под различными именами (chain graphs [27], difference 
graphs [19], bisplit graphs [15]). Он имеет многочисленные приложения 
ввиду замечательных свойств этих графов. 
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Рис. 2. Классы двудольных графов 

Нетрудно убедиться, что вершины каждой доли 2/^-свободного 
двудольного графа можно линейно упорядочить по включению их ок
рестностей. Благодаря этому свойству 2К2-свободные двудольные гра
фы могут рассматриваться как двудольный аналог пороговых графов, 
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введенных в [7] в связи с изучением пороговых функций (см. [3, 19] для 
определения и характеризации пороговых графов и их связи с порого
выми функциями). В [15] было показано, что любой 2К2-свободный дву
дольный граф может быть разбит на независимое множество и биклику 
(полный двудольный подграф). Данное свойство позволяет считать 
2AVсвободные двудольные графы двудольным аналогом расщепляемых 
графов. Еще одно важное свойство ЧКТсвободных, а следовательно, 
и Р5-свободных, двудольных графов состоит в том, что каждый такой 
граф либо несвязен, либо является двудольным дополнением к несвяз
ному графу. Данное свойство роднит Р5-свободные двудольные графы 
с общими Р4-свободными графами, известными также как кографы. 
Недавно [16] бикографы — двудольный аналог кографов — были пол
ностью охарактеризованы тремя запрещенными двудольными графами 
(определения этих графов приведены в заключении). Позже [14] этот ре
зультат был расширен до более представительного класса графов, обо
значенного на рис. 2 через У. 

Характеризация ^-свободных двудольных графов, предложенная 
в настоящей работе, приводит к идее о структуре расширения, которому, 
наряду с ^-свободными двудольными графами, принадлежат и графы 
из У. Данная идея представлена в качестве гипотезы в заключительной 
части работы. 

Замечательные свойства Р5-свободных двудольных графов были ис
пользованы в [22] для получения полиномиальных алгоритмов реше
ния задачи о независимом множестве в некоторых подклассах общих 
Р5-свободных графов. Эти алгоритмы основаны на поиске двудольных 
подграфов, увеличивающих текущее независимое множество в графе. 
Впервые техника увеличивающих графов была использована в [21, 25] 
для графов без звезды К\,з- Недавно эта техника была эффективно при
менена к более широкому классу графов, так называемым графам без 
вилок [1] (вилка — это граф, который может быть получен из графа Е 
удалением вершины а). Алгоритм решения задачи о независимом мно
жестве в графах без вилок обобщает, наряду с графами без звезды Аг

13, 
еще несколько частных результатов (см., например, [12,13,18]). Данный 
алгоритм основан на следующей характеризации двудольных графов без 
вилок: каждый связный двудольный граф без вилок является либо гра
фом без звезды A^j3, либо двудольным дополнением к К1 )2-свободному 
графу. 

Заметим, что класс двудольных графов без вилок является собствен
ным подклассом ^-свободных двудольных графов, изучаемых в на
стоящей работе. Мы надеемся, что предложенная характеризация 
Е'-свободных двудольных графов может быть основой для эффективного 
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применения техники увеличивающих графов к более широким классам, 
чем класс графов без вилок. 

Среди других интересных подклассов ^-свободных двудольных гра
фов выделим класс двудольных бипороговых графов, изучаемых в [1.7]. 
Данная работа была мотивирована исследованием структуры 2-порого-
вых графов, т. е. графов, которые могут быть представлены в виде объ
единения не более двух пороговых графов. Легко убедиться, что граф 
Е — это минимальный двудольный граф, не являющийся 2-пороговым. 
Следовательно, все 2-пороговые двудольные графы являются £-свобод
ными. Таким образом, результат, полученный в настоящей работе, мо
жет рассматриваться как еще один шаг к более глубокому пониманию 
структуры 2-пороговых графов. 

Основываясь на предложенной характеризации, мы получаем ал
горитм сложности 0(п2) для распознавания ^-свободных двудольных 
тг-вершинных графов и доказываем, что кликовая ширина ^-свободных 
двудольных графов не превосходит 4. Из последнего факта следует су
ществование алгоритмов линейной сложности для решения ряда проб
лем, являющихся NP-полными в классе всех двудольных графов, та
ких как задача о доминирующем множестве, порожденный путь, дерево 
Штейнера. Кроме того, мы предлагаем линейный алгоритм для реше
ния задачи о числе скачков (jnirrp number problem) в классе ^-свободных 
двудольных графов. Под линейными всюду в статье понимаются алго
ритмы сложности 0(п + га), где п — число вершин, а т — число ребер 
графа. 

Двудольный граф называется примарным, если в нем любые две 
вершины имеют различные окрестности. Понятие примарного графа 
играет в работе важную роль. Для построения алгоритмов нам необхо
димо будет находить максимальный порожденный примарный подграф 
в двудольном графе. Нетрудно видеть, что с точностью до изоморфизма 
такой подграф единственен и содержит одну вершину в каждом классе 
вершин с одинаковой окрестностью. Очевидно, что поиск максималь
ного порожденного примарного подграфа может быть выполнен за поли
номиальное время. Более того, благодаря недавним результатам из [20] 
этот поиск может быть осуществлен за линейное время на основе тех
ники модулярных разбиений. 

1. Характеризация 
^-свободных двудольных графов 

Теорема 1. Если связный Е-свободный двудольный граф G явля
ется Р7-свободным, то G является Ръ-свободным. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть G — связный (Е, Р7)-свободный двудоль
ный граф. Предположим от противного, что вершиньъа, Ь, с, d, e порож
дают в G подграф Р5 с ребрами bd и се и вершинами а,Ь,с в одной 
доле графа G. В силу связности графа вершина а связана путями с b 
и с. Обозначим через РаЬ и Рас кратчайшие пути от а до & и с соответ
ственно. Не уменьшая общности, предположим, что сумма длин этих 
путей минимальна среди всех порожденных подграфов Р5 в G. Сначала 
докажем, что при данном предположении оба пути имеют длину 2. Ясно, 
что каждый из них имеет длину не более 4, иначе граф G содержал бы 
порожденную цепь Р7 на семи вершинах. 

Предположим, что один из путей имеет длину 4, например Рас — 
(а, ж, y,z,c). Тогда 

х ф d, поскольку а смежна с ж, ьо не смежна с d; 
z ф d, поскольку с смежна с z, но не смежна с d; 
yd <£ EG, иначе G содержит порожденный граф E(a,x,y,z,c,d); 
у ф Ь, поскольку d смежна с Ъ, но не смежна с у] 
Ьх £ EG, иначе G содержит либо порожденный граф Е(а, х, b, z, с, d) 

(если bz £ EG), либо E(d,b,x,y,z,a) (если bz ^ EG); 
bz £ EG, иначе вершины d, b,z,y,x,c порождают подграф Е в G. 
Но тогда вершины a,b,d,y,z порождают еще один подграф Р5 та

кой, что длина кратчайшего пути от а до у строго меньше, чем длина 
пути Рас. Это противоречит выбору начального подграфа Р5. Таким 
образом, оба пути имеют длину 2: РаЬ — (а,х,Ь) и Рас — (а,у, с). В этом 
случае х не смежна с с, иначе вершины d,b,x,c,e,a порождали бы граф 
Е в G. Аналогично, у не смежна с Ь. Но тогда вершины d,b,x,a,y,c,e 
порождают Р7 в G. Противоречие. Теорема 1 доказана. 

Лемма 1. Пусть Е-свободный двудольный граф в качестве порож
денного подграфа содержит цепь Р7, и пусть х — вершина вне этой цепи. 
Тогда х имеет не более двух соседей, принадлежащих цепи Р7. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Без потери общности предположим, что цепь Р7 
в Р-свободном двудольном графе G порождается множеством 
W = {1,2, 3,4,5,6,7}. Предположим от противного, что вершина х £ W 
имеет по крайней мере три соседа в W. Очевидно, что все соседи х в W 
имеют одинаковую четность. 

Если соседи вершины х имеют четные номера, т. е. х смежна с вер
шинами 2,4,6, то G содержит порожденный подграф Р(1,2,ж,6,7,4). 
Противоречие. 

Теперь предположим, что соседи х имеют нечетные номера в Р7. 
Если х смежна с вершинами 1 и 7, а третьим соседом вершины х явля
ется, скажем, 5, то G содержит порожденный подграф Р(2,1,ж,5,4, 7). 
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Противоречие. Если х не смежна, к примеру, с вершиной 7, то G содер
жит порожденный подграф i?(l, ж, 5,6, 7,4). Вновь противоречие. Лем
ма 1 доказана. 

Теорема 2. Связный примерный Е-свободный двудольный граф, 
содержащий Р7 в качестве порожденного подграфа, является Кi]3-сво
бодным. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Не уменьшая общности, предположим, что 
в связном примарном ^-свободном двудольном графе G цепь Р7 порож
дается множеством W = {1, 2, 3,4, 5, 6, 7}. Предположим от противного, 
что G содержит вершину степени более 2. Если такая вершина не при
надлежит множеству W, рассмотрим кратчайший путь Р, связывающий 
W с ближайшей вершиной степени не менее 3. Очевидно, некоторое под
множество множества VPUW порождает путь Р7? содержащий вершину, 
степень которой в G не менее трех. Следовательно, без потери общности 
можно предполагать, что вершина степени не менее трех содержится в 
W. Пусть х — сосед данной вершины, не принадлежащий множеству 
W. С учетом симметрии следующие четыре случая исчерпывают все 
В О З М О Ж Н О С Т И Д Л Я X. 

СЛУЧАЙ 1: вершина х смежна с вершиной 4. Тогда, очевидно, х 
не смежна с вершинами, имеющими в W нечетные номера. Поэтому по 
лемме 1 среди вершин с четными номерами вершина х имеет не более 
одного соседа, исключая вершину 4. Если х не смежна с вершинами 2 
и б, то G содержит порожденный подграф £(2, 3,4, 5, 6, х). Противоре
чие. Предположим, что вершина х смежна с вершиной б, но не смежна 
с вершиной 2. Поскольку G — примарный граф, в нем должна быть 
вершина у £ Аг(5) ® N(x) = (N(5) - N(x)) U (N(x) - N(5)). Предполо
жим для определенности, что у смежна с вершиной 5, но не смежна с х 
(данное предположение не ограничивает общности, поскольку вершины 
1,2, 3,4, ж, 6, 7 порождают в графе Р7). Если у не смежна с вершиной 3, 
то в G имеется порожденный подграф £(2,3 ,4 ,5 , г/, ж). Если у смежна 
с вершиной 3, то у не смежна с вершиной 1 (по лемме 1). Но тогда G 
содержит порожденный подграф £ ( 1 , 2,3,4, ж, у). Противоречие. 

СЛУЧАЙ 2: вершина х смежна с вершиной 3. По лемме 1 вершина х 
имеет не более одного соседа в множестве {1,5}. Если х не смежна с вер
шинами 1 и 5, то в G имеется порожденный подграф J3(l, 2,3,4,5, х). 
Если х смежна с вершиной 5, но не смежна с вершиной 1, то G должен 
иметь вершину у Е N(4) ® N(x), поскольку G примарный. Но тогда мы 
находимся в условиях случая 1. Теперь предположим, что х смежна с 
вершиной 1, но не смежна с вершиной 5. Тогда G должен иметь вер
шину у G N(2) ® N(x). Для определенности, пусть у G N(2) — N(x). 
Если у смежна с вершиной 4, то мы находимся в условиях случая 1. 
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Если у не смежна с вершиной 4, то в G имеется порожденный подграф 
Е(у,2,3,4,5, х). 

С Л У Ч А Й 3: вершина х смежна с вершиной 2. Если х смежна с вер
шиной 4. мы получаем условия случая 1. Если х смежна с вершиной 
б и не смежна с вершиной 4, то G содержит порожденный подграф 
j £ (6 ,£ ,2 ,3 ,4 ,1 ) . Если х не смежна с вершинами 4 и б, то G содержит 
вершину у £ N(\) ® N(x), например у смежна с 1, но не с х. Если у 
смежна с вершиной 3, то имеем условия случая 2. Если у не смежна 
с вершиной 3, то G содержит порожденный подграф Е(у, 1,2,3,4, ж). 

С Л У Ч А Й 4: вершина х смежна с вершиной 1. В силу предположе
ния о том, что степень вершины 1 не меньше трех, должна существо
вать еще одна вершина смежная с 1, скажем, у. Но тогда мы приходим 
к условиям случая 3 относительно другой порожденной цепи с верши
нами Pj = (2/, 1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6) . Теорема 2 доказана. 

Суммируем результаты данного раздела следующим образом. 
Связный примарный двудольный граф Е-свободен тогда и только 

т,огда, когда он Ki ^-свободен либо является двудольным, дополнением 
Р5-свободпого графа. 

2. Распознавание 
^ - с в о б о д н ы х двудольных графов 

В данном разделе полученная выше характеризация используется 
для построения алгоритма временной сложности 0(п2) для распозна
вания Е-свободных двудольных графов. Ради простоты предполагаем, 
что данный алгоритм оперирует со связными двудольными графами. 

А л г о р и т м srf распознавания Ь-свободных д в у д о л ь н ы х гра
фов 

В х о д : Связный двудольный граф G. 
В ы х о д : Ответ «Да», если G является Е-свободным, или «Нет» 

в противном случае. 
Ш а г 1. Найти максимальный порожденный примарный подграф Н 

графа G. 
Ш а г 2* Если Я не содержит вершин степени более 2, то установить 

ответ «Да» и остановиться. 
Ш а г 3 . Построить двудольное дополнение Н к Н. 
Ш а г 4 . Разбить Н на компоненты связности. 
Ш а г 5. Если каждая связная компонента графа Н является 2К2-

свободной, то установить ответ «Да»; в противном случае установить 
ответ «Нет». 

К о н е ц 
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Теорема 3. Алгоритм srf корректно распознает Е-свободные дву
дольные графы с п вершинами за время 0(п2). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Во-первых, докажем корректность алгоритма. 
Очевидно, что если граф G является .Е-свободным, то любой его по
рожденный подграф также ^-свободен. С другой стороны, так как Е — 
примарный граф, то G является ^-свободным только если максималь
ный примарный порожденный подграф графа G является _Е-свободным. 
Таким образом, сведение проблемы распознавания Е-свободных дву
дольных графов к аналогичной проблеме для их максимальных порож
денных примарных подграфов на шаге 1 является корректным. 

В силу полученной характеризации связный примарный двудоль
ный граф Н является ^-свободным тогда и только тогда, когда Н либо 
Кх:з-свободен, либо является двудольным дополнением к Р5-свободному 
графу. Если Н не содержит вершин степени более 2, то, очевидно, Н 
является К13-свободным и, следовательно, Р-свободным. 

Известно (и легко может быть проверено), что двудольный граф 
является Р5-свободным тогда и только тогда, когда каждая компонента 
связности этого графа является 2К2-свободной. Таким образом, алго
ритм распознает ^-свободные двудольные графы корректно. 

Чтобы оценить временную сложность алгоритма, заметим, что ша
ги 2 и 4 могут быть легко реализованы за линейное время, а шаг 3 
требует в худшем случае времени 0(п2). Максимальный примарный 
подграф , полученный на шаге 1, может быть найден за линейное время 
посредством техники модулярных разбиений [20]. Распознавание 2К2-
свободных примарных двудольных графов может быть выполнено за 
линейное время на основе характеризации этих графов, предложенной 
в лемме 2. Теорема 3 доказана. 

Лемма 2. Связный примарный двудольный граф G = (V^ V2, Е) не 
менее чем с двумя вершинами является 2К2-свободным тогда и только 
тогда, когда 

(a) G сбалансирован, 
(b) для любого i — 1 , . . . , \Vj\ в Vj существует единственная вершина 

степени i (j = 1,2). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Сначала предположим, что G — связный при

марный 2К2-свободный двудольный граф. Чтобы доказать (а), примем, 
без потери общности, что к — \Vi\ ^ |V2|, и пусть ах, . . . ,а* — вер
шины доли У ь упорядоченные таким образом, что N(di) С N(ai+1) для 
каждого г = 1 , . . . , А; — 1. В силу связности G имеем N(ai) ф 0 , а так 
как G примарный граф, то iV(at-) — 7V(a,'_i) ф 0 для % — 2 , . . . , к. Та
ким образом, У2 содержит к непустых непересекающихся подмножеств 
и, следовательно, к ^ |V2|. 
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Условие (Ъ) является следствием условия (а) и того факта, что G 
примарен и связен. 

Пусть теперь G — связный примарный двудольный граф, удовлет
воряющий (а) и (Ъ). Докажем индукцией по к = |V"i| = |V2j, что G 
является 27^2-свободным. При к = 1 данное утверждение тривиально. 
Пусть теперь к > 1 и щ — вершина степени к в V{ (i — 1, 2). По предпо
ложению индукции граф G — {u1,u2} является 2Аг

2-свободным. С другой 
стороны, так как вершина щ смежна со всеми вершинами в противо
положной доле, то ни одно из ребер, инцидентных вершине щ, не мо
жет быть ребром в порожденном графе 2К2. Следовательно, G является 
2А"2-свободным графом. Лемма 2 доказана. 

Непосредственно из леммы 2 вытекает 

Следствие 1. Проблема распознавания, является ли связный при
марный двудольный граф 2К2-свободным, может быть решена за линей
ное время. 

3. Кликовая ширина 
22-свободных двудольных графов 

Графы кликовой ширины не более к были введены в [8]. В [10] пе
речислены оптимизационные проблемы, которые могут быть решены за 
линейное время на графах с кликовой шириной не более к. В данном раз
деле мы покажем, что кликовая ширина ^-свободных двудольных гра
фов не превосходит 4, что влечет существование линейных алгоритмов 
для ряда проблем, являющихся NP-полными в классе всех двудольных 
графов. 

Граф G назовем ^-графом, если его вершины помечены натураль
ными числами из диапазона от 1 до i . Для Ахграфов G и Н 
с VG П VН = 0 обозначим через G ф Н объединение G и Н. Для 
&-графа G через ri%tj(G) (i ф j) обозначим &-граф, полученный соеди
нением всех вершин, помеченных /', со всеми вершинами, помеченными 
j в G. Для &-графа G через pi^j(G) обозначим &-граф, полученный 
из G переименованием i в j . Для произвольной вершины v графа G 
и г € { 1 , . . . ,/с} через i(v) обозначен fc-граф, состоящий из одной вер
шины г>, помеченной г. 

С каждым графом G можно связать алгебраическое выражение, 
определяющее G посредством трех типов операций, упомянутых выше. 
Такое выражение будем называть к-выражением, определяющим G, если 
все метки в этом выражении принадлежат множеству { 1 , . . . , &}. На
пример, граф, состоящий из двух несмежных вершин х и у , может быть 
определен 1-выражением 1(ж)ф1(у), а граф, состоящий из двух смежных 
вершин х и у, — 2-выражением т/1)2(1(ж) © 2(у)). 



58 В. В. Лозин 

Клиповая ширина графа G, обозначаемая cwd(G), определяется сле
дующим образом: 

cwd(G) — min{& : G может быть определен &-выражением}. 

Для определения кликовой ширины графа полезны следующие леммы. 

Л е м м а 3. Если G b . . . ,Gk — компоненты связности графа G, то 
cwd(G) — max {cwd(Gi)}. 

Л е м м а 4. Есля Н — максимальный примерный порожденный под
граф графа, G, то cwd(G) — cwd(H). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Лемма 3 очевидна. Чтобы доказать лемму 4, 
заметим, во-первых, что множество вершин с одинаковой окрестностью 
порождает в графе пустой подграф. Во-вторых, как отмечено во введе
нии, максимальный примарныи порожденный подграф графа является 
единственным с точностью до изоморфизма и содержит ровно одну вер
шину из каждого класса вершин с одинаковой окрестностью. Таким 
образом, ^-выражение для графа G может быть получено из 
^-выражения Т для графа Н следующим образом. Предположим, что 
вершина х графа Н появляется в ^-выражении Т для Н с меткой j , 
и пусть #!, ж2> • • • > %\ — вершины графа G, имеющие ту же окрестность, 
что и х. Заменим подвыражение j(x) в Г выражением ]{хг) 0 j(x2) ф 
. . .j(xi). Выполняя то же самое с каждой вершиной графа JT, получим 
fc-выражение для G. Следовательно, cwd(G) ^ ctvd(H). Обратное нера
венство очевидно. Лемма 4 доказана. 

Благодаря леммам 3 и 4 мы можем ограничиться случаем, когда 
Е-свободный двудольный граф G является связным и примарным. 

Если G не содержит порожденной цепи Р7 на семи вершинах, то он 
является бикографом (см. заключительный раздел настоящей работы 
для определения и характеризации бикографов). Как заявлено в [14], 
кликовая ширина бикографов (и даже более общих графов) не превосхо
дит 4. 

Если G содержит Р7 в качестве порожденного подграфа, то по тео
реме 2 граф G является A"lj3-свободным графом. Отсюда с учетом связ
ности графа G следует, что G является либо бесхордовой цепью, либо 
бесхордовым циклом. Для деревьев, а следовательно, и для цепей кли
ковая ширина не превосходит 3 (см., например, [9]). 

Пусть теперь G — цикл длины не менее 8. 4-выражение, определя
ющее G, может быть построено следующим образом. 

Процедура построения 4-выражения, определяющего цикл 
Вход: Цикл G = ( c b . . . , сп) с п > 7. 
Выход: 4-выражение Т, определяющее G. 
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1. Установить Т = 7/2>з(3(с3) 6 ViMci) ® 2 (с 2 ) ) ) . 
2. Для каждого г = 4 , . . . , /г—1 установить У = />4-*з(Рз-+2(%,4(4(сг-)©Т))). 
3. Установить У = 7/1;4(>7з,4(4(сп) 0 У))). 

Таким образом, доказана следующая 

Т е о р е м а 4. Кликовая ширина, Е-свободных двудольных графов не 
превосходит 4. 

Из теоремы 4 и результатов работы [10] получаем оптимальные ре
шения для ряда проблем, являющихся NP-полными в классе всех дву
дольных графов (формальное определение этих проблем может быть 
найдено в [2]). 

С л е д с т в и е 2. Следующие проблемы могут быть решены за линей
ное время в классе Е-свободных двудольных графов: доминирующее 
множество, порожденный путь, не взвешенное дерево Штейнера. 

4. З а д а ч а о числе скачков 

В данном разделе мы предлагаем алгоритм линейной сложности для 
решения задачи о числе скачков (the jump number problem) в классе 
2?-свободных двудольных графов. 

Пусть Р = (X, <) — частичный порядок на конечном множестве X 
и L = хгх2 .. .хп — линейное расширение порядка Р. Пара последова
тельных элементов XiXi+1 в L называется скачком,, если и только если 
Х{ несравним с xi+1 в Р. Число скачков частичного порядка Р — это ми
нимальное число скачков в его линейных расширениях. Задача о числе 
скачков заключается в определении числа скачков частичного порядка 
Р и поиске оптимального линейного расширения. 

Задача о числе скачков введена в [6]. Было установлено, что она 
является NP-иолной даже для двудольных порядков [24]. Известно так
же, что для двудольных порядков эта задача полиномиально эквива
лентна проблеме поиска в двудольном графе наибольшего паросочетания 
без чередующихся циклов [5]. 

Паросочетпание в графе G — это подмножество ребер М такое, 
что никакие два ребра в М не инцидентны одной вершине. Цикл 
С = (v0jVi.... , Vfc_i) является чередующимся относительно паросоче
тания М тогда и только тогда, когда v^iVi € М и ViVi+1 £ М при всех 
i = 1, 3 , . . . , к — 1 (mod fc), где к четно. Паросочетание М называется 
паросочетанием без чередующихся циклов (БЧЦ-поросочетанием, для 
краткости) , если не существует чередующихся циклов относительно М. 
Число ребер в БЧЦ-паросочетании наибольшей мощности в графе G 
будет обозначаться через J(G). 
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В [23] показано, что проблема поиска БЧЦ-паросочетания наиболь
шей мощности NP-полна даже для хордальных двудольных графов. Тем 
не менее эффективные методы решения данной задачи были найдены 
для нескольких подклассов двудольных графов, таких как двудольные 
графы перестановок [26], биконвексные [4], конвексные [11] и дистанци
онно наследственные двудольные графы [23]. Теперь, основываясь на 
полученной характеризации, этот список может быть дополнен классом 
Е-свободных двудольных графов. В отличие от перечисленных классов, 
которые являются подклассами двудольных хордальных графов и, следо
вательно, не содержат порожденных циклов длины более четырех, класс 
^-свободных двудольных графов включает все возможные двудольные 
циклы. 

Применительно к задаче о числе скачков можно, очевидно, огра
ничиться связными графами. Более того, благодаря следующей лемме 
можно ограничиться примарными графами. 

Л е м м а 5. Если Н — максимальный примерный порожденный под
граф графа G, то J(G) — J(H). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Очевидно, что J(G) ^ J(H). С другой стороны, 
любое БЧЦ-паросочетание покрывает не более одной вершины из каж
дого класса вершин с одинаковой окрестностью, иначе существует чере
дующийся цикл длины 4 относительно данного паросочетания. Граф, 
имеющий только одну вершину в каждом классе вершин с одинако
вой окрестностью, с точностью до изоморфизма единственен и является 
максимальным примарным порожденным подграфом графа G. Следова
тельно, J(G) ^ J(H). Лемма 5 доказана. 

Как отмечено во введении, максимальный примарный порожденный 
подграф может быть найден за линейное время. Без потери общности 
для цели данного раздела это позволяет ограничиться рассмотрением 
связных примарных графов. 

Для данного ^-свободного двудольного графа G за линейное время 
легко определить, является ли G iflj3-свободным. Для /v13-свободных 
двудольных графов проблема о числе скачков тривиальна. Ясно, что 
в этом случае связный граф является либо четным циклом, либо цепью. 
Нетрудно видеть, что для четных циклов Сп справедливо J(Cn) — | — 1, 
а для любой цепи Рп имеем J(Pn) — [f J • 

Предположим, что G является связным примарным Е-свободным 
двудольным графом, не являющимся iir

lj3-свободным. Тогда G является 
Р5-свободным (см. теоремы 1 и 2). Для получения алгоритма линейной 
сложности, решающего рассматриваемую задачу в классе Р5-свободных 
двудольных графов, докажем следующие леммы. 
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Лемма 6. Если G — {V\, V2, E) — К\}П-свободный двудольный граф, 
то J(G) ^ п. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим от противного, что 

М = {axbu. .. ,an + 16n + i} 

является БЧЦ-паросочетанием мощности п + 1 в графе G, где аг- £ Vu 

bi e v2. 
Индукцией по к покажем , что вершина ак не смежна с вершинами Ь{ 

при i < к и смежна по крайней мере с одной вершиной Ьг- при г > к. Для 
к — 1 первая часть данного утверждения очевидна, а вторая следует 
из того факта, что граф G является А\п-свободным. Не уменьшая 
общности, будем предполагать, что а1Ь2 £ Е. 

Теперь по предположению индукции мы имеем аг-Ьг+1 £ Е для каж
дого i < к. Тогда N(ak) П {bi , . . . , b*-i} — 0, иначе G имел бы чере
дующийся цикл относительно М. Следовательно, чтобы граф G был 
/i ln-свободным, ак должна иметь соседа Ь£, где i > к. 

Таким образом, ап+1 не смежна с вершинами Ьг- при г < ?г + 1. Но 
тогда G не является К\)П-свободным. Противоречие. Лемма 6 доказана. 

Лемма 7. Есля G — (V1? V^-E) — связный примарный 2К2-свобод
ный граф с п > 1 вершинами, то J(G) = | . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Vi = { а ь . . . , а / } таково, что JV(a,-) С 
7V(ai+1) при г = 1 , . . . , / — 1 , и V2 — {6Ь . . . , Ь/} таково, что iV(bi+1) С iV(6j) 
при г = 1 , . . . , / - 1. Тогда в силу леммы 2 имеем N(a,i) — { 6 Ь . . . , Ьг-}. 
Следовательно, { а ^ , . . . , а/6/} является БЧЦ-паросочетанием в (7. 
Лемма 7 доказана. 

Следствие 3. Если G — связный примарный 2 К 2-свободный дву
дольный граф, то задача о числе скачков в G может быть решена за 
линейное время. 

В качестве доказательства представим алгоритм линейной слож
ности, решающий рассматриваемую задачу в связном примарном 
2А^-свободном двудольном графе. 

Алгоритм 38 
Вход: Связный примарный 2К2-свободный двудольный граф 

G = (VuV2,E)cVx = { ж ь . . . , г , } и У 2 = {у1, . . . ,?//}. 
Выход: Наибольшее БЧЦ-паросочетание М в G. 
Шаг 1. Для каждого i — 1 , . . . ,/ определить степень в,(х{) вер-

Бшны Х{ и положить a(d(xi)) = ж,-. 
Шаг 2. Для каждого г = 1 , . . . , / определить степень d(y,-) вершины 

г/,- и положить Ь(/ - d(y{) + 1) = у,-. 
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Шаг 3. Положить М= {а(1)6(1),... ,а{1)Ъ{1)}. 
Конец 
Нетрудно видеть, что шаги 1 и 2 данного алгоритма обеспечивают 

упорядочивание каждой доли графа G, которое используется при дока
зательстве леммы 7. Следовательно, на шаге 3 получаем наибольшее 
БЧЦ-паросочетание в графе G. 

Пусть теперь G ~ (Vi,V2jE) — связный примарный Р5-^вободный 
двудольный граф. Множество вершин графа G разобьем на подмножест
ва Z7"i,... ,Uk таким образом, что каждое Ui порождает компоненту связ
ности в двудольном дополнении к G. Обозначим Hi — G[Lri] и назовем 
Hi кокомпонентой графа G. Поскольку 2К2 является самодополнитель
ным графом (в двудольном смысле), каждая кокохмпонента Яг графа G 
является 2А^2-свободным графом. 

Лемма 8. Если связный примарный Ръ-свободный двудольный 
граф G не является 2К\-свободным; то 

J(G)= max {«/(#,-)} + 2 . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ЕСЛИ G не является 2К2-свободным, то G также 
не является 2AVсвободным графом. Следовательно, G содержит по 
крайней мере две нетривиальные компоненты. Другими словами, G со
держит по крайней мере две кокомпоненты более чем с одной вершиной. 

Рассмотрим произвольную кокомпоненту Яг с \VH{\ > 1. По лемме 2 
граф Н{ является сбалансированным как двудольное дополнение к связ
ному примарному 2 AV свободному графу. Обозначим через s{ коли
чество вершин в каждой доле графа Hi. Из леммы 2 вытекает, что 
в каждой доле графа Hi содержится в точности одна изолированная 
вершина. Обозначим эти вершины через х} и х2. Из леммы 7 сле
дует, что J{Н^ — Si — I. Пусть теперь Hj — еще одна кокомпонента 
графа G с \VHj\ > 1, и пусть у1 и у2 — две произвольные вершины 
в Я ; , принадлежащие \\ и V2 соответственно. Очевидно, что наиболь
шее БЧЦ-паросочетание М4- в Яг- не покрывает х1 и х2. Следовательно, 
Mi U {x1y2,x2yi} является БЧЦ-паросочетанием в G. Таким образом, 
J(G)^ тах{</(Яг-)} + 2. 

1 ̂  г ^ к 
Теперь предположим, что J(Hm) = тах{</(Яг-)} при некотором 

m G { 1 , . . . , &}. Тогда для каждой вершины х графа G существует 
не более sm вершин в другой доле, не смежных с ж, т. е. G является 
ATi,em+i-свободным. Следовательно, по лемме 6 имеем J(G) ^ sm + 1, где 
sm = J(Hm) + 1 = max {/(Я»)} + 1. Лемма 8 доказана. 
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Теорема 6. Если G связный примарный Т^-свободный двудоль
ный граф, то задача о числе скачков в G может быть решена за линейное 
время. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силу следствий 1 и 3 можно предположить, 
что граф G = (Vb V2, E) удовлетворяет условиям леммы 8. Пусть хг — 
вершина наименьшей степени в 1/х. Очевидно, что ж2 является изоли
рованной вершиной в наибольшей по числу вершин кокомпоненте Ди
графа G. Если ж2 другая изолированная вершина в Я,, то по лемме 8 
наибольшее БЧЦ-паросочетание М в G может быть построено следу
ющим образом: М — М{ U {хгу2^х2уг}^ гДе ^U — наибольшее паро-
сочетание в Яг, а ух и у2 — произвольные соседи вершин х2 и Х\ со
ответственно. Для того чтобы найти наибольшее паросочетание в Яг, 
построим граф Н[ удалением из Яг изолированных вершин Х\ и х2. Оче
видно, что Щ — связный примарный 2А'2-свободный двудольный граф. 
Поэтому для него задача о числе скачков может быть решена за линейное 
время. Построение Яг, так же как и поиск вершин Х\ и ж2, тривиально 
реализуется за линейное время. Теорема 6 доказана. 

Суммируем аргументы, представленные в доказательстве теоре
мы б, в следующей линейной процедуре, решающей задачу о числе скач
ков в связном примарном Р5-свободном двудольном графе. 

Алгоритм с€ 
Вход: Связный примарный Р5-свободный двудольный граф G — 

(VuV2,E). 
Выход: Наибольшее БЧЦ-паросочетание М в G. 
Шаг 1. Если G является 2А'2-свободным, применить алгоритм 38 

к G и остановиться. 
Шаг 2, Найти в Vx вершину наименьшей степени хг. 
Шаг 3. Среди вершин доли У2, не смежных с жь найти вершину х2 

наименьшей степени. 
Шаг 4. Посредством алгоритма 38 найти наибольшее БЧЦ-паросо

четание М1 в графе Я ' = G[(V\ U V2) - (N(x1) U N(x2) U {xux2})). 
Шаг 5. Положить М = MfU{x^y2, x2yi), где ухжу2 — произвольные 

соседи вершин х2 и х1 соответственно. 
Конец 

Заключение 

В данной работе доказано, что любой связный Р-свободный дву
дольный граф является либо двудольным дополнением к Р5-свободному 
графу, либо графом, в котором каждый примарный порожденный 
подграф К13-свободен. Заметим, что класс Р5-свободных двудольных 
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графов является подклассом бикографов, введенных в [16] (двудольный 
граф называется бикографом, если любой его порожденный подграф не 
менее чем с двумя вершинами либо несвязен, либо является двудольным 
дополнением к несвязному графу). В [16] класс бикографов был охарак
теризован тремя запрещенными порожденными подграфами: Star1)2,3, 
Snn4 (рис. 3) и Р7. 

Starx; Si 
Рис. 3 

Обобщение бикографов, определяемое запрещенными подграфами 
Star1>2)3 и Р7у было охарактеризовано в [14] следующим образом. Дву
дольный граф (Star1)2)3? /^-свободен тогда и только тогда, когда всякий 
его порожденный подграф не менее чем с двумя вершинами является 

либо несвязным, 
либо двудольным дополнением к несвязному графу, 
либо графом, который может быть разбит на независимое множество 

и полный двудольный подграф. 
Мы завершаем статью гипотезой относительно структуры Star l j2,3-

свободных двудольных графов, обобщающих как (Star1)2 j3, Р7)-свобод-
ные, так и ^-свободные графы (см. рис. 2). 

Г И П О Т Е З А . Примарный двудольный граф является Stari^^-свобод-
ным тогда и только тогда, когда каждый его порожденный подграф 
является 

либо несвязным, 
либо двудольным дополнением к несвязному графу, 
либо графом, который может быть разбит на независимое множество 

и полный двудольный подграф, 
либо Ki}3-свободным графом, 
либо двудольным дополнением к ii1)3-свобод ному графу. 
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