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Е. А. Окольнишникова 

Показано, что операции геометрического проектирования и моно­
тонного расширения булевых функций могут приводить к усложнению 
реализаций булевых функций в ряде классов схем, а также в классе 
ветвящихся /^-программ. Установлено, что если существует «большой 
разрыв» между сложностями реализации некоторой функции в классе 
недетерминированных и в классе детерминированных ветвящихся прог­
рамм (ветвящихся ^-программ), то можно построить пример такой 
функции, что существует «большой» разрыв между сложностью ре­
ализации этой функции и ее проекцией в классе детерминированных 
ветвящихся программ (ветвящихся ^-программ). 

Введение 

В теории сложности представляет интерес задание (определение) 
операций, которые позволяют из просто реализуемых функций полу­
чать сложно реализуемые функции и наоборот. В данной работе рас­
сматриваются две такие операции — геометрического проектирования 
и «монотонного расширения». Кроме того, будет сказано несколько слов 
об операции отрицания и операции проектирования, рассматриваемых 
в последнее время [7, 8]. 

Во-первых, мы исследуем сложность реализации некоторых буле­
вых функций и их геометрических проекций.**) В классической мате­
матике качественная возможность усложнения объектов при проектиро­
вании и взятии дополнения известна давно. (Например, в дискрептивной 
теории множеств.) Математическая теория сложности позволяет коли­
чественно оценивать возможность такого усложнения. 

*) Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда­
ментальных исследований (код проекта 97-01-00848) и Федеральной целе­
вой програмхмы «Интеграция» (код проекта 473). 

**) Данное определение отличается от того понятия проекции, которое рас­
сматривается в ряде работ (см., например, [7, 8]). 
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Вопрос о сравнении сложностей реализации булевых функций и их 
геометрических проекций был сформулирован А. К. Пулатовым. В 1976 г. 
Е. А. Окольнишникова построила пример последовательности булевых 
функций, сложность реализации которых формулами в базисе (&, V,-») 
в константное число раз меньше сложности реализации геометричес­
кой проекции тех же функций по некоторому подмножеству переменных 
(неопубликовано). 

В 1977 г. А. К. Пулатовым совместно с Е. А. Окольнишниковой [5] 
была построена последовательность функций, сложность реализации ко­
торых формулами в базисе (&, V, -i) существенно меньше сложности ре­
ализации геометрической проекции этих функций по некоторому под­
множеству переменных. Позднее Е. А. Окольнишникова [4] нашла при­
мер последовательности функций, сложность реализации которых как 
контактными схемами, так и формулами в любом базисе существенно 
меньше сложности реализации геометрической проекции этих функций 
по некоторому подмножеству переменных теми же схемами. Таким обра­
зом, было показано, что операция геометрического проектирования мо­
жет приводить к существенному усложнению функции. В данной работе 
показано, что такое усложнение возможно также при реализации буле­
вых функций ветвящимися программами и ветвящимися /^-программами 
при к ^ 2. При реализации булевых функций синтаксическими неде­
терминированными ветвящимися 1-программами такого усложнения не 
происходит. 

Пример функции, геометрическая проекция которой существенно 
сложнее самой функции, тот же, что и в [4]. Проекция этой функции 
имеет очень много различных подфункций, что позволяет успешно при­
менить к ней метод Э. И. Нечипорука [3] и благодаря этому получить 
нелинейные нижние оценки сложности реализации этой функции мно­
гими управляющими системами. Вместе с тем сама исходная функция 
реализуется достаточно просто. 

Операция отрицания также может приводить к возрастанию слож­
ности функции. Известно, что эта операция не приводит к заметному 
росту сложности схем для многих классов схем без ограничений. Но 
в [2, 1] было показано, что операция отрицания может в константное 
число раз увеличить сложность контактных схем. Кроме того, имеется 
много работ, в которых показано, что операция отрицания может суще­
ственно увеличить сложность схем с ограничениями. 

Можно указать еще одну операцию, способную привести к услож­
нению реализации булевых функций. Это операция «монотонного рас­
ширения». (Строгое определение этой операции будет дано ниже.) 
Известно, что существуют примеры функций, просто реализуемых 
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схемами из функциональных элементов, монотонным расширением кото­
рых являются характеристические функции NP-сложных задач (см. за­
мечание 3 в разд. 2). Это позволяет предположить, что операция моно­
тонного расширения может приводить к экспоненциальному росту слож­
ности реализации функции. Тем не менее автору не известны опублико­
ванные работы, из которых следует, что операция монотонного расшире­
ния может приводить к росту сложности реализации функций в классах 
схем без ограничений. Поэтому представляют интерес примеры функ­
ций, для которых доказано, что сложность их реализации различными 
типами управляющих систем существенно меньше сложности реализа­
ции функции, получаемой из данной с. помощью операции «монотон­
ного расширения». Возможно, что эти примеры позволят несколько по-
новому взглянуть на роль отрицаний в реализации булевых функций. 
В работе приведен пример такой функции. Эта функция имеет линей­
ную (относительно числа переменных функции) сложность реализации 
формулами в базисе (&, V, -н) (и, следовательно, формулами в любом ба­
зисе, а также контактными схемами, ветвящимися программами и т. д.), 
а ее монотонное расширение имеет почти квадратичную (относительно 
числа переменных функции) сложность. 

В [7, 8] также рассмотрена операция проектирования, где под про­
екцией функции понимается не геометрическая проекция, а замена не­
которых переменных константами, другими переменными или их от­
рицаниями. Последовательность функций {/п} есть (полиномиальная) 
проекция последовательности {gn} (см. [8]), если 

/ п ( > ь . . . ,ЖП) = 0 р ( п ) ( У ь . . . ,Ур(п)) 

для некоторой полиномиально ограниченной функции р(п) и у^ £ {х\, жь 
. . . ,жп ,жп ,0,1}. Число таких j , что ijj £ {жг-,жг-}5 называется крат­
ностью Х(. Проекция называется 1-проекцией (read-once projection), 
если кратность любого х-% не превосходит I. 

В случае классических схем (без ограничений) рассматриваемая опе­
рация не приводит к увеличении сложности реализации функции. Но для 
некоторых схем с ограничениями эта операция может приводить к су­
щественному различию сложностей. В [7] приведены примеры функций 
/ и j , где / — полиномиальная проекция функции g, g имеет полино­
миальную сложность в классе упорядоченных бинарных диаграмм ре­
шений OBDD (а также в классах FODD, &-OBDD, fc-IBDD), a / имеет 
экспоненциальную сложность в классе упорядоченных бинарных диаг­
рамм решений OBDD (FODD, &-OBDD, fc-IBDD). Но для 1-проекшш 
известно [7], что если / есть полиномиальная 1-проекция функции g и g 
имеет полиномиальную сложность в некоторых классах схем, то / имеет 
полиномиальную сложность в тех же классах схем. 
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1. Геометрическая проекция 

Напомним некоторые определения и обозначения. Детерминиро­
ванная ветвящаяся программа на множестве переменных ж ь . . . ,жп — 
это ориентированный граф без циклов с выделенной входной вершиной 
и двумя выходными вершинами. Каждая вершина, отличная от вы­
ходной, помечена переменной из множества X = { ж ь . . . , ж„}, и из нее 
выходят ровно две дуги, одна из которых помечено нулем, другая — 
единицей. 

Пусть задан входной набор а = ( а ь . . . , а п ) , где а{ Е {0,1} при 
i — 1,2,.. . , п . Ветвящаяся программа по набору а вычисляет значе­
ние Р(й), равное 0 или 1, следующим образом. Вычисление начинается 
во входной вершине. Если достигнута вершина, которой приписана пе­
ременная жг-, то осуществляется переход к следующей вершине по дуге, 
помеченной 1 при а{ = 1, и по дуге, помеченной 0, если а{ — 0. Поскольку 
из каждой невыходной вершины выходят две дуги, одна из которых по­
мечена 0, а другая — 1, и ветвящаяся программа является ориентиро­
ванным графом без циклов, то в конце концов будет достигнута выход­
ная вершина, помеченная 0 или 1. Полученное значение определяется 
как Р(а). 

Говорят, что ветвящаяся программа вычисляет булеву функцию 
/ ( # ! , . . . ,жп), если для любого набора а = ( а ь . . . ,ап) значений вход­
ных переменных выполняется равенство Р(а) — / (а ) . 

Недетерминированная программа имеет ту же структуру, что и де­
терминированная, но в отличие от последней в недетерминированной 
программе допустимы вершины, не помеченные переменными, с вы­
ходящими из них двумя непомеченными дугами (также называемые 
свободными дугами). Недетерминированная ветвящаяся программа вы­
числяет функцию / : {0,1}п —» {0,1} следующим образом. Для каждого 
набора а — ( а ^ . . . , ап) входных переменных, аг- £ {0,1}, г — 1,2,... , п, 
полагаем Д а ) = 1 тогда и только тогда, когда существует по крайней 
мере один такой (ориентированный) путь (принимающий путь для а) от 
входной к выходной вершине, помеченной 1, что все метки вдоль этого 
пути не противоречат набору а (т. е. если на этом пути встретилась 
дуга, помеченная d и выходящая из вершины, помеченной ж,-, то аг- = d). 

Ветвящаяся программа, в которой любой путь от входной вершины 
к выходной вершине содержит не более к вершин, помеченных одной 
и той же переменной, называется ветвящейся к-программой (&-прог-
раммой). 

Под сложностью детерминированной ветвящейся программы пони­
мается число помеченных вершин. Под сложностью недетерминиро­
ванной ветвящейся программы понимается число помеченных дуг. Как 
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обычно, под слоэюностью реализации функции / схемами из заданного 
класса понимается сложность минимальной схемы из данного класса, 
которая реализует / . 

Введем следующие обозначения: LB(f) и £ 5 о ( / ) — сложность ре­
ализации функции / формулами в базисе В и в базисе В0 = (V,&,-^) 
соответственно, S(f) — сложность реализации функции / контактными 
схемами, B(f) и Bk(f) — сложность реализации функции / детермини­
рованными ветвящимися программами и детерминированными ветвя­
щимися ^-программами соответственно, NB(f) и NBk(f) — сложность 
реализации функции / недетерминированными ветвящимися програм­
мами и недетерминированными ветвящимися /^-программами соответ­
ственно. 

Введем понятие геометрической проекции. Проекцию булевой функ­
ции / ( # 1 , . . . , хп) по переменным Х{1,..., xik будем обозначать через 
Pfxili...lzik(xjl,...,xjn_k), где {ji , . . . , jn-jb} = {1 ,2 , . . . ,n} \ {г 1 ? . . . ,С*}. 
Без ограничения общности можно считать, что ц = / для / = 1,...,&. 
По определению положим 

Р1х1г...,хк(хк+и .. -, жп) = \/ f(au . . . , сгк, хк+и . . . , жп), 

где <т,- G {0,1} при г — 1 , . . . , к. 
Через Ак обозначим множество наборов a — ( а ь . . . , а*) таких, что 

к 
Y, ai — [к/2\. Ясно, что \Ак\ — (ifc/2|). Каждому набору а из Ак поста-
t = i 
вим в соответствие переменную иа. 

Рассмотрим булеву функцию Fk'm от множеств переменных U — 
{ua,a e Ak}, Y = {yi , . . . ,y*} и Xi = {xlA,...,xlik}, 1 ^ / ^ т. По 
определению положим 

F*> m ( [VF,X b . . . ,X m ) 

Число переменных этой функции равно 

(l*/2j)+ '<m + l>- (1) 

Проекция этой функции по переменным Y есть функция 

PF£m(U,Xu...,Xm)= \ / 4a(}\(xIAVx?;1)-...^x,ikVx?;k)\ (2) 
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ПОЯСНЕНИЕ. Пусть к = 4. Тогда набору й — (0101) ставится в со­
ответствие переменная ^oioi- В задании функции F4,m(U1 У, Х ь . . . , Хш) 
набору й = (0101) соответствует слагаемое ^oioiщ У\У2ШУАХ\Х%1А'- • •,жт,2' 
£mj4; в проекции функции PFym(U^ Х ь . . . , Х т ) набору й соответствует 
слагаемое Щюг * я ^ г ' ^ м ' - . .-Ят^'^гм-

Лемма 1. СЛОЖНОСТЬ реализации функции Fk,m(U, У, Хъ . . . , Хш) 
формулами в базисе (V, &, -п) не превышает 5(,^2 ,) + &(т + 2). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО [4]. Легко видеть, что функция Fk>m предста-
вима в виде 

Fk'm(U,Y,Xu...,Xm)= \ / ua-y^-...-ytk 

aEAk 

X (yiXhl ' . . . • Ж т д V j / i ) ' . . . - (УкХ1,к ' • • • * ^m,fc V i/fc). (3) 

Оценим сложность реализации функции V ua - у*1 • ... • у%к фор-
or€Afc 

мулами в базисе (V,&,-i). Для простоты изложения будем оценивать 
сложность реализации этой функции II-схемами, поскольку сложность 
реализации булевой функции формулами в базисе В0 = (V,&,-i) равна 
сложности реализации той же функции П-схемами. 

Рис. 1 

Пусть Т г(^1 ? . . . ,zp) — контактное дерево, которое реализует все 
v 

конъюнкции z*1,... ,Zpv такие, что ^ о$ — г. Сложность контактного 

дерева Тг(гг,... ,zp) обозначим через фг(р). Индуктивное построение 
контактного дерева Т ' (^ 1 ? . . . ,zp) изображено на рис. 1, откуда следует, 
что 

ф<(р)^ф*-1(р-1) + ф\р-1) + 2. (4) 
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Индукцией по г докажем, что 

ФЧР) < Р + 2 
»+1 

(5) 

Легко проверить, что ф°(р) — р, т. е. ф°(р) — (р^2) — 2 = р. Пусть 
утверждение выполняется для всех г, г ^ г0. Докажем выполнимость 
для г0. Из (4) и индукционного предположения следует, что 

ф*°(р) <: ф1°-\р - 1) + ф'°(р - 1) + 2 

< [ ' + i ) - 2 + ( - + l , 
«о У 4*0 + ! 

2 < р + 2 
io 

Неравенство (5) доказано. 
Из (5) следует, что 

^L*/4(fc)^4 
L*/2J 

(6) 

Добавим контакты ua к висячим вершинам дерева, которые соответ­
ствуют конъюнкциям у*1 •.. .-у%к, a Е ^А;- Висячие вершины полученной 
схемы объединим. Из (б) следует, что сложность построенной таким 
образом схемы не превосходит 5( ^ ). Из этой конструкции и пред­
ставления (3) следует, что сложность функции Fk>m(U, У, Хъ . . . , Хш) не 
превышает 5( ,^ 2 |) + к(т + 2). Лемма 1 доказана. 

Пусть n, п :> 2, — натуральное число. Положим 

к0(п) = |^log2 n + - log2 log2 n (7) 

m0(n) - ко /ко 1. (8) 
l*o/2J 

Из (1) следует, что число переменных булевой функции Ffcc"m° меньше п 
и 

.L*o/2j 
С0те, т 0 ~ (1 - С0)п/ log2 те, (9) 

где С0 = -\/2/7г. 
В дальнейшем в обозначениях Fko,m° и PFko>m° индексы А;0 и т 0 

будем опускать. 
Б. А. Субботовская [6] показала, что для каждого конечного базиса В 

существует константа CBl которая зависит только от базиса и LB(f) ^ 
С в ' LB0 Д Л Я каждой функции / . 

Из этого факта, леммы 1 и (9) следует, что для значений к0(п) 
и ш0(гг), заданных в (7) и (8), справедливо 
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Следствие 1. LBF(U,Y,XU.. .,Хт) = 0{п). 
Лемма 2. Для булевой функции PFY {U,XU ..., Хт) справедливы 

утверждения: 
(a) LB(PFY) h n 2 / l ° g n Для формул в конечном базисе В; 
(b) S(PFy) У п2/log2 n для контактных схем] 
(c) B(PFy) У n2/log2n для детерминированных ветвящихся прог­

рамм; 
(d) NB(PFy) У n3t2/logn для недетерминированных ветвящихся 

программ. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО (СМ. [4]). Если вместо переменных ua, a G 4 , 

подставить всевозможные значения констант 0 и 1, а вместо переменных 
из X,-, г ф j подставить константу 1, то получим 2vi>/2j) различных функ­
ций, зависящих от переменных из Xj, 1 ^ j ^ т . Справедливость тео­
ремы в случае контактных схем и формул следует из теоремы Э. И. Не­
чипорука [3]. В случае ветвящихся программ можно воспользоваться 
замечанием П. Пудлака [11] (см. также теорему 3 в обзоре А. А. Разбо-
рова [12]). Это позволяет применить метод Э. И. Нечипорука к функции 
PFY. Лемма 2 доказана. 

Теорема 1. Для булевых функций PFY и F выполняются следую­
щие соотношения: 

(a) LB(PFy)l'LB(F) У n/ log n для формул в конечном базисе В; 
(b) S(PFY)/S(F) У n/log2 П ДЛЯ контактных схем; 
(c) B(PFy)/B(F) У гг/log п для детерминированных ветвящихся 

программ; 
(d) N В(Р FY) j N B(F) У л/тг/log 7i для недетерминированных ветвя­

щихся программ. 
Если k ^ 2, то 
(e) Bk(PFy)/Bk(F) У n/logn для детерминированных ветвящихся 

к-программ] 
(f) NBk(PFY)/NBk(F) У л/n/logn для недетерминированных вет­

вящихся к-программ. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Справедливость утверждений (a)-(d) следует 

из следствия 1 и леммы 2. 
Так как в доказательстве леммы 1 при реализации функции F 

в виде (3) каждая переменная в любой цепи встречается не более чем 
2 раза, то из леммы 1 и следствия 1 следует, что B2(F) — 0(п). По­
этому утверждения (е) и (f) также справедливы. Теорема 1 доказана. 

Теорема 2. Для недетерминированных ветвящихся 1-программ, ре­
ализующих булеву функцию / ( X , У), 

Nm(Py(f))<:NBl(f). 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим 1-программу, реализующую f(X.Y). 
В этой программе нет нулевых цепей. Следовательно, все дуги, выхо­
дящие из вершин, помеченных переменными у{, можно заменить свобод­
ными дугами. Полученная недетерминированная ветвящаяся программа 
реализует проекцию функции / по множеству переменных из У. Тео­
рема 2 доказана. 

Следующая теорема, в частности, показывает, что если для не­
которой булевой функции / существует «большой» разрыв (более чем 
квадратичный относительно сложности NB(f)) между сложностями 
NB(f) и 5 ( / ) , то можно построить пример такой функции, что су­
ществует «большой» разрыв между сложностью реализации этой функ­
ции и сложностью ее проекции в классе детерминированных программ. 
(Аналогичное утверждение справедливо и для /^-программ.) 

Наоборот, если для некоторой функции существует «большой» раз­
рыв между сложностями булевой функции и ее проекции в классе де­
терминированных ветвящихся 1-программ, то для проекции этой функ­
ции существует «большой» разрыв между сложностями ее реализациями 
в классах недетерминированных и детерминированных 1-программ. 

Теорема 3. (1а) По любой булевой функции f(X) от п переменных 
можно построить такую булеву функцию #(Х, У), которая зависит не 
более чем от n + (NВ(/))2 переменных, что 

B(PYg(X,Y)) - B{g{X,Y)) > B(f(X)) - NB(f(X)) - 8(NB(f)f. 

(lb) По любой булевой функции f(X) от п переменных можно по­
строить такую булеву функцию #(Х,У), которая зависит не более чем 
от n + (N Bk(fj)2 переменных, что 

Bk(PYg(X, У)) - Bk(g(X, У)) £ Bk(f(X)) - NBk(f(X)) - 8(NBk(f))2. 

(2) Пусть h(X,Y) — булева функция. Тогда 

Bl(Py(h)) - l/2NBPl(PY(h)) > BPl(PY{h)) - BPl(h). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, (la) Число непомеченных вершин в недетерми­
нированной ветвящейся программе не превышает (2NB(f))2 (доказа­
тельство этого факта аналогично доказательству теоремы 1 в [9]). Все 
непомеченные вершины перенумеруем числами от 1 до I и рассмотрим 
j-ю непомеченную вершину. Эту вершину пометим новой переменной 
у^ одну из свободных дуг, выходящих из этой вершины, пометим О, 
а другую — 1. Полученная ветвящаяся программа является детермини­
рованной ветвящейся программой, которая вычисляет некоторую функ­
цию #(Х,У). Эта функция зависит не более чем от п + (2N Bl(f))2 

переменных. В классе детерминированных программ сложность этой 
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функции не превосходит NB(f) + 4(NB(f))2. Геометрическая проекция 
функции д(Х, У) по множеству переменных из Y — функция / ( X ) , т. е. 

В(д(Х, У)) ^ NB{f(X)) + 8(NB(f))2, B(PYg(X, Y)) = B(f(X)). 

Из этих соотношений следует утверждение теоремы в случае (1а). 
Случай (lb) теоремы для fc-программ доказывается аналогично. 
Рассмотрим детерминированную ветвящуюся 1-программу, вычис­

ляющую h(X,Y). В этой программе нет нулевых цепей. Поэтому все 
ребра, выходящие из вершин, помеченных переменными у^ можно заме­
нить на свободные ребра. Полученная недетерминированная ветвящая­
ся программа вычисляет проекцию функции h по множеству перемен­
ных из У, т. е. сложность реализации функции Py(h) в классе неде­
терминированных 1-программ не больше сложности реализации 
функции h в классе детерминированных 1-программ. Таким образом, 
NBPl{PY{h)) ^ BPl(h). Отсюда следует, что утверждение (2) теоре­
мы 3 верно. 

Известно, что существуют булевы функции с экспоненциальным раз­
рывом между сложностями детерминированных и недетерминированных 
ветвящихся 1-программ (см., например, [10]). Следовательно, из ут­
верждения (Ь) теоремы 3 следует 

Следствие 2. Существуют булевы функции с экспоненциальным 
разрывом между сложностями функций и их геометрических проекций 
в классе детерминированных 1-программ. 

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Поскольку сложность реализации почти всех буле­
вых функций формулами в произвольном конечном базисе, контактными 
схемами, ветвящимися программами, схемами из функциональных эле­
ментов и т. д. асимптотически совпадает со сложностью самой сложной 
функции, то при геометрическом проектировании для почти всех буле­
вых функций невозможно существенное усложнение. В частности, име­
ется 22™ + 1 — 1 таких функций от п переменных, что проекция каждой 
такой функции но любому множеству переменных, в частности по любой 
переменной, тождественно равна 1. В самом деле, рассмотрим множест­
во функций, которые равны 1 на всех двоичных наборах длины п, содер­
жащих нечетное число единиц и принимающих произвольные значение 
на всех остальных наборах. Аналогично можно рассмотреть множество 
функций, которые равны 1 на всех двоичных наборах длины п, содер­
жащих четное число единиц и принимающих произвольные значение на 
всех остальных наборах. Объединение этих двух множеств функций 
и даст указанную оценку. 
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2. Монотонное расширение 
Будем говорить, что булева функция #(#! , . . . ,хк) является моно­

тонным, расширением функции / ( ж ь . . . ,#*.), если #(/?i,.. . ,/?*) = 1 
тогда и только тогда, когда существует такой набор ( а ь . . . , а*), что 
( а ь . . . ,аЛ) < (f3u...j3k) и / ( a l 5 . . . ,аЛ) = 1. (Здесь, как обычно, 
( a i , . . . ,aA) < (/3i,... ,/ЗАГ) означает, что аг ^ 0и . . . , ак ^ /Зь) 

Будет указан пример такой булевой функции, что сложность моно­
тонного расширения этой функции существенно превышает сложность 
функции. 

Рассмотрим булеву функцию Нкт от множеств переменных U — 
{иa, a 6 Ак} и Х\ ~ {ж/д,. . . , £/,*;}. 1 ^ / ^ ш. По определению положим 

нк>т(и,хи...,хт)= V ^ ( д < ^ • • •<*)• (10) 

Число переменных этой функции равно Lk
k
/2\) +тк. Монотонным расши­

рением этой функции является функция PFy ,m , рассмотренная в разд. 1 
(см. (2)), т. е. 

M / / f c ' m ( f / , X 1 , . . . , X m ) - P F ^ m ( f / , X 1 , . . . , X m ) . 

Лемма 3, Сложность реализации функции Hk>m(U, Х ь . . . , Хт) 
формулами в базисе (V, &, -•) не превышает 5(ik

k/2\) + 2fcra. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Легко видеть, что 

fffc^(^Xb...,Xm)- \ / иа-х?у....х£к 
аеАк 

к(х1Л 
X2,V ' •'Xm,l^xl)lx2X' ' ''Xm,l)'' • -'{х1,кх2,к" • • -'xm,k ^х1,кх2,к '• • -'xm:k)-

Следовательно, сложность этой функции не превышает 5( |fc/2|) + 2km. 
Доказательство этого факта аналогично доказательству леммы 1. Лем­
ма 3 доказана. 

В дальнейшем мы будем рассматривать функции Нко,т° и МНко,т°, 
где значения к0 и т 0 заданы в (7) и (8). Положим Н = #*о,т0 
и МН = МНк°*т°. 

Из леммы 3, (9) и результата Б. А. Субботовской получаем 

Следствие 3. Для формул в любом конечном базисе В справедливо 
соотношение LBH(U, У, Х ь . . . , Хт) < п. 

Теорема 4. 
(a) LB(MH)/LB(H) У n/log п для формул в конечном базисе В; 
(b) S(MH)/S(H) У n/log2 n для контактных схем; 
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(c) В(МН)/В(Н) У n/log2n для детерминированных ветвящихся 
программ: 

(d) NВ(МН)INВ{Н) У л/n/logn для недетерминированных ветвя­
щихся программ. 

Если k ^ 2, то 
(e) Вк(МН)/Вк(Н) У n/log2 п для детерминированных ветвящихся 

к-программ; 
(f) N Вк{М Н) J N Вк(Н) У л/n/logn для недетерминированных вет­

вящихся к-программ. 
Доказательство этой теоремы аналогично доказательству тео­

ремы 1. 

Теорема 5. В классе недетерминированных ветвящихся 1-программ 
справедливо соотношение 

NBl(M(f)) <с NBl(f). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Недетерминированную ветвящуюся 1-програм-
му, вычисляющую функцию / , можно преобразовать в недетерминиро­
ванную 1-программу, вычисляющую функцию M(f). Рассмотрим, на­
пример, вершину с, помеченную переменной ж, из которой выходят две 
дуги: дуга (с,Ь), помеченная 1, и дуга (с, а), помеченная 0 (рис. 2). 

Программа для / Программа для M(f) 

Рис. 2 

Введем новую непомеченную вершину d, из которой выходят две 
непомеченные дуги (d,a) и (d ,b) . Вместо дуги (с,Ь), помеченной 1, 
рассмотрим дугу (c,d), помеченную 1. Проделаем эти преобразования 
со всеми помеченными вершинами. Полученная недетерминированная 
1-программа вычисляет монотонное расширение функции / . Сложность 
реализации функции M(f) не больше сложности реализации функции / . 
Теорема 5 доказана. 
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ЗАМЕЧАНИЕ 2. Поскольку сложность реализации почти каждой бу­
левой функции формулами в произвольном конечном базисе, контакт­
ными схемами, ветвящимися программами, схемами из функциональ­
ных элементов и т. д. асимптотически совпадает со сложностью самой 
сложной функции, то почти для каждой булевой функции при операции 
монотонного расширения невозможно существенное усложнение. Более 
того, существует 22"'~1 функций от п переменных (а именно функций, 
которые принимают значение 1 на нулевом наборе), монотонным рас­
ширением которых является функция, тождественно равная 1. 

Следующее утверждение указывает на некоторую связь между опе­
рацией геометрического проектирования и операцией монотонного рас­
ширения. 

Теорема 6. Для каждой булевой функции f(X) от п переменных 
можно указать функцию g{X,Y) от 2п переменных такую, что 

(a) сложность функции g(X,Y) отличается от сложности f{X) не 
более чем на Сп в классе схем из функциональных элементов, формул, 
контактных схем, ветвящихся программ, ветвящихся k-программ при 
к ^ 2 и т. д.; 

(b) проекция функции g(X,Y) по переменным из Y совпадает с мо­
нотонным расширением функции f(X). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Легко проверить, что булева функция 

g{X,Y) = / (У) • (х1У1 V уг) • . . . • (хпУп V уп) 

удовлетворяет условию (а) теоремы. 
Пусть g и h — булевы функции, зависящие от одинаковых перемен­

ных. Будем говорить, что g ^ h, если для любого набора а выполняется 
соотношение g(a) ^ h(a). Без ограничения общности можно считать, 
что для конъюнкции Ж — Xi .. .хрхр+1 .. .хд выполняется неравенство 
Ж <$ / . Тогда Х{ххух V уЛ) • . . . • (хпуп V yn) <£ g(X,Y), т. е. 

^i2/i • --ХрУрУр+i . • .уд{хд^уд+1 V yq+x). ..(xnyn V yn) <$ g(X,Y). 

Следовательно, конъюнкция х1...хр ^ PgY(X,Y). Очевидно, что 
Xi...xp ^ М / . Отсюда следует, что Рду(Х) = Mf(X). Утвержде­
ние (Ъ) теоремы 6 доказано. 

ЗАМЕЧАНИЕ 3. Рассмотрим булевы функции от переменных из 
Хт - {xij}, где 1 <£ i < j <J т. Пусть CLIQUEm(Xm) — характе­
ристическая функция для свойства графа с т вершинами содержать 
[_ra/2j-клику, т. е. содержать полный m/2-вершинный подграф. 
CLIQUE — ONLYm(Xm) — характеристическая функция для свойст­
ва графа с т вершинами содержать только ребра одного полного 
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m/2-вершинного подграфа и не содержать других ребер. Функция 
CLIQUE m — монотонное расширение функции (CLIQUE - ONLYm) . 
Функция CLIQUE — ONLYm имеет полиномиальную сложность. Функ­
ция CLIQUE m — характеристическая функция NP-сложной проблемы. 
Следовательно, можно предположить возможность экспоненциального 
разрыва между сложностью булевой функции и ее монотонного расшире­
ния. Из этого факта и теоремы 6 следует, что существует такая булева 
функция полиномиальной сложности, что ее проекция по некоторому 
подмножеству переменных (мощность этого подмножества не больше 
половины мощности исходного множества переменных) есть характери­
стическая функция NP-сложной задачи. 

Автор выражает благодарность К. Л. Рычкову за ценные замечания 
при обсуждении результатов работы. 
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