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(з,Л,е)-РАЗЛ0ЖЕНИЕ БУЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ*) 

А. В. Чашкии 

Рассматривается специальное (s, d, £)-разложение произвольной 
булевой функции / , зависящей от п переменных. Элементами этого 
разложения являются s, s < п, частичных функций, каждая из кото­
рых определена и совпадает с / на некоторой области мощности d) 
где минимально возможное d не более чем в п3 раз превосходит слож­
ность реализации функции / схемами из функциональных элементов. 
Получены критерии существования (s, d, е)-разложений. 

Пусть / —• полностью определенная булева функция от п перемен­
ных. £ ( / ) — сложность минимальной схемы из функциональных элемен­
тов, реализующей в базисе из всех двуместных булевых функций булеву 
функцию / , D С {0 ,1} п . Частичную булеву функцию fD : D -> {0,1} 
назовем сужением функции / на область JD, если fr>(x) = f(x) для всех 
х £ D и L(fo) — nrin L(h), где минимум берется по всем таким функциям 
Д, что h(x) = f(x) при всех х Е D. Таким образом, в общем случае су­
жением булевой функции / на область D является некоторая частичная 
функция. Доопределим эту функцию до полностью, определенной. Для 
этого линейно упорядочим все полностью определенные булевы функции, 
зависящие от п переменных. Сделаем это, сравнивая векторы значений 
булевых функций как целые числа, записанные в двоичной системе счис­
ления. Каждой частичной булевой функции / : D -* {0,1} поставим 
в соответствие полностью определенную булеву функцию h\ являющу­
юся минимальной (относительно указанного выше линейного порядка) 
среди таких функций /г, что / — hD и L(f) — L(h). Функцию N будем 
называть продолжением функции / . Продолжение функции / будем обо­
значать через / . 

*) Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда­
ментальных исследований (код проекта 99—01—01175) и Федеральной целе­
вой программы «Интеграция» (код проекта 1997-473). 
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Будем говорить, что для функции / имеет место (<s, d, е)-разложепие, 
если при каждом ж G {0,1}п справедливо неравенство 

S 

где £ > 0, целые положительные 5 и / связаны соотношением I ^ ( | — в) 5 
и |Dj| ^ d при каждом j £ {1 ,2 , . . . , s}. Величины <s, d,£ будем называть 
параметрами разложения. Легко видеть, что если для функции / имеет 
место (s, d, е)-разложение, то 

f(x) = M(fDl(x),...JD.(x)), 
где М — функция голосования. 

Основное свойство (з,й,£)-разложений заключается в том, что зна­
чение любой булевой функции, зависящей от п переменных, на произ­
вольном наборе из ее области определения однозначно определяется че­
рез значения s, s < n, частичных функций, определенных на областях 
мощности d. Наибольший интерес рассматриваемые разложения пред­
ставляют для функций небольшой сложности, например полиномиаль­
ной. В этом случае параметр d является полиномом от п. Часто более 
удобно рассматривать несколько функций с малыми областями опреде­
ления вместо одной полностью определенной булевой функции. Примеры 
использования (s, d, ^-разложений при решении различных задач можно 
найти в [5-7]. 

Далее полагаем, что п — - число переменных рассматриваемых ниже 
функций всегда больше некоторого п0. 

Обозначим через N(L,n) число полиостью определенных булевых 
функций от п переменных сложности не более L. Эта величина оцени­
вается сверху числом различных схем, сложность которых не превосхо­
дит L. Из [2] следует, что 

N{L,n)^(Cl(L + n))L, (1) 

где С] — константа. 
Первая теорема, приводимая без доказательства, является простым 

следствием теоремы 1 из [4] и неравенства (1). 

Теорема 1. Пусть f : {0,1}п -» {0,1}, е и S — такие константы, 
что 0 < 6 < ^ и 0 < е <^ 8, с2, Сз — некоторые константы, зависящие 
от е, и di — с2п2L(j)log2 L(f). Тогда при любых d, s таких, что 

c3{n-\og2d1 + 3\og2n) 
a ^ а ь s <^ —— ; , 

log2 2d - log2 fli 
для функции f имеет место ([s, d, e)-разложение. 
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Пусть / : {0,1}п —» {0,1}. Величину w(f) = J^ f(x) назовем 
х£{0,1}п 

весом функции / . 

Теорема 2. Пусть пА ^ L ^ 2п/п2 , 0 < £ < \, d1 = n2L\og2L, 
и d ^ di. Тогда существует такая булева функция f : {0,1}п —> {0,1}, 
что £ ( / ) < £*) я для параметров любого (s, d, е)-разложения функции f 
справедливо неравенство 

c4(n-log2d1 + 31og2n) 
s <•? 

log2 'id — log2 d\ + 3 log2 n ' 
где c4 — константа. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть целое число w таково, что при п —> сю 

г lQg2 О ,9х 
log2bg2(2J 

Легко видеть, что при п —» оо 

/ 2 " \ , 2 " ( 2 n - l ) . . . ( 2 n - w + 1) , 2 " 
log2 = log2

 j \ '- > w\og2 - , (3 

(9 П \ оп г и / Ч • 9П \ ш 9 П 

^ log2 —г < 1о§2 ( ~ w l ° g 2 —. (4) 
Обозначим через М(пу w) множество, состоящее из всех булевых 

функций от п переменных веса w. Из [2, теорема 3] и (2) следует, 
что сложность любой функции из множества M(n, w) асимптотически 
не превосходит L. Тогда из определения M(n,w) и соотношений (3) 
и (4) имеем 

2П 

log2 |M(n,w)| ~ wlog2 —. (5) 

Допустим, что для каждой функции / из M(n,w) имеет место (<s,d,<s)-
разложение, где d — параметр из условий теоремы. Следовательно, для 
/ найдутся такие области D b D2,..., Ds, что \Dj\ ^ d, 1 ^ j ^ 5, и 

f(x) = M(fDl(x),...JD.(x)). (6) 
Из [3, лемма 6] следует, что 

/ d\ dw 3d 
L(fDj)log2L(fDj) <: e5log2 ( ) ^ c5bg 2 —у ̂  c5^log2 —, (7) 

*)• о>(п) < /?(п) означает, что lim|^4 ^ 1 при п —> ос, а(п) ~ /?(гс) означает, 
что а(п) < (3(п) и a(n) > jS(n). 
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где с5 ̂  1 — некоторая константа. Так как любую булеву функцию 
можно однозначно определить, задав реализующую ее схему, то, объ­
единяя (1), (6) и (7), после несложных преобразований имеем 

log2 \M(n,w)\ ^ Cr0swlog2 —. (8) 

Сравнивая (5) и (8) видим, что c^sw log2 — > wlog2 ~. Выделяя s и учи­
тывая, что d1 < wn6 и с5 ^ 1, получаем 

s > l o g 2 ^~ > w- log 2 d i + 31og2n 
' с5 log2 ^ ~ c5(log2 3d - log2 dx + 3 log2 n)" 

Выберем константу с4 так, что сАсъ < 1. Тогда среди функций из мно­
жества М(п, ш) найдется такая функция / , что для параметров любого 
ее (s,d, ^-разложения справедливо неравенство 

с4(п - log2 di + 3 log2 n) 
log2 3d - log2 di + 3 log2 n 

Теорема 2 доказана. 

Теорема 3. Пусть f : {0,1}п -> {0,1}, L(f) ̂  n2, 6 > 0 — кон­
станта, S < е < | . Тогда для параметров любого (s,d, £)-разложения 
функции f справедливо неравенство 

d> c6L(f)\og2L(f) 
n 

где CQ — положительная константа. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Допустим, существует функция /:{0,1}п->{0,1} 

J c6L(f)log2L(f) f , ч 

такая, что при некотором d ̂  имеет место (s, ^ ^ - р а з ­
ложение. Тогда существуют области J9b D2, •.., £>s> l-D/l ^ d? 1 ̂  J ^ ^, 
такие, что 

j = l 

где £ — некоторая положительная константа. Зафиксируем целое поло­
жительное / = 21' + 1. Введем sl функций 

fi^tM = Щ/п^х),... JDil(x)), (10) 

где каждый индекс ij независимо изменяется на множестве {1, 2 , . . . , s]. 
При произвольном х 6 {0,1}п оценим число функций /г1)...,;,, значения 
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которых на наборе х не совпадают с f(x). Пользуясь (9), получаем 

<-«'( l + 2e)2'+1 — — * = s 4 1 ^ . (и) 

Выберем такое минимально возможное целое /', что 

{ ] <2~п. (12) 

Так как £ — константа, то после простых преобразований видим, что 
в этом случае справедливо неравенство 

+ ^ log3(l /( l - 46»)) * С7Щ ( 1 3 ) 

где с7 некоторая зависящая от £ константа. Подставляя выбранное зна­
чение /' в (11) и учитывая (1.2), имеем Е J2 (f(x)®fi1,...,il(x))<sl-

Следовательно, среди sl функций /i1}...,»,(#) имеется функция 
/<*!,...,«!(я) такая, что сумма ^ {f(xj © fa1,...,al(^)) не превосходит 

среднее по всем функциям значение, т. е. строго меньше единицы. Так 
как значение рассматриваемой суммы является целым числом, то 

Е (f(x) ® fau...,aXx)) = 0, т. е. fau...,ai{x) совпадает с f(x) при 
хе{ол}п 

каждом х из {0,1}п . Из [1, 8] и условий теоремы для каждой области Dj 
из (9) имеем 

r(f ч < d 2c6L(f)\og2L(f) 2c6L(f) 
U ^ ; ~ l o g 2 d " »log 2L(/) n " 

Учитывая, что функция голосования имеет линейную сложность, из (10), 
(13), условий теоремы и предыдущего неравенства получаем 

1(f) «£ 4fai,..,ai) < 2Св(21' 11Щ1) + 0(Г) < 2c6c7L(f). 
При 2с6с7 < 1 приходим к противоречию. Теорема 3 доказана. 

В следующей теореме устанавливается существование функций, для 
которых нижняя оценка минимально возможного значения параметра d 
выше, чем в общем случае. 
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Теорема 4. Пусть п2 ^ L ^ 2п /п, £ > О — константа и е таково, 
что 8 < е < \. Существует такая булева функция f : {0,1}п —> {0,1}, 
что £ ( / ) ~ L и для параметров любого (s, d, е)-разложения функции f 
справедливо неравенство 

d>c8L(f)log2L(f), 

где с8 — положительная константа. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть область D С {0,1}п и частичная функ­

ция / ' : D —> {0,1} такие, что \D\ ~ L\og2L и L(f') ~ L. Рассмот­
рим функцию / — продолжение функции / ' , т. е. f — J''. Допус­
тим, что существует (,s, d, г)-разложение функции / такое, что 
d ^ c8Z(/)log2 £ ( / ) . Тогда существуют области Z?l5 J92? • • • ? £*s> |-D?| ^ d> 

s 

такие, что Yl(f(x)®fDJ(x)) ^ (\ — s) 5- Зафиксируем целое положитель-
i= i 

ное / = 21/ + 1. Введем s' функций 

Лх .-, (ж) - M(fDii (*) , . . . , / ^ (ж)), (14) 

где каждый индекс ij независимо изменяется на множестве {1 ,2 , . . . , s}. 
Для произвольного х £ D оценим число функций /4-l5...)tJ, значения ко­
торых на наборе х не совпадают с f(x). Выберем такое минимально 
возможное целое /', что 

(1 - 4s») '4 ' 
Se < " • ( 1 5 ) 

где с9 — константа, определяемая ниже. Так как е — константа, то 
легко видеть, что в этом случае 

2/' + 1^с1 0 , (16) 

где с10 — константа, зависящая от е и с9. Объединяя (11) и (15), по­
лучаем, что ^2 ^2 (f(x) ® /*1,...,г|(ж)) < C9-s/]-D|- Следовательно, среди 

функций fi1,...,il(x) найдется функция /а1>...,«,(#) такая, что 

£ ( / ( * ) е/„,,...,«,(*)) <сэ|я|- (и) 

Из [1, 8], условий теоремы и сделанного предположения о величине d 
следует, что для каждой области Dj справедливо неравенство 

, d c8L(f)log2L(f) 
~ log2 d log2 £ ( / ) 
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Учитывая, что функция голосования имеет линейную сложность, из (14), 
(16), условий теоремы и предыдущего неравенства получаем 

Ща1 «,) ^ с8(2Г + l)L(f) + 0(1') < c8c10L(f), 
L{fai,...,ai) log2 L(fau...tai) < c 8 c 1 0 I ( / ) log2 L(f). (18) 

Из (7), (17) и [З, лемма 6] следует, что 

L(f © / a i i . . . , a i ) l o g 2 ( i ( / Ф / a i ! . . . , e i)) < c5 log2 ( 
D\ 

c9\D 

Так как L(f) ^ Z(/a i , . . . , t t ,) + L(f © /Qli... i t t J) + 1, то из (18) и (19) после 
несложных преобразований получаем 

i ( / ) l o g 2 i ( / ) ^ 2 I ( / ) l o g 2 I ( / ) ( c 8 c 1 0 + c5c9 log2(3/c9)) . 

Выбирая константы с8 и с9 достаточно малыми так, чтобы выполнялось 
неравенство 

2(с8с10 + c5c9 log2(3/c9)) < 1, 

приходим к противоречию. Теорема 4 доказана. 
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