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Приводится новый простой вывод формулы Пяткина [6] для ми­
нимального числа цветов, необходимых для р-раскраски инциденторов 
ориентированного мультиграфа. Изучается тотальная р-раскраска, 
при которой инциденторы р-раскрашены, а вершины раскрашены пра­
вильно; в случае р = 0 дается точная формула для минимального числа 
цветов. 

1. О с н о в н ы е п о н я т и я 

Под мультиграфом G = (У, Е), если не оговорено противное, понима­
ется конечный ориентированный мультиграф [3,4] с непустым множест­
вом вершин V — V(G) и непустым множеством дуг Е — E(G). Через 
s (V) , s*(V) и s~(V) обозначаются соответственно степень, полустепень 
исхода и полу степень захода вершины v 6 V. Максимальные значения 
этих величин для мультиграфа G обозначаются соответственно через 
a ( G ) , j + ( G ) i ( T - ( G ) . 

Если дуга е инцидентна вершине v, то пара (v,e) называется ин-
цидентором, примыкающим к вершине v (или содержащим вершину v). 
Множество всех инциденторов мультиграфа G обозначается через 
/ = 1(G). Инцидентор (г>, е) называется начальным и обозначается через 
i i (e) , если дуга е исходит из вершины v; если же дуга е заходит в вер­
шину г;, то инцидентор (v, e) называется конечным и обозначается через 
г2(е). Множества начальных и конечных инциденторов мультиграфа G 
обозначаются соответственно через 1Х — I\(G) и I2 = h{G). Два инци­
дентора называются однотипными, если оба они принадлежат либо 7\, 
либо / 2 ; в противном случае инциденторы называются разнотипными. 
Два инцидентора называются смежными, если они примыкают к одной 
и той же вершине. 

Будем считать , что цветами являются натуральные числа; множест­
во этих чисел обозначим через С 

*) Исследование выполнено при финансовой поддержке INTAS (проект INTAS-
OPEN-97-1001). 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Раскраской <р всех инциденторов мультиграфа G 
называется однозначное отображение 1(G) в С. Величина h(e, ip) ~ 
p(i1(e)) + (p(i2(e)) называется высотой дуги е £ E(G) при раскраске 
р, а величина rj(p) = max h(e,<p) называется высотой раскраски (р. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Раскраска инциденторов мультиграфа называется 
правильной, если любые два смежных инцидентора окрашены различно. 
Раскраска инциденторов называется полуправильной, если любые два 
смежных однотипных инцидентора окрашены различно. 

ЗАМЕЧАНИЕ 1. В работе [2] правильная раскраска инциденторов на­
зывалась примитивной. 

Пусть р — целое неотрицательное число. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Будем говорить, что при раскраске (р всех инци­

денторов мультиграфа G инциденторы дуги е £ E(G) раскрашены с ша­
гом р, если <p(i2(e)) - ф(ч(е)) ^ р. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Раскраску ср всех инциденторов мультиграфа на­
зовём р-раскраской, если (р — правильная раскраска, при которой инци­
денторы любой дуги раскрашены с шагом р. Наименьшее число цветов, 
необходимое для р-раскраски инциденторов мультиграфа (7, назовем ин-
циденторным р-шаговым хроматическим числом мультиграфа G и обо­
значим через х/(р, G). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Пусть р — раскраска инциденторов и вершин 
мультиграфа G, т. е. однозначное отображение множества 1(G) U V(G) 
в С. Раскраска <р называется тотальной р-раскраской мультиграфа G, 
если выполняются следующие условия: 

1) (р является р-раскраской инциденторов; 
2) р является правильной раскраской вершин (т. е. смежные вер­

шины при раскраске р окрашены в различные цвета); 
3) любая вершина окрашена в цвет, отличный от цветов всех инци­

денторов, которые к ней примыкают. 
Наименьшее число цветов, необходимых для тотальной р-раскраски, 

назовем тотальным р-шаговым хроматическим числом мультиграфа G 
и обозначим через XT(P^G). 

2. Раскраска инциденторов 

Вопрос о вычислении х!(Р-> G) решен исчерпывающим образом. При 
р = 0 это сделано в [5], при р = 1 — в [8]. В [6] А. В. Пяткин получил 
формулу для произвольного р; однако приведенное в [6] доказательство 
общей формулы достаточно сложно и существенно опирается на случаи 
р — 0 и р = 1. Формула Пяткина является содержанием теоремы 1. 
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Мы даем её простое доказательство, которое строится независимо от 
упомянутых результатов. 

Предварительно докажем три леммы. 

Л е м м а 1. Пусть (р — полуправильная раскраска инциденторов 
мультиграфа G. Тогда существует такая полу правильная раскраска 
инциденторов ф, что 

a) ф(г) ^ <p(i) для любого инцидентора i £ 1(G); 
b) ф(г1) + ф(ги) ^ &(G) для любых двух смежных разнотипных ин­

циденторов il и г". 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Раскраску ф определим следующим образом. 

Пусть г £ 1(G)— произвольный инцидентор. Будем считать, что ф(г) 
равно увеличенному на единицу числу однотипных смежных с г инци­
денторов, цвета которых при раскраске </? меньше <p(i). To, что полупра­
вильная раскраска ф обладает свойством а), очевидно. Далее, если г — 
инцидентор, примыкающий к вершине v, то ф(г) ^ s+(v) в случае, когда 
г —- начальный инцидентор, и ф(г) ^ s~(v), если г — конечный инциден­
тор. Поэтому если г1 и г" — разнотипные инциденторы, примыкающие 
к вершине t;, то ф(г') + ф(1") ^ s+(v) + s~(v) ^ a(G). Лемма доказана. 

Л е м м а 2. Для любого мультиграфа G существует такая полупра­
вильная раскраска ср его инциденторов, использующая М = тах{<т+(6?), 
a~(G)} цветов, что г)(ф) — М + 1. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть v(G) = {г>ьг>2,... ,г?п}, E(G) = {ег,е2, 
. . . , e m } . Обозначим через Н двудольный неориентированный муль-
тиграф с множеством вершин X = {^ь^2 , . . . ,хп} первой доли, мно­
жеством вершин Y = {У1,У2?« •• тУп} второй доли и множеством ребер 
А — {а1? а2, • • • > ат}> в котором идентичность ребер и вершин определя­
ется так: ребро at инцидентно вершинам xq и хг тогда и только тогда, 
когда в мультиграфе G дуга et исходит из вершины vg и заходит в вер­
шину vr (1 ^ t ^ га; I ^ q.r ^ п). Очевидно, что ст(Н) — М. По 
теореме Кёнига [3, 4] ребра мультиграфа Н можно раскрасить цветами 
1,2,.. . , М так, чтобы смежные ребра получили различные цвета. Пусть 
£ — такая раскраска ребер мультиграфа Н. Раскраску у? всех инциден­
торов мультиграфа G определим так: для дуги ек (1 ^ к ^ т ) положим 
¥>(н(е*)) = £(а*0> <К^(е*)) = М + 1-£(ад.). Очевидно, что г)((р) = М + 1. 
Кроме того, 99 — по л у правильная раскраска инциденторов мультиграфа 
G. Действительно, если однотипные инциденторы произвольных дуг ej 
и ед мультиграфа G смежны, то ребра aj и ад мультиграфа Н смежны 
ж £(df) ф £(а5), М + 1 — £(а/) ^ М + 1 —£(а^). Поэтому рассматриваемые 
инциденторы при раскраске (р получают различные цвета независимо от 
того, являются они оба начальными или конечными. Лемма доказана. 
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Лемма 3. Пусть <р — полуправильная раскраска инциденторов 
мультиграфа G с r)((p) ^ <r(G) + 1. Тогда существует правильная рас­
краска \± всех инциденторов мультиграфа G с использованием N цветов, 
где N ^ cr(G), при которой для любой дуги е £ E{G) выполняется нера­
венство 

/i(t2(e)) - ^ ( е ) ) £ N + 1 - Л(е, *>)• (1) 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПО лемме 1 существует полуправильная рас­

краска ф всех инциденторов мультиграфа G, обладающая свойствами 
а) и Ъ). Отправляясь от раскраски ф, используем следующую раскраску 
/i всех инциденторов мультиграфа G с помощью N цветов: 

M W ~ \ N + 1 - ф{г\ если г £ /2(С). 
Покажем, что /л — правильная раскраска инциденторов. Пусть V 

и г" — смежные инциденторы. Если они являются однотипными, то 
ф(г') ф ф{1"), ибо ф — полуправильная раскраска инциденторов; следо­
вательно, /х(г') ф //(г"). Если же г' и г" — разнотипные инциденторы, то 
по свойству Ъ) леммы 1 имеем: ф{У) + ф(1") ^ cr(G) < N + 1. Следова­
тельно, ^(г') ф N + 1 - ^(г") и у>(г") ^ iV + 1 — ^( г ' )- Таким образом, 
действительно ji — правильная раскраска инциденторов мультиграфа 
G. Пусть е — произвольная дуга из E(G). Тогда /г(г2(е)) — fi{ii{e)) — 
N + 1 — ф({2(е)) — ф{н(е)) = N + 1 — 1г(е,ф). Но в силу утвержде­
ния а) леммы 1 справедливо неравенство к(е,ф) ^ h(e,<p). Поэтому 
^{ъ{е)) — д(н( е)) ^ ^ + 1 — h(e,(p). Лемма доказана. 

Теорема 1 (формула Пяткина [6]). Для любого мультиграфа G 
справедливо равенство 

Х1(р, G) = max{a(G), a+(G) + р, a-{G) + р). (2) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По лемме 2 существует такая полу правильная 
раскраска (р всех инциденторов мультиграфа G, что т)(<р) = М + 1, где 
М = max{<7+(G)+p,<7-(G)+p}. Пусть TV = max{a(<?),<7+(G)+p, *-(<£)+ 
£>}. По лемме 3 существует такая правильная раскраска /i всех инциден­
торов мультиграфа G в N цветов, что /i(z2(e))—//(^(e)) ^ JV+1 —h(e,cp) ^ 
iV + 1 — ?7(<̂ ) — N — М ^ р. Значит, /i является р-раскраской инциденто­
ров мультиграфа G с помощью N цветов. Следовательно, xHPi G) ^ N. 
Неравенство же х^{Рч G) ^ N очевидно. Теорема доказана. 

3. Тотальная раскраска 

В работе [2] рассматривалась задача тотальной р-раскраски муль­
тиграфа в предписанные цвета, здесь же мы изучаем только свободную 
тотальную раскраску. 
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Теорема 2, Для любого мультиграфа, G справедливо неравенство 

XT(p,G)^xI(P+l,G) + l. (3) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Построим (р + 1)-раскраску ji инциденторов 
мультиграфа G с использованием х!(р + 1, G) цветов и правильную рас­
краску Л вершин мультиграфа G с использованием xJ (p+ l , G) + l цветов; 
последнее можно сделать, так как xJ(p-f l ,G) + l ^ <T(G) + 1. После этого 
построим тотальную раскраску <р так. Пусть г 6 h(G) — произвольный 
инцидентор, v Е V{G) —- вершина, к которой он примыкает. Полагаем 

Г /х(г) + 1, если /х(г) ^ А(»; 
[ //(г) в противном случае. 

Кроме того, полагаем <р{у) — X{v) для любой вершины v Е V'(G). 
Покажем, что <р — тотальная р-раскраска мультиграфа G. Из опре­

деления 5 следует, что для этого достаточно убедиться в том, что при 
раскраске ср инциденторы любой дуги раскрашены с шагом р. Пусть 
е Е E(G) — произвольная дуга. Так как /i является (р + 1)-раскраской 
инциденторов, то fi(i2(e)) - /i(>'i(e)) ^ р + 1. Но <p{ii(e)) ^ /л(г2(е)), 
a </?(ii(e)) <С К ^ ( € ) ) + 1 - Поэтому (р(г2(е)) - <p(ii(e)) ̂  р(г2(е)) - /л(ч(е)) -
1 ^ р. Теорема доказана. 

По формуле Пяткина имеем ХНР + 1?^) ^ XHP^G) + 1. Учитывая 
еще очевидное неравенство xr(p>G) ^ XHP^G), получаем 

Следствие 1. Пусть G — мультитраф. Тогда 

Х1(р, G) <: Хт(р, G) < хНр, G) + 2. (4) 

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Близкая к рассматриваемой задаче — задача то­
тальной раскраски вершин и ребер неориентированного мультиграфа 
изучалась достаточно интенсивно. Если обозначить через x'{G) и x"(G) 
соответственно реберное и тотальное хроматическое число мультиграфа 
G, то ясно, что x'{G) ^ x"{G). Предполагается, что x"(G) ^ x'{G) + 2. 
Однако до сих пор эта гипотеза не подтверждена и не опровергнута [7]. 

При р — 0 тотальное р-шаговое хроматическое число мультиграфа 
можно вычислить точно. 

Теорема 3. Для любого мультиграфа G справедливо равенство 

Xr(0,G) = <r(G) + l. (5) 

Предварительно докажем следующее утверждение. 

Лемма 4. Пусть G — ("К, Е) — такой мультиграфа что max{<r+(G); 
a-(G)} = <T{G). Пусть Вг = {v € V/s+(v) = a(G)}, B2 = {v e V/s~(v) = 
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a(G)}. Тогда существует такая полуправильная раскраска ср всех инци­
денторов мультиграфа G высоты г]((р) = cr(G) + 1, что высота каждой 
дуги, не инцидентной ни одной вершине множества Вг U B2j не превос­
ходит a(G). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим через D подграф мультиграфа G, по­
рожденный вершинами из ВгиВ2. Так как вершины каждого множества 
Вк (к = 1,2) попарно несмежны, то D является двудольным мультигра-
фом, в котором Вк есть множество вершин к-ж доли. (Одно из множеств 
В\ или В2 может оказаться пустым; мы не будем загромождать доказа­
тельство леммы очевидными оговорками в ситуациях, когда какое-либо 
из определяемых в ходе доказательства множеств может оказаться пу­
стым.) Пусть Q — наибольшее паросочетание в мультиграфе D. Обо­
значим через Rk подмножество вершин из Вк, не насыщенных этим па-
росочетанием [к — 1, 2). Для каждой вершины множества R1 U R2 выбе­
рем по одной дуге, инцидентной этой вершине. Объединение множест­
ва выбранных таким образом дуг с множеством Q обозначим через Ег. 
Очевидно, что Ei ф 0. Удалим из G дуги множества Ег. Получится 
такой мультиграф Я , что тах{<7+(#); a~(H)} < a(G). По лемме 2 су­
ществует по л у правильная раскраска а инциденторов мультиграфа Н 
с 7i(a) <: a(G). 

Приступим к построению полуправильной раскраски (р всех инци­
денторов мультиграфа G. Простую цепь (без самопересечений), состоя­
щую из дуг мультиграфа D, в которой дуги попеременно то принад­
лежат, то не принадлежат паросочетанию Q, назовем чередующейся 
цепью. Знаком "+" пометим те вершины множества ВК, которые до­
стижимы чередующейся цепью хотя бы из одной вершины множества 
Rk (k — 1,2). Если после этого в множестве Q окажутся дуги, оба конца 
которых не получили знака "+" , то знаком "+" пометим те концы этих 
дуг, которые принадлежат множеству Вг. Так как Q — наибольшее 
паросочетание мультиграфа D, то по лемме Бержа [3, 4] в В нет чере­
дующейся цепи, соединяющей вершину из Rx с вершиной из R2. Поэтому 
в D не существует ни одной дуги, оба конца которой помечены знаком 
"+" . При этом каждой вершине, помеченной знаком "+" , инцидентно не 
более одной дуги множества Ег. 

Определим раскраску (р. Инциденторы дуг множества £ ь примы­
кающие к вершинам, помеченным знаком "+" , окрашиваем в цвет 1, 
увеличивая при этом на 1 цвета (при раскраске а) смежных с ними од­
нотипных инциденторов дуг из множества Е\Е\. Все остальные инци­
денторы дуг из Е\Ег при раскраске <р получают тот же цвет, что и при 
раскраске а. Наконец, инциденторы дуг множества Е ь примыкаю­
щие к вершинам, не помеченным знаком " + ' \ в произвольном порядке 
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окрашиваем в наименьшие цвета, отличные от цветов уже окрашен­
ных смежных с ними однотипных инциденторов. Легко видеть, что 
<р — полу правильная раскраска инциденторов мультиграфа G. При 
этом h(e,<p) = h(e,a) ^ &(G), если дуга е не инцидентна ни одной 
вершине множества Вх U В2. Если е £ Е\, то h(e,(p) ^ &(G) + 1. 
Если же е £ 2£\2?i и дуга е инцидентна хотя бы одной вершине из 
Вг U Б 2 , то h(e^ip) ^ /i(e,a) + 1 ^ &{G) + 1- Осталось показать, что 
т)((р) = &(G) + 1. Неравенство 7}(<р) ^ 0"(G) + 1 уже доказано. Неравен­
ство же rj(<p) ^ <?{G) + 1 следует из того, что max{cr+(G); cr~G)} — cr(G). 
Лемма доказана. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 3. Очевидно, что x r (0 ,G) ^ <J(G) + 1. 
Нужно доказать обратное неравенство. 

Если max{<j+(G); a'(G)} < cr(G), то по формуле (2) имеем х / ( 1 , G) ^ 
<J(G), а из формулы (3) следует, что xr(0,G) ^ x / ( l , G ) + 1, откуда 
Xr(0,G)<:a(G) + l. 

Пусть теперь max{cr+ (G); a~(G)} — a(G). Построим полуправиль­
ную раскраску <р всех инциденторов мультиграфа G, обладающую свой­
ствами, о которых говорится в лемме 4. Затем, используя N — &(G) 
цветов, построим правильную раскраску fx всех инциденторов мульти­
графа G, при которой для любой дуги е Е E{G) выполняется неравен­
ство (1) леммы 3. Тогда если дуга е не инцидентна ни одной вершине 
из множества Вх U В2-! то h(e,(p) ^ &(G) по лемме 4, а из леммы 3 сле­
дует, что /х(г2(е)) - fi(ii(e)) ^ N + 1 — cr{G) — 1. Если же дуга е инци­
дентна хотя бы одной вершине множества Bi U В2> то /i(e, у?) ^ <т(6?) + 1 
и /х(г2(е)) - ^(гг(е)) ^ 0. 

Таким образом, при раскраске ^ инциденторы тех дуг, которые ин­
цидентны хотя бы одной вершине из множества Вг U B2j раскрашены 
с шагом 0, инциденторы остальных дуг — с шагом 1. 

Приступим к построению тотальной 0-раскраски 7 мультиграфа G. 
Начнём с ситуации, когда имеется уже указанная раскраска ц всех ин­
циденторов. Множество цветов j , удовлетворяющих неравенствам 1 ^ 
j ^ &(G) + 1, обозначим через F. Окрашивая последовательно вершины 
мультиграфа G в цвета из множества F , будем указывать перекраску 
(если есть необходимость) инциденторов, примыкающих к раскрашива­
емой вершине. Процедура состоит из следующих этапов. 

1. Все вершины из Вх окрашиваем в цвет (<r(G) +1) ; примыкающие 
к ним инциденторы не перекрашиваем. 

2. Все вершины из В2 окрашиваем в цвет 1; цвета всех примыкаю­
щих к ним инциденторов увеличиваем на 1. 
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3. Поочередно рассматриваем вершины из V(G)\(Bi U 5 2 ) . Каждую 
очередную вершину v окрашиваем в цвет к £ F, отличный от цветов уже 
окрашенных, смежных с ней вершин; для инциденторов г, примыкающих 
к вершине г;, полагаем 

(i) = / ^ ' 6СЛИ ^ К к] 

\ //(г) + 1, если ji(i) ^ к. 
В результате получим раскраску 7 в с е х вершин и инциденторов 

мультиграфа G. Убедимся в том, что 7 — тотальная О-раскраска. Из 
определения 5 следует, что для этого достаточно показать, что для лю­
бой дуги е 6 E(G) выполняется неравенство 

7(*2(<0)-7(*i(e))£0. (6) 

Рассмотрим три случая. 
СЛУЧАЙ 1. Дуга е инцидентна вершине из множества В1. Тогда 

Къ(е)) ~ Кч(е)) > °- Н о T^'iOO) = Mii(e)), 7(^(е)) ^ М^(е)) . Отсюда 
следует (6). 

СЛУЧАЙ 2. Дуга е инцидентна вершине из множества В2. Тогда 
fi(i2(e)) - fi(H(e)) 2 0. Но j(i2(e)) = ц(г2(е)) + 1, j(ii(e)) <: /л(н(е)) + 1. 
Поэтому (6) справедливо. 

СЛУЧАЙ 3. Дуга е не инцидентна ни одной вершине из множества 
Вг U В2. Тогда /i(i2(e)) - fi(ii(e)) ^ 1, и так как 7(г2(е)) ^ /i(i2(e)), 
7(h(e)) ^ //(^(е)) + 1, то снова выполняется (6). 

Таким образом, 7 является тотальной 0-раскраской мультиграфа G 
с помощью <r(G) + l цветов. Следовательно, xr(0? G) ^ cr(G) + l. Теорема 
доказана. 

Теорема 3 позволяет дать отличную от (4) верхнюю оценку для то­
тального р-шагового хроматического числа при произвольном р. Сна­
чала докажем следующую лемму. 

Лемма 5. Для любого мультиграфа G справедливо неравенство 

XT(P+1,G)^XT(P,G)+1. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть <р — тотальная ^-раскраска мультиграфа 
G в XT(P,G) цветов. Без ограничения общности рассуждений будем 
считать, что для любой вершины выполняется условие: цвет любого 
начального инцидентора, примыкающего к этой вершине, меньше цвета 
любого примыкающего к ней конечного инцидентора. Все конечные ин-
циденторы мультиграфа G перекрасим по правилу: цвет конечного ин­
цидентора, примыкающего к вершине г;, увеличим на 1, если при рас­
краске ср цвет отличен от <p(v) — 1; если же цвет этого инцидентора при 
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раскраске ip равен <p(v) — 1, то увеличим его на 2. Получим тотальную 
(р + 1)-раскраску мультиграфа G с использованием xr(P->G) + 1 цветов. 
Лемма доказана. 

Из теоремы 3 и леммы 5 вытекает 

Следствие 2. Для любого мультиграфа G 

XT(p,G)^<r(G) + p+l. 

4. О нижней и верхней оценках из (4) 

Следствие 1 утверждает, что для любого мультиграфа G 

Покажем, что нижняя оценка точна в том смысле, что она достигается 
на бесконечном семействе мультиграфов. 

Теорема 4. Пусть G — мультиграф. Если 

p>3[a(G)/2\ + l, (7) 

Toxr(p,G) = xI(P>G)-
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Будем предполагать, что G — связный мульти­

граф; теорему достаточно доказать для этого случая. Обозначим для 
краткости L = %/(р, G). Так как max{<r+(G), &~(G)} ^ a(G)/2 для 
любого G, то из формулы Пяткина (2) и неравенства (7) следует, что 
L ^ \&{G) + 3|_o"(G)/2j + 1. Поэтому в случае четного cr(G) имеем 

L>2a(G) + l. (8) 

Если же cr(G) нечетно, то 
L > 2a(G). (9) 

Построим р-раскраску инциденторов мультиграфа G, используя L 
цветов из интервала [1, L]. Без ограничения общности рассуждений бу­
дем считать, что для любой вершины v £ V(G) выполняется условие: на 
раскраску начальных инциденторов, примыкающих к г>, использованы 
цвета из интервала [1, з+(г>)], а на раскраску конечных инциденторов, 
примыкающих к г>, использованы цвета из интервала [L — s~(v) + l , i ] 
(мы считаем, что если a > й, то интервал [а, 6] пуст). Каждой вершине 
v G V(G) предпишем множество цветов A([v) — [s+(v) + l , i — s~(v)]. 
Для завершения доказательства теоремы нужно показать, что вершины 
мультиграфа можно правильно раскрасить в предписанные цвета. Для 
любой вершины v 6 V{G) имеем: \A{v)\ — L - (s+(v) + s~(v)) ^ L — 
o'(G). Поэтому в случае четного cr(G) из неравенства (8) следует, что 
|А(г>)| ^ &(G) + 1 для любой вершины v £ V(G). Поэтому требуемая 
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раскраска вершин существует. В случае нечетного <j(G) воспользуемся 
аналогом теоремы Брукса для раскраски вершины графа в предписан­
ные цвета [1]: пусть / / — связный граф с <т(Н) ^ 3, отличный от пол­
ного (сг(Н) + 1)-вершинного графа; тогда если каждой вершине графа II 
предписано не менее с(Н) цветов, то все вершины Н можно правильно 
раскрасить в предписанные цвета. Итак, пусть <r(G) — нечетное чис­
ло. Тогда из неравенства (9) следует, что |А(#)| ^ &(G) для любой 
вершины v £ V(G). Так как G — связный мультиграф, то в случае, 
когда G отличен от полного (cr(G) + 1)-вершинного графа, существова­
ние правильной раскраски вершин в предписанные цвета легко доказы­
вается с помощью указанного аналога теоремы Брукса. Пусть, наконец, 
G — полный (cr(G) + 1)-вершинный граф. Так как число a(G)/2 не 
является целым, в графе G существуют вершины v' и v" такие, что 
s+(v') > (<J(G))/2,S+(V") < (<r(G))/2. Поэтому A(v') ф A{v"). А это, 
очевидно, вместе с неравенством |А(г>)| ^ &(G) для любой вершины 
v £ V(G) гарантирует существование правильной раскраски вершин 
в предписанные цвета. Теорема доказана. 

Что касается верхней оценки в (4), то автор не смог построить 
ни одного мультиграфа Я , для которого выполнялось бы равенство 
Х г ( р , Я ) = х / ( р , Я ) + 2. 

Г И П О Т Е З А . Д Л Я любого мультиграфа G справедливо неравенство 
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