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Рассматривается представление конечного автомата схемой в ба­
зисе, состоящем из сильно связных конечных автоматов Мили. Пред­
лагается метод преобразования любой части произвольной схемы 
в подсхему, для которой возможна диагностика с хорошей локализа­
цией возникающих в ней неисправностей из широкого класса. При 
некоторых ограничениях на используемый базис предложенные пре­
образования позволяют получать схемы, которые не только удобны 
для диагностики неисправностей, но и позволяют переводить схемы 
из состояния в состояние с помощью коротких входных последователь­
ностей. Описаны тестовые последовательности и последовательнос­
ти, устанавливающие схему в заданное состояние. Получены верхние 
оценки длин таких последовательностей и верхние оценки сложности 
преобразованных схем. 

Введение 

Поиск методов синтеза схем, удобных для диагностики неисправ­
ностей и реализующих булевы и автоматные функции, представляется 
важным и перспективным направлением в теории контроля и надежнос­
ти дискретных устройств. С.Редди [14], В.И.Шевченко [12], А. П. Го-
ряшко [2] и Н. П. Редькин [10] разработали несколько методов построения 
удобных для тестирования схем из функциональных элементов. Авторы 
этих методов рассматривают неисправности, связанные с неправильной 
работой базисных элементов в схемах (чаще всего это константные не­
исправности на входах и выходах элементов схемы). При этом обычно 
накладываются ограничения на выбор элементного базиса. 

Нами в [3-7] также предложены новые методы синтеза схем из 
функциональных элементов, когда допускаются неисправности более 
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разнообразные, а элементный базис является полным и произвольным. 
Главным достоинством этих методов является то, что они позволяют 
строить схемы, в которых с помощью тестовых процедур можно до­
биться детальной локализации неисправностей, т. е. достаточно точно 
указать в схеме те области, в которых имеются неисправные элементы. 

В [8, 9] мы рассмотрели представления конечного автомата схемой 
S в базисе, состоящем из сильно связных конечных автоматов Мили 
и элементов, реализующих булевы функции. Описано преобразование 
произвольной схемы S в схему S'. При этом преобразовании произволь­
ная заданная часть В схемы S преобразуется в схему С, а оставшаяся 
часть схемы не меняется. Новая схема имеет больше входов и выходов, 
чем схема S (рис. 1; здесь и ниже полагаем хг — (ж1 ? . . . , хг)). Исправная 
схема S' при подаче нулей на дополнительные входы ж п + 1 , . . . , xn+w на 
выходах а ь . . . , aq реализует те же функции от своих основных входов, 
что и схема 5 . Выходы Ь ь . . . , Ьр схемы Sf используются при тестирова­
нии схемы. В [8] найдена входная последовательность ^ , подав которую 
на входы схемы и наблюдая реакцию схемы на входную последователь­
ность, удается обнаружить и достаточно точно указать места в подсхеме 
С, в которых находятся неисправные элементы. 

хх ... хп Хг ... хп 

Схема А 
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Схема В 
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Схема S = S(A, В, хп) Схема S" = S(A, С, xn+w) 

Рис. 1 
В настоящей статье мы модифицируем предложенные в [8] методы 

преобразования схем. Описываются преобразования, позволяющие по­
лучить схемы, для которых, как и в [8], с помощью входной тестовой 
последовательности ^/ можно обнаружить и локализовать неисправнос­
ти в преобразованной части схемы. Но теперь после преобразований 
получается схема, обладающая следующим дополнительным свойством. 

Схема С 
•* 9 ^ 
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Если с помощью ^ установлено, что преобразованная часть схемы ис­
правна, то можно указать весьма короткую входную последователь­
ность W, поступление которой на вход схемы S' вслед за последователь­
ностью У/ переведет S' в произвольно заданное внутреннее состояние. 

В конце введения эти результаты сформулированы более четко в ви­
де теоремы. Перейдем к точной постановке задачи. 

БАЗИС СХЕМ. Пусть Ф — семейство таких неинициальных конечных 
автоматов Мили, которые удовлетворяют следующим требованиям. 

о Каждый автомат из Ф имеет г входов и один выход. Входным алфа­
витом для автоматов из Ф служит множество r-разрядных булевых век­
торов (г — произвольное натуральное число), выходным алфавитом — 
множество {0,1}. 

о Все автоматы из Ф являются минимальными, сильно связными ав­
томатами не более чем с к состояниями. (Автомат называется сильно 
связным, если для любой упорядоченной пары (<т', а") его внутренних со­
стояний существует входное слово, которое переводит автомат из состо­
яния а1 в состояние а". Автомат называется минимальным, если в нем 
нет двух эквивалентных между собой состояний.) 

о В Ф содержатся и тривиальные автоматы, т. е. автоматы с од­
ним внутренним состоянием, причем набор тривиальных автоматов в Ф 
образует полный базис в классе всех булевых функций. 

о Каждый автомат <р из Ф обладает следующим свойством: если <р 
находится в произвольном состоянии а и на его вход подается г-разряд-
ный вектор, все компоненты которого равны 0, то автомат (р остается 
в том же состоянии <т. 

СХЕМЫ 5(А, В,хп) и 5(А, С,жп+4). Пусть S — схема в базисе Ф с п 
входами ж ь . .. , хп и q выходами а ь . . . , aq (п и q — произвольные на­
туральные числа). Пусть в 5 содержится N нетривиальных элементов. 
Если каждый нетривиальный элемент схемы находится в одном (лю­
бом) из своих состояний, то схема S представляет собой инициальный 
автомат Мили и реализует некоторую ограниченно-детерминированную 
(автоматную) функцию. Пусть В — произвольная часть (подсхема) 
схемы 5, содержащая все нетривиальные элементы из S и, быть может, 
еще некоторые тривиальные элементы. Обозначим через А часть схемы 
5, образованную элементами схемы 5*, не вошедшими в В. Схему S 
с выделенными в ней частями АжВ будем обозначать через S(A, В, хп). 
На рис. 1 слева изображено взаимное положение схем АжВ. 

Пусть С — некоторая схема в базисе Ф, полученная из В добавле­
нием некоторых тривиальных элементов. Схема С имеет больше вхо­
дов, чем схема В. Если схему В заменить на схему С, то получится 
схема S' = S(A,C,xn+w) (см. схему в правой части рис. 1). Ниже будут 
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рассматриваться схемы S' при w — 4. Полагаем, что в 5(А, (7,жп+4) 
кроме выходов а ь . . . , ад есть дополнительные выходы &i,... , 6р. Рас­
сматриваемая ниже схема 5(А, С, 5п+4) такова, что в ней выходами явля­
ются выходы всех элементов схемы С Кроме того, выходы тех элемен­
тов в А, которые в S(A,B,xn) были выходами всей схемы, тоже явля­
ются выходами схемы 5(А,С, хп+4). 

Состояния СХЕМ В ж С. НУМЕРАЦИЯ ЭЛЕМЕНТОВ. В дальней­
шем внутренние состояния автомата будем кратко называть состояни­
ями автомата. Пусть схема В содержит N нетривиальных элементов. 
Занумеруем их в произвольном порядке числами 1,2,... ,iV. Зафикси­
руем это соответствие номеров и элементов в В и назовем его нуме­
рацией JY(B). ЕСЛИ ниже будет сказано, что г — номер в нумерации 
сЖ(5), то будет подразумеваться установленное соответствие. Пола­
гаем, что в любой момент времени состояние схемы В можно описать 
TV-разрядным вектором, каждый разряд которого есть символ состояния 
того нетривиального элемента схемы, номер которого совпадает с номе­
ром разряда. Таким образом, состояние схемы В есть макросостояние, 
образованное состояниями ее нетривиальных базисных элементов. 

Условимся, что в С все нетривиальные элементы занумерованы теми 
же номерами, которыми занумерованы соответствующие элементы в В. 
Таким образом, при преобразовании схемы В в схему С все нетриви­
альные элементы из В «переходят» в схему С вместе с присвоенными 
им в В номерами. Это соответствие номеров и элементов в С назовем 
нумерацией ^Y(C). 

Полагаем, что в каждый момент времени схема С находится в мак­
росостоянии, образованном совокупностью состояний ее нетривиальных 
элементов. Состояние схемы С можно описать ^-разрядным вектором, 
в каждом разряде которого находится символ состояния нетривиального 
элемента, номер которого совпадает с номером разряда. 

ДОПУСТИМЫЕ НЕИСПРАВНОСТИ. Обозначим через (3 произвольный 
базисный элемент схемы S. 

(a) Пусть j3 — тривиальный элемент с г входами и t>i,... ,г?г — 
входные полюсы элемента /3, на которые в схеме могут поступать 0 и 1. 
Полюсы Vi,... , vr будем отождествлять с одноименными булевыми пе­
ременными. В схеме 5(А, Сг,5п+4) на выходе элемента /3 реализуется 
булева функция /3(г>1?... , г>г), а при появлении в 5(Л, С, 5?п+4) неисправ­
ностей элемент /3 может превратиться в элемент /3*, реализующий про­
извольную булеву функцию /3* ( А 1 9 . . . , vr). 

(b) Пусть /3 — нетривиальный автомат с г булевыми входами и чис­
лом состояний к{(3). Полагаем, что в неисправной схеме автомат /3 
может превратиться в произвольный автомат Мили /3* с теми же 
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входным и выходным алфавитами, что и у автомата /3, и не более чем 
с k(/3) состояниями. 

Итак, во всех случаях полагаем, что появление неисправностей в ав­
томате не увеличивает числа его состояний. Это касается как триви­
альных, так и нетривиальных автоматов. 

Число НЕИСПРАВНОСТЕЙ. Полагаем, что число неисправных эле­
ментов в схеме С не превышает га (га — произвольное фиксированное 
натуральное число). 

Аналогично определяются допустимые неисправности в схеме 
S(A,B,xn). 

Введем следующие обозначения: 
о А* ж С* — схемы, в которые преобразуются схемы А я С при 

появлении в них допустимых неисправностей; 5(А*,С*,жп+4) — 
схема, в которую переходит схема 5(А, С, жп4.4), когда ее под­
схемы А ж С преобразуются в схемы А* и С*. 

о L(F) — сложность схемы JP, Т. е. число ее элементов. 
о Пусть & — последовательность тг-разрядных булевых векторов. 

Обозначим через «̂ (оооо) последовательность, полученную из и^ 
заменой каждого гг-разрядного вектора на (п + 4)-разрядный: 
значения первых п разрядов в новом векторе те же, что и в за­
меняемом, а последние 4 разряда имеют нулевые значения. 

о 5а(А, Б,<т(Б), &) — последовательность, реализуемая на выхо­
дах а ь . . . , aq схемы S(A, В, жп), если на ее входы подается после­
довательность ^ и в начальный момент подсхема В находилась 
в состоянии (т(В). Аналогично определяются последовательное-
ти Sa(A, С, <т(С), ^(оооо)), Sb(A,C,cr(C) •> ^ ( 0 0 0 0 ) ) ? 

а(С*),^(0ооо)) и 5ь(Л*,С%а(С*),^(оооо))- Здесь £*(...) обозна­
чает последовательность векторов, появляющихся в соответству­
ющей схеме на выходах 6Ь . . . ,6р (р — число дополнительных 
выходов в 5(А, С,жп+4)). 

о <т(^, <?(С*)) — состояние схемы С*, в которое она переходит пос­
ле подачи на входы схемы S( А*, С*, хп+4) последовательности ^ , 
состоящей из булевых (п + 4)-разрядных векторов при условии, 
что перед поступлением этой последовательности схема находи­
лась в состоянии с (С*). 

о Если 9/ и W — две последовательности, то через % • W обозна­
чим их конкатенацию, т. е. последовательность, началом кото­
рой является последовательность ^ , а продолжением — после­
довательность W. 
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Теорема. Пусть S(A, В,хп) — произвольная схема в автоматном 
базисе Ф, входными наборами которой являются n-разрядные булевы 
векторы и т < п. Существуют такая последовательность У/ длины 
[6 • Ark+1k2 X ln(2&)] (п + А)-разрядных булевых векторов и такая схема 
S(A,C,xn^4) над автоматным базисом Ф с выделенными в С частями 
f?b @2, • • • 1 0S (где s < cmL(B) и с — константа, зависящая лишь от 
базиса), что 

(a) любой элемент из С содержится по крайней мере в одной из час­
тей £?i, 1 ^ г ^ s, при этом L(C) < cmL(B), L(Di) ^ с и р < 
cmL(B)] 

(b) для любого состояния сг(В) схемы S(A,B,xn) найдется такое 
состояние <J(C) схемы С, что для любой последовательности & 
n-разрядных булевых векторов справедливо равенство 

Sa(A, В, <т(В\ &) = Sa(A, С, <т(С), ̂ (оооо)); 

(c) при любых А*,С*,а(С*) по последовательности Sb(A*,C*, 
<т(С*),#) множество частей {@%}i^i^8

 B схеме С* можно раз­
бить на два класса $$(1,С*) и @(2,С*) такие, что 
(с.1) если множество @(1,С*) непусто, то любая часть % из 

0(1, С*) содержит неисправный элемент из С*; 
(с.2) если множество 2?(1,С*) пусто, то 

(i) для любого состояния сг(В) схемы В по последователь­
ности вь(А*,С* ,a(C*), %) можно указать такую последова­
тельность W, состоящую из (п + 4)-разрядных булевых век­
торов, что \W\ < kN, и для любой последовательности & 
n-разрядных булевых векторов справедливо равенство 
5 e(A%5,a(B),^) = 5e(A%C%a(##^tr(C*)),^(oooo)); 
(И) для произвольных а'(С*) и а"(С*) можно указать такую 
последовательность 2£ (п + 4)-разрядных булевых векторов, 
что \&\ < kN исг(&,<т"(С*)) = <т'(С*). 

КОММЕНТАРИИ К ТЕОРЕМЕ. 
о Неравенства из (а) ограничивают сложность схемы С и размеры 

частей 0){. Эти размеры характеризуют степень точности, с которой 
указывается место неисправного элемента в схеме. 

о Утверждение (Ъ) означает, что при хп+1 = . . . = жп+4 = 0 схема С 
моделирует схему В, т. е. S(A, С, хп+4) превращается в схему, функцио­
нально эквивалентную схеме S(A,B.xn). 

о Утверждение (с) дает представление о полноте диагностики схемы: 
указываются места расположения неисправных элементов (с точностью 



О диагностических и установочных задачах 51 

до нескольких элементов, расположенных с неисправным элементом в од­
ной из частей 0г-). Если во всех частях из 0 ( 1 , С*) провести замену всех 
неисправных элементов на исправные, то схема С* превратится в та­
кую схему С**, что класс 0 ( 1 , С**) окажется пустым. В случае, когда 
класс 0 ( 1 , С**) пустой, согласно утверждению (i) из (с.2) можно ука­
зать такую последовательность W, что если ее подать на входы схемы 
5У(А*,С*,жп+4) после последовательности ^ , то F переведет схему С** 
в такое состояние, что при фиксировании нулевых значений на послед­
них четырех ее входах схема С** будет моделировать на своих выхо­
дах а1 ? . . . , aq работу автомата В с начальным состоянием ст(В). Отме­
тим, что для нахождения последовательности W на входы схемы 
5(А*,С**,2?п+4) достаточно подать последовательность %. Вся необхо­
димая информация для нахождения последовательности W будет полу­
чена, если доступна выходная последовательность 5&(А*, С**, <J(C**), ^ ) . 
При этом не требуется иметь информацию о том, какие неисправности 
имеются в этот момент в схеме S(A*,C**,xn+4) и в каком состоянии 
сг(С**) находится схема С**. 

о Состояния схемы С задаются TV-разрядным вектором, каждый 
разряд которого может принимать не более к значений. Из предложе­
ния (И) в (с.2) следует, что 

— схема С является сильно связным автоматом; 
— все кратчайшие переходы из состояния в состояние осуществля­

ются значительно быстрее, чем в наихудшем случае (в терминах 
из [11] можно сказать, что степень достижимости автомата С не пре­
вышает kN). 

Схема С может иметь kN состояний. Нетрудно задать сильно связ­
ный автомат М с kN состояниями, среди которых есть два таких со­
стояния а1 и а"', что любая последовательность, которая переводит М 
из состояния а1 в состояние <т", имеет длину, не меньшую kN — 1. Та­
ким образом, степень достижимости для автомата С существенно ниже 
точной верхней оценки степени достижимости для автоматов с kN со­
стояниями. 

о Доказательство теоремы конструктивно: 
— указывается последовательность преобразований, которые пре­

вращают схему S(A,B,xn) в схему 5*(А, С,жп+4), обладающую свой­
ствами (а), (Ъ) и (с) из утверждения теоремы; 

— приведен алгоритм, позволяющий с использованием лишь после­
довательности St(A*, С*, сг(С*), %) разбить множество частей схемы С* 
на классы 0 ( 1 , С*) и 0(2 , С*); 

— описана процедура построения последовательности W. 
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Доказательству теоремы посвящена оставшаяся часть настоящей 
статьи. Всюду через сг,с2,... обозначаются константы, зависящие лишь 
от базиса. 

§ 1. Конструкция схемы 5(А, С, жЛ-и) 

Схема С получается из схемы В описанными ниже преобразовани­
ями 5^i, Ж2 и Ж3. Они состоят в том, что к схеме В подключаются вспо­
могательные схемы Е7, F (при преобразовании Жг), Q к D (при преобра­
зовании W2) и К (при преобразовании Щ). Вспомогательные схемы 
строятся из тривиальных элементов базиса, 

1.1. ^-преобразование. При этом преобразовании к схеме В 
добавляется одна схема Е и rN схем F. 

СХЕМА Е. Эта схема имеет \log2(N + 3)] входов и N выходов 
(рис. 2). 

Уг 

1 
2/2 2/Rog2(iv+3)l 

N + 1N N: ш 
V 

Пусть * = Tbg2(iV + 3)] 
и ti(yu...,yt) = £|=1зк2*-\ При 
любом j , 1 ^ j ^ TV, на J-M выходе 
схемы Е реализуется функция 

1, если fi(yu... ,yt)^j + l, 
О в противном случае. 

( l . i ) 
Эту функцию можно предста­
вить так: 

/4*1 
•&У 6t 

V 

е^ ejv_i е^_2 е2 

Рис. 2. Схема £ 

(1.2) 
В базисе {V,A, } схема Е может 
быть реализована со сложностью, 
не большей чем 5N+log2(N+3)+7. 
Пользуясь представлением (1.2), 
это можно сделать так. Сначала 

строится схема Е\ реализующая все 2* элементарных конъюнкций вида 
у^к • • • kyl* (для этого достаточно 2 • 2Г1о^(ЛГ+3)1 + flog2(JVr + 3)] - 4 эле­
ментов базиса {V, Л, "} (см. [13, с. 353])). Пусть на выходе схемы Е' с но­
мером г, г = 2 , . . . , N + 1, реализуется конъюнкция у[х& • • -feyf1 такая, 
что / / (^ i , . . . , #*) = г. Построив схему JE' и присоединив к ее выходам 
iV — 1 элементов V так, как изображено на рис. 2, получим схему Е, 
реализующую систему функций е 1 ? . . . ,eN, определенную равенствами 
(1.1). Ясно, что L(E) ^ 5iV+log2(iV + 3) + 7. Отсюда получаем, что для 
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реализации отображения (1.1) схемой Е в произвольном базисе понадо­
бится не более c±N элементов, т. е. 

L(E) < ClN. (1.3) 

СХЕМА F. Эта схема имеет 4 входа и 1 выход (рис. 3). Функция, 
реализуемая этой схемой, определяется так. 

Ь2_ 3 

F А 

Если на входы схемы F подаются значения 
переменных йх, 62, Ь^ 64> ка& изображено на рис. 3, 
то на выходе схемы F реализуется функция 

^АААА) = Мз v ьгь2ь4. (1.4) 

^АААА) 
Рис. 3 

В произвольном базисе схему F можно реализо­
вать так, чтобы выполнялось неравенство 

L(F) < с2. (1.5) 

Присоединим к схеме В схему Е. Пусть /?а — нетривиальный элемент 
из В. Индекс обозначает номер в нумерации УК(В). 

r+1 r+Rog2(Jv+3)i Предположим, что в схеме В 
входы элемента /^ присоединены 
к узлам а ь . . . , аг, каждый из ко­
торых есть либо выход элемента 
схемы Б, либо входной полюс схе­
мы В. К схеме В присоединим г 
схем F так, как изображено на 
рис. 4. Подобное преобразование по­
вторим для всех нетривиальных эле­
ментов /?2 , . . • ,/3JV из В. В резуль­
тате к схеме В присоединятся одна 
схема Е и rN схем F. Получен­
ную схему обозначим через В0. Так 
как в схеме В содержится N нетри­
виальных элементов, то из нера­
венств (1.3) и (1.5) следует, что 
L(BQ) < c3N + L(B). Поэтому 

1 i 
Е 

eN e3 d 

4 

ах х 

' — • » 

i , 
2 3 1 

F 4h-
1 1 Xn+l 

1 

L Аг Жг 

i • 

* 

T 
<?. * 

F 4 

1 r 

^п + Г—~ 
| . . . ' 

1 Г 

ft 
i 

Рис, 4- Фрагмент схемы В0 

L(B0) < c4L{B (1.6) 

1.2. ^-преобразование. Рассмотрим схему й, изображенную на 
рис. 5, и опишем ее подсхемы Q и D. 



54 В. Н. Носков 

^п + 4 
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СХЕМА Q- Если на первый, 
второй и третий входы схемы Q 

х подаются значения переменных 
k, v и w, то на ее выходе реа­
лизуется функция kv V kw. 

СХЕМА D. Эта схема осу­
ществляет отображение 

( a i , . . . , U 2 m + l ) ~ " > & ( а 1 ? • • • •> a2m + l)j 

Рис, 5. Схема R 

b(au... ,a2m+i) 

где 
2 m + l 

1, если ^2 ai > ш> 
t= i 

О в противном случае. 

Пусть Wi1^... , we-, — узлы схемы А, не являющиеся входными полю­
сами схемы S(A, i?0, жп), и пусть к узлам wil,... , wis схемы S{A, 5 0 , #„) 
подключены входные полюсы схемы В0. Выполним следующие преобра­
зования. Вход схемы 2?0, подключенный к wi±, переключим на выход 
схемы J?, а к wil подключим вход схемы R. Аналогичные переключе­
ния выполним для Wi wigJ используя каждый раз новый экземпляр 
схемы R. В результате между узлами wil,. .. , wig и входными полюсами 
схемы В о появится s одинаковых схем R. 

На этом ^-преобразование схемы S(A. В0^хп) заканчивается. Схе­
му, в которую превратилась схема В0 после ^-преобразования, обозна­
чим через £?!. 

1.3. /^-преобразование. Это преобразование схемы 5(А, 2?19жп) 
связано с размещением схем К на линиях, соединяющих некоторые пары 
элементов в подсхеме Вг. При этом схема Вг преобразуется в схему С. 
Эти преобразования изображены на рис. 6. Пусть Ф = {<^i,... ,(рд} — 
базис, в котором построена схема 5(А, В,хп) (нумерация элементов в Ф 
произвольна, она не связана с нумерациями J/(В) и JK(C)). На рис. 6 
справа приведены фрагменты схемы С, в которые преобразуются соот­
ветствующие фрагменты схемы Б ь изображенные на рис. 6 слева. При 
этом во всех фрагментах схемы 5 Ь указанных в левых частях рис. 6, 
и схемах, полученных из Вг после таких преобразований, проводятся 
аналогичные преобразования до тех пор, пока в полученной схеме не 
исчезнут фрагменты, показанные в левых частях. Преобразования про­
водятся при условии, что базисные элементы щ и <pq, изображенные 
в левых частях рис. 6, находятся вне схем Q ж К. 
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СХЕМА К. Эта схема имеет три входа и один выход. Если на ее 
входы с номерами 1, 2, 3 подаются х, у, z, то на выходе схемы К реали­
зуется функция ~xyVxz. 

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Схемы К и Q реализуют одно и то же отображе­
ние. Можно было бы обозначить их одним символом. Однако удобно 
использовать оба символа, так как это позволяет избежать пояснений, 
связанных с расположением элементов в схеме. В отличие от К один из 
входов элемента Q обязательно подключен к выходу элемента схемы А. 

Схемы К и Q, а также базисные элементы схемы С, находящиеся 
вне схем К ж Q, назовем блоками схемы. Всем блокам схемы присвоим 
метки (трехразрядные векторы) по следующему правилу (см. рис. 6). 

• Каждая схема Q получает метку ((Q, *, г + 1). 

• При любом г, 1 ^ г ^ #, блок <pi получает метку ( ^ , К, *). 

• Схема К получает метку: 

(К, Q,i), если вход схемы К подключен к выходу схемы Q, а вы­
ход схемы К — к г-му входу некоторого блока; 

(К, (pi, r + 1), если ее вход подключен к выходу блока ^ , 1 ^ г ^ д\ 

(АГ, г, т* + 1), если ее вход подключен к полюсу ж,-, i ф г + 1; 

(К^ r + 1, j ) , если ее вход подключен к полюсу жГ+1, а ее выход — 
к j'-му входу некоторого блока; 

(А ,̂ A",j), если ее вход подключен к блоку с меткой (А',г,г + 1) 
или к блоку с меткой (А', </?г-,г + 1), а ее выход — к j-му входу 
некоторого блока. 

ОКРЕСТНОСТЬ БЛОКА. Каждому блоку /3 в С поставим в соот­
ветствие множество блоков схемы С, зависящее от метки блока /3 так, 
как показано в табл. 1. Это множество блоков назовем окрестностью 
блока /3. 

На этом ^-преобразование заканчивается. Схему, полученную из В 
преобразованиями Щ,Ж2я W^ обозначим через С, а схему, полученную 
из 5(А, 5 , хп) заменой в ней части В на С, обозначим через S(A, С, жп+4). 
Входными полюсами для 5(А,С,жп + 4) считаем # i , . . . , £п+4- Полагаем, 
что выход каждого элемента в С является выходом схемы 5(А, С, жп+4)-
Если в S(A,B,xn) выход некоторого элемента, принадлежащего А, слу­
жил выходом всей схемы 5(А, В,жп), то выход соответствующего эле­
мента, принадлежащего S{A, С,жп+4), тоже служит выходом схемы 
о(А, С, жп+4). 
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Т а б л и ц а 1 

Метка блока 0 

\{K,Q,j), 
1 О " < г 

\(<Pi,K,*), 

1 < * ^ 9 

(K,K,j), 

(K,i,r+l), 

(K,r+l,j), 
1 ^ J ^ r 

(0,*,r+l) 

Окрестность блока 0 

Блок 0 и блок Q, к выходу которого подключен 
блок 0 

Блок 0 и все блоки К, к выходам которых 
подключен блок 0 

Блок /?, блок (рг, к выходу которого подключен 
блок 0) и все блоки К, выходы которых 
подключены к рассматриваемому блоку (рг 

Блок /3 и блок К, выход которого подключен 
к блоку 0 

Блок 0 

Блок 0 

Блок /? 

О сложности СХЕМЫ С В [8] показано, что если преобразова­
ния Ж 2 и 1 з применяются к схеме В' из S(A, B\xn) и схема В' превра­
щается в схему С", то L(C') < c^mL(B'). Если положить, что В1 — 
это схема В0 и она преобразуется в схему С, то из (1.6) следует, что 
L{C) < c4rn(L(B) + c3N) < сътпЬ(В). Таким образом, 

L(C) < c5rnL(B). (1.7) 

§2. Свойства схемы S(A, С, жп+4) 

2.1. О моделировании работы схемы В с помощью схемы С. 

Лемма 1. При любом А" для каждого состояния (т(В) схемы В най­
дется такое состояние <т(С) схемы С, что для любой последовательности 
2? n-разрядных булевых векторов справедливы равенства 

5а(А, В, ст(Б), 0>) = 5а(А, С, <т(С), ^(00оо)), 
Sa{A\B,a{B),&) = Sa(A*,C,a(C),&{0000)). 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если на входы схемы S(A, С, жп+4) подается по­
следовательность векторов из ^(оооо)5 т о н а полюсы ccn+i,... ,хп+4 по­
ступают нулевые значения. В этих условиях функционирование каждого 
из блоков К и Q исправной схемы С эквивалентно функционированию 
проводника, соединяющего второй вход блока с его выходом. Схема R 
тоже становится эквивалентной проводнику, соединяющему ее вход и 
(см. рис. 5) с выходом схемы R. Исправные схемы F при жп+1 — 0 
превращаются в проводники, соединяющие узлы аг,... ,аг с соответ­
ствующими входами блока /3j (см. рис. 4). Если все схемы К, Q, R и F 
заменить проводниками, соединяющими указанные пары узлов в схеме, 
то схема С превратится в схему 5 , т. е. в схему, из которой С получена 
добавлением схем К, Q, Л, F и Е. 

Последовательности Sa(A,B,a(B),&) и Sa(AyC\ <т(<7), < (̂оооо)) мо­
гут отличаться друг от друга лишь потому, что найдется пара таких 
нетривиальных элементов с одинаковыми номерами в JV{B>) и ^(С) 
соответственно (один элемент в В, другой в (7), что они находятся не 
в эквивалентных между собой состояниях в момент перед подачей после­
довательностей £Р и «̂ (оооо) н а входы схем S(A,B,xn) и S(A, (7, хп+4)-
Если сначала все автоматы из С перевести в состояния, эквивалент­
ные состояниям соответствующих автоматов из В, и лишь потом по­
дать на входы схем S(A, В,хп) и 5(А,С,жп+4) последовательностей 
2? и ^(оооо), то последовательности Sa(A,B,a(B),&) и 5а(А, (7, <т(С), 
•̂ (оооо))? очевидно, совпадут. 

Нетрудно убедиться, что подобное заключение можно сделать для 
последовательностей Sa(A*, В, а(В), &) и 5а(Л*, С, <т(С), ̂ (оооо))-

2.2. Последовательности ^ , ^ c d , ^ ( i7 , V, ТУ). Пусть [7 — мно­
жество инициальных автоматов Мили, и пусть входная последователь­
ность £% такова, что для любых двух автоматов Мх и М2 из U справед­
ливо утверждение: или Мх и М2 при подаче слова & выдают различные 
выходные слова, или М1 и М2 после подачи слова $ реализуют одинако­
вые операторы. Тогда будем говорить, что входное слово М остаточно 
различает автоматы из множества U. 

Если множество U состоит из всех инициальных автоматов Мили, 
каждый из которых имеет не более к состояний, то соответствующая 
входная последовательность 31 называется последовательностью, оста­
точно различающей все автоматы с к состояниями. (Подробнее об 
остаточной различимости см. в [11, с. 263].) 

Пусть аг(1), а г (2) , . . . , a r(t) — последовательность r-разрядных бу­
левых векторов, остаточно различающая все автоматы с к состояниями. 
Рассмотрим табл. 2. Часть таблицы, заключенная в прямые скобки, 
определяет последовательность ^с^, образованную [п + 4)-разрядными 
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векторами-столбцами табл. 2. Число векторов в a^cd равно 2t. Слева 
указаны номера строк 

1 

2 

г 

г + 1 
г + 2 

n-j-1 

п + 2 
п + 3 
п + 4 1 

| « i ( i ) 
U(i) 
L.(i) 
0 

Ui(i) 

« i ( i ) 
с 

\d 
1 

ai(2) • 
a2(2) . 

Or(2) • 
0 
Oi(2) . 

a i (2) • 
с 
d 
1 

• « l ( 0 « l ( l ) 
• «2(0 «2(1) 

• « r ( 0 ar(l) 
. 0 1 
• a i ( 0 « i ( l ) 

• « i ( 0 a i ( l ) 
. с с 
. d d 
. 1 1 

T а б 

ai(2) • 
«2(2) • 

<*r(2) • 
1 
ai(2) • 

«i(2) . 
с 
d 
1 

л и ц а 2 

• «i(0 j 
• a2(t)\\ 

• a r ( 0 

• x 

• « i ( 0 

• « i ( 0 
. с 

• d 

. 1 

&(U,V,W)= { 

^ 1 0 ? 

^ 1 1 • ^ 0 1 ? 

Придавая параметрам с ж d значения 0 и 1, определим последова­
тельности ^oi? ^io? ^ i b каждая из которых имеет длину 21. 

Каждой метке ({7, У, W) поставим в соответствие последователь­
ность %(U,V,W) следующим образом: 

е с л и ( ^ У , И ^ ) е { ( д , * , г + 1 ) , 
( > Ь А > ) | 1 О О } ; 
ecmL(U,V,W) G {(K,KJ),(K,QJ), 
(K,r+lJ)\ H J ^ } ; 

# 1 0 • %u если(С7,У,1У) G {(/<>;, r + 1), (if, j > + 1) | 
1 ^ i 0 > j = 1 , . . . , r, r + 2 , . . . , n + 1}. 

(2.1) 
Здесь запись ^ 1 0 • ^ n обозначает последовательность длины 4/, в кото­
рой начальный отрезок длины 2t есть последовательность ^ 1 0 , а остав­
шийся отрезок является последовательностью ^ и . Аналогично опреде­
ляется ^11 • ̂ 01-

Положим ^ = ^io • %! • ^0 
1- с*та последовательность играет важ­

ную роль в дальнейших рассуждениях. 
О ДЛИНЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ # . Известно [11, с. 266], что су­

ществует входная последовательность длины \4k2h2kln(2k)], остаточно 
различающая все инициальные автоматы не более чем с к состояниями 
(здесь h — мощность входного алфавита). Так как h = 2Г, из определе­
ния последовательности % получаем, что в качестве последовательности 
ty/ ~ <#10 • <^п • <#01 можно взять такую последовательность ^ , что 

| # | < [6-4rfc+1fc2ln(2fc)l. (2.2) 
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2.3. Схема, ^-совершенная относительно (/3*, а(С*)). 
В схеме С выделим произвольное состояние и назовем его канони­

ческим состоянием. Пусть Э(С) — ( З ^ З ^ , . . . ,&N) — вектор, определя­
ющий это состояние. 

Рассмотрим произвольный нетривиальный блок с номером t в схе­
ме С. Пусть { s i , . . . , Sk(t)} — множество всех его состояний. Определим 
множество Лт-разрядных векторов А^\ полагая 

A(t) = { ( 5 Ь . . . ,<Tt-uSi,di+1...dN) | 1 ^ г <С k(t)}. 
Пусть /3 — произвольный блок с меткой (£7, У, W) в подсхеме С схемы 

S(A, С, жп+4)- Рассмотрим варианты (а) и (Ъ), зависящие от того, есть 
ли в 0((3) нетривиальный блок. (Из определения окрестности 0(/3) сле­
дует, что в 0([3) содержится не более одного нетривиального блока.) 

(a) В О (в) есть нетривиальный блок. Обозначим этот блок через 
#!, а остальные блоки из 0(0) через 82,... , &ч(р)-

Пусть t является номером блока ёг в нумерации J¥(C). Предполо­
жим, что последовательность ^/ подается на входы схемы 5(Л,С, 3?п+4) 
и перед ее поступлением схема С находилась в состоянии д(С). Обозна­
чим через 6i($/,д(С),/3) последовательность, которая в этих условиях 
появляется на выходе блока <5г-, 1 <С г ^ #(/3), когда на входы схемы 
S(A,C, хп+4) подается подпоследовательность %{XJ^ V,W) из У/. 

Аналогичные обозначения примем и для схемы 5'(-4%С*,жп+4). 
Здесь обозначениям /3, 0(/3), Sly... , Sq^ соответствуют обозначения /3*, 
О (/?*), #*,. . . , ̂ (0)* Полагаем, что если схема С* находится в состоянии 
<т(С*) и на входы схемы 5(А*, (7*, жп+4) подается последовательность ^ , 
то <$г*(^,сг(С*),/3*) есть последовательность, появляющаяся на выходе 
блока £г*, 1 ^ г ^ #(/3), когда на входы схемы 5(А*, С*, жп+4) подается 
подпоследовательность ^/(U^\\W) из ^ . 

Предположим, что в С найдется такое состояние <7'(С), определяемое 
вектором из А^\ что при любом г G { 1 , . . . , s(/3)} справедливо равенство 

6{(&У(С),0) = 6?{&,<Т(С'),Р). (2.3) 

В этом случае схема 5*(А*, С*, жп+4) называется $/-совершенной отно­
сительно (/3*, а(С*)). 

(b) В 0(/3) нет нетривиальных блоков. Пусть окрестность 0(/3) 
есть множество блоков {^1,^2?--- ? (̂/б)}« Предположим, что если схе­
ма С* находится в произвольном состоянии &(С*) и на входы схе­
мы 5(А*,С*,жп+4) подается последовательность ^ , то при любом 
i G { 1 , . . . , ?(/3)} выполняется равенство 

Ъ($,д(С),0) - * ; (£>(С*) , / ? ' ) . (2.4) 
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В этом случае схема S(A*^C*,xn+4) называется &-совершенной отно­
сительно (/?*, а(С*). 

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Пусть имеется схема 5(Л*,С*,жп4_4), но неизвестно 
состояние а(С*), в котором схема С* находится, и неизвестно, какие 
неисправности есть в А* и С*. Если на входы схемы S(A*, C*,xn+4) по~ 
дать последовательность % и получить выходную последовательность 
5&(А*, С*, <т(С*), ̂ ) , то этой информации будет достаточно, чтобы выяс­
нить, является ли 5,(Л*,С*,жп+4) ^-совершенной схемой относительно 
(/??,<т(С*)). Этот вывод непосредственно следует из определения %-
совершенной схемы. 

2.4, Свойства последовательности ^ . Обозначим через £* 
совокупность блоков в С*, не являющихся блоками типа Q. 

Лемма 2. При любых С*, &(С*) и /3*, /3* е <о*7 справедливы ут­
верждения: 

(a) если S(A*,C*,xn+4) не является &-совершенной схемой относи­
тельно (/?*, <т(С*)), то в окрестности блока (3* имеется неисправ­
ный блок; 

(b) если S(A*< С*,жп+4) является У/-совершенной схемой относи­
тельно (/3*,<т(С*)), то блок /3* исправен. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Докажем утверждение (Ь) леммы 2. Пусть /3 — 
блок в схеме S(A, С. жп+4), который становится блоком /?* при появлении 
неисправностей, переводящих схему 5(А, С, жп+4) в схему S(А*, С*, хп+3). 

Предположим, что /3 есть нетривиальный автомат и 5(А*, С*,жп+4) 
является ^/-совершенной схемой относительно (/?*, <т(С*)). Для доказа­
тельства утверждения (Ь) леммы 2 достаточно убедиться в эквивалент­
ности /3 и /?* как неинициальных автоматов. Из определения 
#-совершенной схемы 5(Л*,С*,2?п+4) относительно /3* G <f(C*) следует, 
что автомат /? имеет такое состояние, что если /? установить в это со­
стояние и на входы схем S(A, С, жп+4) и 5(Л*,С*,жп+4) подать последо­
вательность # , то при прохождении ее отрезка ^(U^V.W) не разли­
чаются последовательности, возникающие на выходах любых двух со­
ответствующих друг другу блоков из 0{(3) и 0(/?*) схем 5(Л,С,жп + 4) 
и 5(А*,С*,жп+4)- В частности, это означает, что на входы блоков /3 
KJ3* подается одна и та же последовательность. Ее начальный отрезок 
°1/1 длины t является последовательностью, остаточно различающей все 
автоматы с к состояниями. Пусть <т̂  и <т'р* — те состояния автоматов (3 
и /3*, в которые эти автоматы переходят после подачи на их входы после­
довательности W. Ясно, что состояния <7р и о'р* эквивалентны между 
собой. 
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Рассмотрим отдельно (вне схем S(Ay С,2п+4) и S(A*, С*, жп+4)) авто­
маты (3 и /?* с начальными состояниями а'& и <7#* соответственно. Пусть 
а'р — произвольное отличное от а'р состояние автомата /3, и пусть ЗР — 
входная для автомата (3 последовательность, которая переводит его из 
состояния (т'р в состояние o'L. Ввиду сильной связности автомата (3 такая 
последовательность существует. Предположим, что если на автомат /?* 
в состоянии <7р+ подается эта же последовательность, то он переходит 
в некоторое состояние <х̂ *. Можно утверждать, что состояния а'р и cr'L 
эквивалентны: если бы это было не так, то и состояния <т~ и <TL не 
были бы эквивалентными. В силу произвольности состояния а'р можно 
утверждать, что для каждого состояния автомата /3 найдется эквива­
лентное состояние автомата /3*. По предположению о допустимых неис­
правностях число состояний автомата 0* не больше числа состояний 
автомата /3, Отсюда следует, что для каждого состояния автомата /3* 
найдется эквивалентное состояние автомата /3. Это означает, что /3 и /3* 
являются эквивалентными автоматами. 

Справедливость утверждения (Ь) леммы 2 в случае, когда (3 является 
тривиальным автоматом, очевидна. 

Доказательство утверждения (а) леммы 2 мы не приводим, оно со­
держится в [8, с. 58-61]. 

ЗАМЕЧАНИЕ 3. В [8, с. 61, 62] приведено доказательство утвержде­
ния (Ъ) леммы 2. Оно почти совпадает с приведенным здесь. Однако 
в [8] говорится об эквивалентности тех состояний автоматов (3 и /?*, из 
которых они переходят в состояния а'р И а'р*, тогда как автор имел в виду 
лишь эквивалентность состояний а'р и а'р*. Автор приносит извинения 
за допущенную в [8] небрежность. 

Л е м м а 3. Пусть заданы произвольные С*, а(С*) и а (С). Если 
S(A*, С*, хп+4) является & -совершенной схемой относительно (/3*, а(С*)) 
при любых /3* из <f% то найдется состояние а'(С*) схемы С* такое^ что 
для любой последовательности 2? n-разрядных булевых векторов выпол­
няется равенство 

Sa(A\C\a(C)^(00oo)) = Я(А%С*,^(С*),^ (оооо)). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть 5(А*,С*,5п+4) является ^-совершенной 
схемой относительно (/3*,<т(С*)) при любых /3* из <?*. Тогда по лемме 2 
в схеме С* исправны все блоки /3* из <f*. Это, в частности, означает 
что при любом г, 1 ^ i ^ 7V, блоки /?,- из С и /Зг* из С* эквивалентны 
между собой как неинициальные автоматы, т. е. для каждого состо­
яния автомата (3{ найдется эквивалентное ему состояние автомата /Зг* 
и для каждого состояния автомата Д* найдется эквивалентное ему состо­
яние автомата /?,;. Пусть с (С) = (сг^С), . . . ,aN(C)). Обозначим через 
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с'(С*) = (сг[(С*))... , crf
N(C*)) такое состояние схемы С*, что при любом 

г, 1 ^ г ^ 7V, состояния 0"t(C) и <тг'(С*)) эквивалентны, т. е. при поступле­
нии произвольной последовательности r-разрядных булевых векторов на 
вход fa в состоянии (?i{C) и на вход /?* в состоянии сг'{(С*) на выходах 
автоматов /?г- и /3* появляются одинаковые последовательности. Пусть 
схема С* находится в состоянии а'(С*). В схеме С* вне части &(С*) на­
ходятся только тривиальные блоки Q. В условиях леммы 3 из леммы 2 
следует, что только эти блоки могут работать не так, как работают 
соответствующие блоки в С, причем число неправильно работающих 
блоков Q не превышает га. Правильно работающие схемы D, состоящие 
из тривиальных блоков, исправляют в С* все ошибки, связанные с не­
правильной работой блоков Q. Схема С в состоянии сг(С) оказывается 
эквивалентной схеме С* в состоянии а1 (С*). Отсюда следует утвержде­
ние леммы 3. 

Лемма 4. Если для каждого (3* из <?* схема 5(А*,С*,жп+4) явля­
ется &-совершенной относительно (/?*,<т(С*)), то для любого нетри­
виального блока /3* из С* по последовательности 5ft(A*,C*, СТ(С*), %) 
можно указать состояние, в которое переходит блок /3* после подачи 
на входы схемы 5(А*, С*, хп+4) последовательности <$/ при условии, что 
перед появлением этой последовательности схема С* находилась в со­
стоянии <т(С*). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что /5* — нетривиальный блок. 
Рассмотрим фрагмент схемы С*, содержащий блок /3* и примыкаю­
щие к нему пары блоков К* (рис. 7). По описанию преобразования 'Щ 
(см. рис. 6) именно так в С* выглядит соединение блока /3* с ближай­
шими соседями. Пусть для каждого /3* из £* схема 5(А*, С*, жп+4) 
является #-совершенной относительно (/3*,<т(С*)). 

^п+З 

^п+2 

1 К* Л 
^п+3 -1 

\К* 

1 К* Зк-
a?i ьп+2 

т 
-Hi к* з| 

I 
ж г ( ^ ) 

¥>.• 

Тогда по лемме 2 получаем, что 
в 5(А*,С*,жп+4) исправны все блоки 
из <?*. Так как блоки /3* и / С , изобра­
женные на рис. 7, принадлежат мно­
жеству <f*, то по утверждению (Ъ) 
леммы 2 они исправны. Блок /3* име­
ет метку (U,V,W) - ( îjjRT, *). Со­
гласно (2.1) блоку с такой меткой со­
ответствует последовательность 
&{U,V,W) = %0. Из рис. 7 и табл. 1 

видно, что если на входы схемы 5(А*, С*,жп+4) подается подпоследова­
тельность #ю последовательности # , то на входы блока /3* подается по­
следовательность r-разрядных булевых векторов 2Г(1), аг(2), . . . , аг(£), 

Блок (3* 

Рис. 7 



64 В, Я. Носков 

аг(1), аг(2), . . . , аг(£), остаточно различающая все автоматы с к состо­
яниями. Отсюда следует, что по реакции исправного блока /3* на после­
довательность, поданную на его входы, можно остаточно отличить ини­
циальный автомат /3* от других инициальных автоматов из рассматри­
ваемого класса. Это, в частности, означает, что можно узнать, в какое 
состояние переходит /3* после подачи последовательности <2?10 на входы 
схемы S(A*, С*,жп+4)- В последовательности & за подпоследовательно­
стью # 1 0 следует подпоследовательность ^ и . Как следует из табл. 1 
и рис. 7, в указанных условиях при поступлении последовательности 
&и на входы исправного блока /3*, находящегося в уже известном состо­
янии, подается последовательность r-разрядных векторов аг(1), 2Г(2), 
. . . , 7ir(t) 2 r ( l ) , аг(2), . . . , ar(t). Автомат 0* исправен, значит известна 
его функция переходов. Поэтому можно определить, в какое состояние 
переходит блок /3* после подачи подпоследовательности ^ п на входы 
схемы 5(А*,С*,жп+4)-

В последовательности ^ за подпоследовательностью *$/п следует 
^01- Из рис. 7 и табл. 1 видно, что если %)i подается на входы схемы 
S(A*. С*, жп+4), то на входы блока /3* поступает последовательность 2t 
векторов, в которой первые t векторов состоят из нулей, а остальные — 
из единиц. Эта ситуация аналогична рассмотренной выше: на вход ис­
правного автомата с известной функцией переходов, находящегося в из­
вестном состоянии, подается известная последовательность. Ясно, что 
можно определить состояние, в которое переходит автомат /3*. Лемма 4 
доказана. 

2.5, О переходе схемы 5(А*,С*,жп+4) в заданное состояние* 
Для описания последовательности W, переводящей схему С* в заданное 
состояние, введем обозначения: 

о (?i(C) — состояние блока /^ схемы С, находящейся в состоянии 
<т(С). 

о 3$i((j', сг") — кратчайшая последовательность r-разрядных булевых 
векторов, переводящая блок 0{ схемы С из состояния а1 в состояние а" 
(а7 и а" — произвольные состояния блока /?,•). 

о <т(«ЙР, &(С)) — состояние схемы С, в которое она переходит после 
подачи на входы схемы 5(А, С,2п+4) последовательности J?, состоящей 
из (п + 4)-разрядных булевых векторов, при условии, что перед появле­
нием последовательности ё% схема С находилась в состоянии <т(С). (Это 
обозначение принято во введении, здесь оно дублируется для удобства.) 

о Пусть $ есть последовательность ^-разрядных векторов, a w — 
(w1...,wi) является t-разрядным вектором (s и t — произвольные 
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натуральные числа). Обозначим через & ® w последовательность, по­
лученную из £% следующей заменой каждого ^-разрядного вектора на 
(s + £)-разрядный: значения первых s разрядов в новом векторе те же, 
что и в заменяемом, а последние t разрядов равны u?i,.. . , wt. 

о Для каждого г, 1 ^ г ^ N, положим 

b(i) = ( 6 r + i , . . . ,b r+riog2(Ar+3)i,0,... ,0,1,0,0,0), 
4 v ' 

n_j_4—r разрядов 

где /х(6 г + 1 , . . . ,6r+piog2(Ar+3)i) = i (функция /л определена в п. 1.1; 
t 

ti(yu... ,%) = Evi2t~{ )• 

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ ^ ( ^ ( С ) , * ' ' ^ ) ) . Пусть а\С) и а(С)) — 
два произвольных состояния схемы С. Определим рекуррентно последо­
вательности ^ , Jki и Ж(а'(С),а(С)): 

%=Ща[(С),а';(С))®Кг)-
Д = %; 
% = Д-(с^(С), ^(Д^ХХС')) ® Ь(г), 2 < г ^ N;\ (2.5) 
*Д- = «Д_1 •<&;•, 2 ^ г ^ Лт; 
#(<г'(С),а"(С)) = #1 • % • . . Л„. 

О ДЛИНЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ W - % • % • • • • • ^лт- По опреде­
лению последовательности % (см. (2.5)) ее длина равна длине последо­
вательности <#г(ст/(Сг),<тг(^_1,а//(С))), переводящей автомат Д- из со­
стояния (Т{(Л?{-.1)<т"(С)) в состояние ст[(С). Известно [1], что для авто­
мата, имеющего не более к состояний, длина такой последовательности 
меньше к. Отсюда получаем 

| # | < kN. (2.6) 

Лемма 5. Пусть заданы схема А* и два состояния сг'(С) и &"{С) 
схемы С из S(A%C,xn+4). Если W = W{a'{C),a"(C)) является по­
следовательностью, определенной в (2.5), то выполняется равенство 
a(W,a"(C)) = a'(C). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что последовательность W по­
ступает на входы схемы 5(А*, С,жп+4), в которой схема С находится 
в состоянии (т"{С). Определим, в какие состояния переходит нетри­
виальный блок Д- после поступления на входы схемы 5,(А*,С*,жп+4) 
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отрезков J%i, J%i+\,.. .J^N-I, JkN последовательности W. Все векторы 
последовательности W в последних трех разрядах имеют нулевые зна­
чения. Поэтому если векторы из W подаются на схему 5(^4*, С, £„4-4)5 
то на первые входы блоков К и Q поступают нулевые значения. Эти 
блоки в схеме С исправны (схема С с неисправностями обозначается че­
рез С*). Блоки К, работая в таких условиях, на своих выходах просто 
повторяют значения, которые поступают на их вторые входы. Схемы 
R таковы, что в тех же условиях они на своих выходах повторяют те 
значения, которые появляются на их входах и (см. рис. 5). Фактичес­
ки каждая схема К и R работает как проводник, соединяющий узел 
схемы 5(А*, С, а?п+4)> к которому подключен вход блока К или вход и 
схемы R, с входом какого-то другого блока из 5(Л*,С,жп+4). Поэтому 
для описания работы фрагмента схемы С, полученного из фрагмента 
схемы В0 с помощью преобразований W2HWSJB условиях, когда на схему 
5(А*, С, хп+А) подаются векторы из W, можно использовать рис. 4, игно­
рируя тот факт, что при преобразованиях Ж2 и Ж3 в изображенной на 
рис. 4 схеме некоторые проводники заменяются на схемы К и R. 

Пусть на входы схемы 5(А*, С, жп+4) поступила последовательность 
^ - _ i = # ! • . . . • ^ _ i , в результате чего блок /Зг- переходит в состоя­
ние cri(^i(i_i,G"(C)). Рассмотрим последующие состояния блока /Зг-, если 
теперь на входы схемы 5(А*, С, хп+л) поступают друг за другом после­
довательности Щ, г ^ j ^ N. (Последовательности, появляющиеся при 
этом на некоторых узлах схемы 5(А*,С\ жп+4)? показаны в табл. 3.) 

а) Пусть на входы схемы S(A*, С, хп+4) подается %. Из (2.5) и опи­
сания подключения схемы Е (см. рис. 4) следует, что на входы схемы Е 
поступает последовательность длины |%|, каждый член которой совпа­
дает с таким вектором е = (&г+ъ • • • А+|Ъ82(л+зУ|), ч т о М ^ + ъ • • • , 
frr+riog2(;v+3)-|) = i- Согласно (1.1) при поступлении вектора е на вхо­
ды схемы Е на ее г-м выходе появляется 0. Если на входы схемы 
5(А*,С,жп+4) подать последовательность ^ , то на г-м выходе схемы 
Е появится нулевая последовательность длины |^-|. Теперь выясним, 
какая последовательность появляется на входах блока /Зг-. Из соединений 
(см. рис. 4) видно, что это та последовательность, которая появляется 
на выходах блоков F , присоединенных к входам блока Д-. Из определе­
ния последовательности % следует, что при ее поступлении на входы 
схемы 5(А*,С,жп+4) на полюс £n+i будут поступать единичные значе­
ния. В этих условиях на входы блока /Зг- поступает последовательность 
^(^* /(С),<7г(^_1,(7 / /(С))). Эта последовательность переводит /Зг- из со­
стояния <Ti(^i-i,<j"(C)) в состояние (т[{С). (В строке табл. 3, содержа­
щей % ? указаны описываемые последовательности.) 
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Т а б л и ц а 3 

Вход 
в 5 ( . . . ) 

-у&г-г 

% 

%+г 

% 

г-й выход 
схемы Е 

0 . . . 0 

1...1 

1...1 

Вход блока рг 

щ*'{(с),ъ(Л-и<т"(с))) 
0Г . . .0Г 

0Г . . .0Г 

Pi переходит 
в состояние 

*(-Д_1,<г"(С)) 

<(С) 

<(С) 

<{С) 

b) Пусть на входы схемы 5(А*,С,2?п+4) подается %+i. В этом слу­
чае согласно (1.1) на г-м выходе схемы Е появляется последовательность 
единиц, так как выполняется неравенство //(Ьг+ь • • • ?&r+pog2AT|) > i-
В моменты, когда на входы схемы 5(А*,С,жп+4) поступает %+i, н а 

полюс жп+1 поступают единицы. В этом случае на входы блока /3,- по­
ступает конкатенация, состоящая из |Ef»+i| векторов 0Г. Нулевые век­
торы сохраняют состояние v[(C), в котором блок /Зг- оказался после по­
ступления на £(А*,С,жп+4) последовательности (7,-. (В табл. 3 в строке, 
содержащей ^-+ь указаны соответствующие последовательности и со­
стояние.) 

c) Почти дословно повторяя предыдущие рассуждения в случаях, 
когда на входы схемы подаются последовательности ^+2> ^+з> • • • ? ^лг? 
убеждаемся, что после поступления каждой из них блок /Зг- будет оста­
ваться в состоянии <тг-(С). 

Лемма 5 доказана. 
ПРАВИЛЬНЫЕ ПАРЫ состояний. Предположим, что в схеме С* все 

нетривиальные блоки исправны. В частности, это означает, что если Д-
и Р1 — блоки с номером г, 1 ^ г ^ N, в нумерации -У{С) в схемах С 
и (7* соответственно, то для каждого состояния сг(/Зг*) блока /3* найдется 
такое состояние <т(/3) блока /3, что автомат Д- с начальным состоянием 
(r(Pi) эквивалентен автомату /Зг* с начальным состоянием сг(/3/). Пусть 
сг(С) и сг(С*) — два таких состояния схем С и С*, что если С и С* 
находятся в состояниях <т(С) и ст(С*) соответственно, то при любом г, 
1 ^ г ^ Л7, блоки Pi и /?г* находятся в эквивалентных между собой состо­
яниях. Такую пару состояний сг(С) и <т(С*) назовем правильной парой 
состояний. Аналогично определяются правильные пары состояний для 
состояний схем Б и С, и наконец, в случае, когда в С* исправны все 
нетривиальные блоки, для состояний схем В и С* . 
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Лемма 6. Пусть в 5(А*, С*, хп+4) исправны все блоки из £*, пусть 
(У(С),о-'(С*)) я (<г"(С),<т"(С*)) являются правильными парами состо­
яний nW~ W((<J1(C),<J"(C)) есть последовательность из (2.5). Тогда 
<т(&,<т"(С*)) = <т'(С*). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть выполнены условия леммы 6. Тогда в С* 
неисправными могут быть лишь блоки Q. Пусть /Зг* — нетривиальный 
блок из (7*. Рассмотрим его размещение в схеме В0 (см. рис. 4). Со­
гласно описанию преобразования Ж2 на линиях между узлами а;-, 
1 ^ 3 ^ т-> ж входами схемы F появляются схемы 12, содержащие блоки 
Q. При преобразовании Ж3 добавляются только блоки К. Таким обра­
зом, в условиях леммы б схемы Е ж F вместе с добавленными в них 
блоками К исправны. В W все векторы таковы, что их разряды с но­
мерами п + 2, гг + Зитг + 4 равны 0. Если такие векторы подаются на 
входы схемы S(A*, С*, жп+4), то все блоки К работают как проводники, 
соединяющие их вторые входы с их же выходами. Все векторы в W 
таковы, что их (гг + 1)-е разряды равны 1. Если W подается на схему 
S(A* ,С* ,хп+4)-> то значения, реализуемые на выходах схем F , зависят 
от значений, появляющихся на вторых и четвертых входах схем F и не 
зависят от значений, появляющихся на их третьих входах. На второй 
и четвертый входы поступают значения, не зависящие от работы блоков 
Q. Таким образом, если на входы схем S(A*, С*,хп+4) и S(A*, С,2?п+4) 
поступает последовательность W, то при любом г, 1 ^ i ^ 7V, на входы 
блока /3,- из С и на входы блока /Зг* из С* поступают одинаковые после­
довательности. Отсюда, а также из предположения леммы о том, что 
(or/(C),(J/(C*) и (а//(С),сг//(С*) являются правильными парами состоя­
ний, и леммы 5 непосредственно следует утверждение леммы 6. 

Заключение 

Убедимся, что определенная в § 1 схема S(A, C,Sn+4) обладает всеми 
свойствами, перечисленными в утверждении теоремы. Пусть % (после­
довательность из теоремы) есть последовательность & — ̂ 1 0 • ^ ц • ^оъ 
определенная в § 2. Она образована (п + 4)-разрядными булевыми векто­
рами; согласно (2.2) ее длина равна [6 • 4rA;+1A;2ln(2fc)]. 

a) Из (1.7) следует, что L{C) < c^mL(B). Пусть @u...,@8 — 
окрестности блоков из <f*. Поскольку число блоков в С не превышает 
L(C). то из (1.7) следует, что s < c5mL(B), При любом целом г > 1 
найдутся такие константы с6 и с7, что L{%) < c6r < с7. Следовательно, 
справедливо утверждение (а) теоремы. 

b) Утверждение (Ь) теоремы следует из леммы 1. 
c) Определим разбиение множества частей {%}{ -1 , на классы 
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^(1,(7*) и ^ (2 , С*) согласно следующему правилу. Пусть % есть ок­
рестность блока /3*. Если S(A*, С* ,жп+4) является ^-совершенной схе­
мой относительно блока /3*, то ^ относится к классу ^ (2 , С*). В про­
тивном случае ^ относится к классу ^(1,С*). 

Из замечания 2 следует, что для разбиения множества частей 
{^i}i-i,...,s на классы ^(1,С*) и ^(2,С*) достаточно знать последова­
тельность 5б(А*,С*,0-(С*),^) и не требуется знать, в каком состоянии 
находилась схема S(A*, С*, хп+4) перед поступлением на нее последова­
тельности % и какие неисправности содержатся в А* и В*. 

Рассмотрим два варианта, зависящие от того, является ли пустым 
класс ^(1,С*). 

ВАРИАНТ 1. Класс ^(1,С*) не является пустым. В этом случае 
из утверждения (а) леммы 2 непосредственно следует утверждение (с.1) 
теоремы. 

ВАРИАНТ 2. Класс ^(1,С*) пуст. В этом случае из определения 
класса ^ ( 1 , С*) следует, что схема S(A*, С*, жп+4) является ^-совершен­
ной относительно (/3*,<т(С*)) при любых /3* из <?*. Это предположение 
назовем кратко условием J£\ 

Но лемме 1 при любом А* для каждого состояния ст(В) схемы В най­
дется такое состояние с (С) схемы С, что для любой последовательности 
2? булевых n-разрядных векторов выполняется равенство 

Sa{A\B,o{B\&) = Sa(A\C,a(C),&{0000)). (2.7) 

При условии & по лемме 3 для состояния сг(С) схемы С найдется 
такое состояние а1 (С*) схемы С*, что для любой последовательности & 
булевых n-разрядных векторов выполняется равенство 

Sa(A\C,a(C),^0000)) = Sa(A\C*,a'(C*),3>(OUOO)). (2.8) 

Определим состояния а"(С*), а"(С) и а*(С*): 
(i) Состояние а"(С*) определяется из равенства а"(С*) — 

а{°7/, (т(С*)). На основании леммы 4 можно утверждать, что 
состояние сг(^, сг(С*)) может быть определено по последователь­
ности Sb{А*, С*, а (С*) ,# ) . 

(П) <тп{С) — состояние, образующее правильную пару с состоянием 
а" (С*). 

(ш) ст'(С*) — состояние, образующее правильную пару с состоянием 
а'(С). 

Пусть W — W{a'(C)^(j"{C)) — последовательность, определяемая 
равенствами (2.5). При условии & из лемм 2 и б следует, что 

<т(&,<т"(С*)) = <т'(С*). 
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Поэтому 

а{4( • ЗГ,<г(С*) = а ( Ж > ( # , < 7 ( С ж ) ) = а(Ж,а"(С*)) = а ' (С*). 

Отсюда следует, что выполняется равенство <т(^ • W,a{C*)) = а'{С*) 
и для произвольной последовательности J^ булевых гг-разрядных векто­
ров 

Sa(A*,C%a'(C*), &«юо0)) = Sa(A\C,<T(&*&,a(C*)),&>(oooo)). (2.9) 

Объединяя равенства (2.7), (2.8) и (2.9), получаем 

Sa(A\ В, а(В), &) = Sa(A',C, а(С), &(0000)) 

= Sa(A%C*,<T'(C*),&(00Q0)) = Sa{A\C\o{%.W,o{C')),&{mm). 

Оставив лишь крайние члены в этой цепочке равенств, имеем 

Sa(A*, В, ст(В), &) = Sa(A*, С*, а(Ф . W, ег(С*)), ^ (0ооо)). 

Вместе с неравенством (2.6) это означает, что справедливо предложе­
ние (i) из утверждения (с.2) теоремы. 

При условии & предложение (У) утверждения (с.2) теоремы следует 
из неравенства (2.6) и лемм 2 и 6. 

Все утверждения теоремы доказаны. 
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