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Для задачи максимизации вогнутой сепарабельнои функции на 
подмножестве, состоящем из всех максимальных относительно частич­
ного порядка точек некоторого конечного множества в Rn, обоснован 
критерий ее разрешимости посредством «жадного» алгоритма. До­
казано также одно достаточное условие применимости данного алго­
ритма и указан класс задач целочисленного программирования, 
удовлетворяющих полученному критерию разрешимости. 

Известно, что для решения некоторых задач целочисленного про­
граммирования может быть использован алгоритм покоординатного 
подъема (жадный алгоритм). В данной статье исследуется вопрос о при­
менимости подобного алгоритма для решения задачи максимизации во­
гнутой сепарабельнои функции на подмножестве максимальных относи­
тельно частичного порядка точек некоторого конечного множества. 

Рассматриваемая задача имеет вид: найти 

т а х { / ( х ) | х £ Q} (1) 

где х = ( ж ь . . .хп) — п-мерный целочисленный вектор, 

/(*) = £/у(*Д (2) 

Q — множество максимальных относительно частичного порядка ^ 
точек из Q] Q — конечное множество целочисленных точек неотрица­
тельного ортанта; /Д-) — вогнутые (т. е. выпуклые вверх) функции. 

Посредством Е(х) далее обозначается множество {j \ х + е,- G Q}, 
где ej есть j - й орт пространства Rn. Будем предполагать, что 0 £ Q, 

*) Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда 
фундаментальных исследований (проект 99-01-00510) и Федеральной це­
левой программы «Интеграция» (проект 274). 

© 2000 Глебов Н. И.? Шенмайер В. В. 



О применимости алгоритма покоординатного подъема 39 

Е(х) ф 0 в случае х £ Q \ Q и все точки множества Q достижимы из 
начала координат. При этом под достижимостью точки х понимается 
существование такой последовательности 0 = ж0, ж1 , . . . , xk — х точек 
множества Q, что в случае к ^ 1 векторы Xs — Xs~1 являются ортами 
пространства Rn при s — 1,2,... , к. 

Согласно правилам рассматриваемого нами алгоритма покоорди­
натного подъема процесс вычислений начинается с точки 0. По достиже­
нии некоторой точки х £ Q \ Q на очередном шаге процесса происходит 
переход к такой точке х' — х + 6j £ Q, для которой приращение функции 
f(x) является максимальным (возможно и отрицательным). Очевидно, 
что при сделанных выше допущениях процесс закончится в некоторой 
точке х £ Q. 

Исследуется вопрос: для каких множеств Q при любых f(x) вида 
(2) алгоритм покоординатного подъема находит точку ж, являющуюся 
решением задачи (1)-(2)? 

Ранее в [1] был получен критерий разрешимости посредством жад­
ного алгоритма задачи, отличающейся от рассматриваемой отсутствием 
требования максимальности ж, т. е. максимизация функции /(ж) произ­
водилась на множестве Q, а не на Q. Частный случай задачи (1)-
(2), когда Q есть множество булевых векторов (или система подмно­
жеств конечного множества), рассмотрен в работах [4, 5], в которых 
установлен критерий разрешимости задачи посредством жадного алго­
ритма. Этот результат распространяется нами и на более общую задачу 
(1)--(2). К рассматриваемому направлению могут быть отнесены также 
работы [2, 3]. 

1. В дальнейшем будем использовать следующие обозначения: 
/ = {1,2, . . . ,га}; 
Z+ — множество всех целых неотрицательных чисел; 
х ^ у эквивалентно у — х £ Z™; 
[x,y] = {zeZ4\x^ z^y}; 
Л » = {j £ / | Xj > 0}; 

n 

\x\ = ]T \XJ\ — норма вектора ж; 

Ajf(x) = f(x + ej)-f{x). 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Точку х £ Q будем называть f-достижимой, если 

существует такая последовательность 0 = ж0, ж1 , . . . ,хк — х точек мно­
жества <2, что Xs = Xs'1 + едя), s = 1,2,... , fe, где j(s) £ £(ж5 - 1) и 

AiW/O*-1) = тах{Д,-Л^"1) | j € Е(х^)}. (3) 
Последовательность с указанными выше свойствами будем называть 
f-допустимой (для точки х). В случае, когда выполнение равенства (3) 
не предполагается, последовательность называется просто допустимой. 
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Очевидно, что максимальные /-достижимые точки и только они мо­
гут являться результатом работы (выходом) алгоритма покоординат­
ного подъема. 

Основным результатом данной статьи является 

Теорема 1. Для того чтобы при любых f(x) вида (2) все мак­
симальные f-достижимые точки были оптимальными решениями за­
дачи (1)-(2), необходимо и достаточно, чтобы множество Q обладало 
свойством: 

Г для любых двух точек х £ Q, у £ Q таких, что х ^ у 
(РР) I и Xi = yi при некотором i £ Е(х), найдется номер 

{ j £ Е(х) такой, что у$ > Xj и у + е{ - е,- £ Q. 

Ради краткости далее будем говорить, что выполнено условие (или 
имеет место свойство) (Opt), если «при любых f(x) вида (2) все мак­
симальные f -достижимые точки являются оптимальными решениями 
задачи (1)-(2)>>. 

При доказательстве теоремы 1 будут использоваться две леммы. 

Лемма 1. ЕСЛИ выполнено условие (Opt), TO все элементы множест­
ва Q имеют одинаковую норму. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Положим /•(£) = t для любого i £ / . Тогда 
каждая точка х £ Q будет /-достижимой и при этом f(x) = \x\. Сле­
довательно, в силу условия (Opt) должно быть \х\ = const при х £ Q. 
Лемма доказана. 

В дальнейшем величину нормы элементов множества Q будем обо­
значать посредством /. 

Лемма 2. Пусть выполнено условие (Opt). Тогда при любом х £ 
Q\Q и любом у £ Q 

Е(х) Г) 1(у - х) ф 0 . (4) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть х £ Q \Q и у £ Q. Определим функцию 
/ , положив fi(t) — mm{t,max{xi,yi}}, i £ / . Легко видеть, что f(z) ^ 
\z\ для любого z £ Z+ и равенство имеет место тогда и только тогда, 
когда Zi ^ max{xi,yi] при каждом i £ / . В частности, f(y) — \у\ = /. 
Кроме того, любая допустимая последовательность 0 = х°, х1,... , хк = х 
является /-допустимой и может быть продолжена с сохранением этого 
свойства до последовательности вида 0 — х°, ж1 , . . . , хк,... , х, где х £ Q. 

По лемме 1 имеем \х\ — L Так как х ф х и х = хк ^ хк+г ^ х, 
то Xj — хк < xk+l ^ Xj при некотором j £ / , так что хк+1 — х + е,, 
j £ Е(х). По условию (Opt) справедливо неравенство f(x) ^ f(y) — I, 
поскольку у £ Q и точка х является максимальной и /-достижимой. 
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Наряду с этим имеем I = \х\ ^ f(x). Из полученных неравенств сле­
дует равенство /(ж) = |ж|, которое, в свою очередь, влечет неравенства 
ж,- ^ тах{жг-, j/,-}, г Е / . В частности, в силу полученного выше неравенст­
ва Xj < Xj должно быть Xj ^ yj. Таким образом, Xj < yj и j Е Е{х), т. е. 
Е(х) П /(у — х) ф 0. Лемма доказана. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ. Н е о б х о д и м о с т ь . Пусть х Е Q, 
у £ Q, х ^ у, Xi = yi, i Е 2?(ж). Определим функцию / , положив 

Г m i n { ^ p } , если р € £(ж); 
р \ min{2, ур}, если р £ 1\ Е(х). 

В этом случае точка ж-f ег- оказывается /-достижимой. В самом деле, лю­
бая допустимая (для точки х) последовательность 0 = ж0, ж1 , . . . , хк = х 
является /-допустимой, поскольку все приращения А / = /(ж5) —/(ж5-1), 
s = 1,2,... ,&, равны 1, т. е. имеют максимально возможное значение. 
Последовательность, полученная из рассматриваемой посредством до­
бавления точки ж*4"1 = ж + et-, является также /-допустимой, так как 
Ajf(x) — 0 при любом j £ Е{х). 

Отметим также, что в случае х' ^ ж имеем 

д./м={;-: если ж'я < у8 л s £ Е(х), 
в остальных случаях. 

Отсюда видно, что равенство Ая/(ж ;) = 1 влечет принадлежность но­
мера s множеству 1{у — х'). Это в свою очередь приводит к тому, 
что максимальное значение величины Ajf(x') (как функции от j) на 
множестве Е(х') совпадает с максимальным значением на множестве 
Е(х') П 1(у — ж'), если только последнее не пусто. По лемме 2 оно не 
пусто, когда х' £ Q\Q-

Сказанное выше позволяет утверждать, что в случае х' Е Q \ Q 
и х1 ^ ж любая /-допустимая для точки ж' последовательность может 
быть продолжена (с сохранением /-допустимости) путем добавления не­
которой точки ж" = х1 + ej, где j E Е(х') П /(у - ж'). При этом из условия 
х1 ^ у + е8- будет следовать ж" ^ у + е^ поскольку yj > x'j. 

Таким образом, учитывая /-достижимость точки ж + е$, из приве­
денных рассуждений следует существование такой максимальной /-до­
стижимой точки у, что х + е{ ^ у ^ у + е{. Отсюда, принимая во вни­
мание равенство \у\ = |у|, справедливое согласно лемме 1, следует, что 
у — у + е{ — е^ при некотором j , j / ?'• 

Осталось показать, что j E £(ж). Если допустить, что j ^ £(ж), то, 
учитывая у ^ ж, получаем 

/ ш = Х > Р i р е Е^+Е^ i р ?Е^и я + % = я») -х ' 
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что противоречит оптимальности у. Необходимость условия (РР) дока­
зана. 

Д о с т а т о ч н о с т ь . Сначала покажем, что каждая максимальная 
точка х удовлетворяет условию \х\ — /, где / — некоторая константа. 
Пусть х G Q, I — \х\ и существуют максимальные точки z такие, что 
\z\ > I. По условию достижимости имеется допустимая (для точки х) 
последовательность 0 = Обозначим через у макси­
мальную точку, которая удовлетворяет условию \у\ > I и которой соот­
ветствует наибольший номер s со свойством xs ^ у. 

Нетрудно видеть, что s < L Для некоторого номера г Е Е(х$) имеем 
xs+x = xs + ег- и ж* = у,-. Применяя условие (РР) к точкам х% у и номеру 
г, можно утверждать, что существует такой номер j Е E(xs), что #j < у7-
и у + ег- — €у Е Q. Для максимальной точки у, мажорирующей у + ег — е,-, 
будем иметь у ^ ж*+1 и \у\ ^ |у| > /. Но это противоречит выбору у. 
Следовательно, при некотором / точки х Е Q удовлетворяют условию 
\х\ = I. 

Теперь рассмотрим произвольную максимальную /-достижимую 
точку х и /-допустимую (для точки х) последовательность 0 = ж0, ж1, 
. . . , ж' = х. Предполагая существование максимальных точек z таких, 
что f(z) > f(x), обозначим через у ту из них, которой соответствует 
наибольший номер 5 со свойством xs ^ у. 

Проведя далее рассуждения, аналогичные приведенным выше, полу­
чим, что при некоторых г, j £ E(xs) справедливы соотношения xs+1 — 
xs + ег-, х\ - у{, х*. < yj и у + е{ - е5 Е <2- Пусть у = у + ег- - еу. Так 
как \у\ ~ |у|, то по доказанному выше точка у должна быть максималь­
ной. Кроме того, в соответствии с правилами жадного алгоритма имеем 
f(xs + е{) ^ f(xs + е^), т. е. выполняется неравенство 

/«(^ + 1) + / У И ) > Л ( ^ ) + Л-(^ + 1)- (5) 

Так как fj — вогнутая функция и у$ ^ Хр то 

/Л*! +1) - ЛИ) £ Ш- +1) - Ш ) . (6) 
Из (5) и (6) следует неравенство 

/,(*? + 1) + fj(yj) 2 U{x\) + /,-(&• + 1). 

Учитывая равенства х\ + 1 = yiy х\ — у{ и у$ + 1 = %, окончательно 
получаем / (у) ^ /(#)• Последнее неравенство вместе с неравенством 
xs+1 ^ у противоречат выбору у. Теорема доказана. 

2. Рассмотрим теперь одно достаточное условие применимости ал­
горитма покоординатного подъема. 



О применимости алгоритма покоординатного подъема 43 

Теорема 2. Пусть элементы множества Q имеют одинаковую нор­
му и выполняется условие 

для любых у, z £ Q и х £ Q, х ^ z, , , 
из Е(х) Г) I(z - у) ф 0 следует Е(х) П I(y - z) ф 0. 

Тогда множество Q обладает свойством (Opt). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Сначала докажем, что имеет место свойство (4): 

если х 6 Q \ Q, у G Q, то -Б(ж) П /(у — х) ф 0. Предположим, что оно 
нарушается для точек £ G < 2 \ Q K 2 / £ < 2 - Пусть i Е Ь7(х) и ж + ег- ^ z, 
где z e Q. Тогда i £ 1(у - ж) и выполняются неравенства у{ ^ х{ < z^ из 
которых следует, что E(x)Dl(z-y) ф 0. Отсюда и из условия (7) выте­
кает, что Е(х) П I(y — z) ф 0. Однако это противоречит предположению 
о том, что Е(х) П 7(у — х) — 0, поскольку /(у — г) С /(у — х). 

Теперь для завершения доказательства теоремы достаточно убе­
диться в том, что выполняется условие (РР) теоремы 1. Пусть х ^ у 
ж Х{ = уг-, где ж G Q, | / G Q и i G Е(х). Принимая во внимание свойст­
во (4), можно утверждать, что существует максимальная точка z £ Q, 
удовлетворяющая неравенствам ж + ег- ^ z <: у + et-. Так как по условиям 
теоремы для максимальных точек у и z справедливо равенство \z\ = |г/|, 
то при некотором j 6 /(у — ж) имеем z = у + et- — е7-. Остается показать, 
что j G £(ж). Так как жг- — у,-, то i ф j ж E(x)Dl(z—y) ~ {%} ф 0. Отсюда 
с учетом условий теоремы получаем Е(х) П /(у — л) = Е(х) П {j} 7̂  0 , 
т. е. j G Е(х). Теорема доказана. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Анализируя доказательство теоремы 2, нетрудно за­
метить, что в его заключительной части вместо условия (7) достаточно 
использовать свойство (4) и более слабое условие, а именно, 

Г для любых y,zeQnx£Q таких, что х ^ у, х ^ 2, 
1 из £(ж) П I(z - у) ф 0 следует Е(х) П I(y - z) ф 0. 

Если также учесть, что свойство (4) следует из (7), то полученный ре­
зультат может быть несколько усилен путем замены условия (7) на его 
ослабленный вариант (8) и требование наличия свойства (4). 

3. В заключение рассмотрим одно семейство множеств Q, удовлет­
воряющих условиям теоремы 1 (включая и условия достижимости). 

Пусть функция q : Z" —• R обладает свойствами: 
(a) g(0) £ 0; 

(j3) Дг-д(ж)( — q(x + e,-) — q(x)) равняется либо 0, либо 6(q(x)) при 
i £ / и x E Z\* где e(t) — некоторая невозрастающая функция 
и S(t) 2 1; 

(7) А,-д(ж) ^ A,-g(y) при ж ^ и любом г Е / . 
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(Примером функции с такими свойствами может служить q(x) = 6r(I(x)), 
где 6 ^ 1 и г(-) — ранговая функция матроида.) 

Рассмотрим множество Q С 2 " , определяемое условиями 

\х\ <С q(x), (9) 
xeD, (io) 

meb = [Q,d\,deZi. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Вектор х из Z+ будем называть независимым 

(относительно д), если q(x — et-) < д(ж) при любом г 6 /(ж). 
Через Qi обозначим множество всех независимых векторов, принад­

лежащих множеству D. 
Отметим ряд свойств функции q и множеств Q и Qi-

Лемма 3. Пусть последовательность q0 < gx < • • -qs < * • * такова, 
что q0 = g(0), qs+1 ~ qs + 6(qe), s = 0 , 1 , . . . . Тогда q(x) = g w , если 
x e Qi, и q{x) ^ q\x\ - 1, если x £ D \ Qx. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В случае \х\ = 0 имеем х — 0 £ <2i и утверж­
дение леммы очевидным образом выполняется. Допустим, что утверж­
дение справедливо при |ж| — s, и пусть \у\ = 5 + 1. Если у £ <2ъ то 
в силу свойства (7) имеем [0,у] С Qi. Полагая х — у — et-, г £ Д?/), 
имеем ж € Qi и д(у) = д(ж) + %(ж)) = qs + <S(g5) = дя+1. Если у $_ Qu 
то q(y) — q(y — е,-) при некотором г £ Д^)« При х = у - е{ имеем 
ч{у) ~ я{х) ^ Ъ - g*+i ~ 6(Vs) ^ tf|y| - 1- Лемма доказана. 

Следствие. Qi = {х £ D \ q(x) = q\x\}. 

Л е м м а 4. Пусть ж, у £ D, ж ̂  ?/. Тогда 
a) д(ж) = д(г/) эквивалентно тому, что А,-д(ж) = 0 для каждого 

i £ 1{у-х)] 
b) если g(ar) = g(y), то яря любом j £ / Д;-д(,гг) = const яа [х,у]; 
c) если q(x) = д(у) иу eQ, то [х,у] С Q; 
d) есля A{q(y — ег) > 0 яря каждом г £ /(у — ж) я ж £ Q (х £ Qi), 

то[х,у] С Q {[x,y]C Qx). 
Доказательство утверждений леммы может быть осуществлено по 

общей схеме: достаточно доказать каждое утверждение для случая 
\у - х\ ~ 1, а затем провести индукцию по s — \у - х\. Мы ограни­
чимся рассмотрением лишь начального шага индукции для пунктов Ь) 
i d ) . 

Пусть у = х + е,-. В случае Ь) имеем А,-д(ж) = 0. Отсюда в силу 
свойства (7) следует, что Агд(ж + е;-) = 0. Используя соотношение 
Аг-д(ж) + Д;-д(ж + ег-) = Ajq(x) + Aiq(x + ej), получаем A ig(x + ei) = А;-д(ж), 
что и требовалось доказать. 
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В случае d) имеем Д»д(ж) > 0. Если х £ Q, то q(y) = д(ж) +Аг-д(ж) = 
д(я) + 6(q(x)) ^ д(ж) + 1 ^ |ж| + 1 = М, так что у € Q. Если я € Qi, то, 
используя лемму 3, имеем д(у) = #(ж) + S(q(x)) = q\x\ + S(q\x\) = g^|+i = 
g|y|, что влечет у £ <2ъ 

ЗАМЕЧАНИЕ. Поскольку 0 £ Q П Qi, свойство d) влечет включение 
Qi с Q. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Вектор х будем называть базовым для у, если х 
есть максимальный элемент множества Qi П [0, у], ?/ £ D. 

Лемма 5. Множество Q1 является целочисленным полиматроидом, 
т. е. 

1) из х £ Qi следует [0,ж] С <3г, 
2) при любом у € D все базовые для у векторы имеют одинаковую 

норму. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Утверждение 1), как уже отмечалось ранее, сле­

дует из свойства (7). При доказательстве утверждения 2) можно счи­
тать, что у ^ Q1?

 т а к к а к в случае у £ Ql единственным базовым для у 
является вектор у. Пусть вектор х — базовый для у. Предположим, что 
Aiq(x) > 0 при некотором i £ 1{у—х). Тогда согласно пункту d) леммы 4 
из ж £ Qi следует х + ег- £ Q1. Однако это противоречит тому, что век­
тор х — базовый для у. Поэтому Дг-д(ж) = 0 для каждого г £ 1(у — х), 
что согласно пункту а) леммы 4 влечет равенство q(x) = q{y)- Следова­
тельно, базовые для у векторы имеют одно и то же значение функции д, 
что согласно лемме 3 влечет совпадение их норм. Лемма доказана. 

ЗАМЕЧАНИЕ. ИЗ доказательства леммы 5 следует, что для любо­
го вектора ж, являющегося базовым для у, имеет место равенство 
q(x) = q(y). 

Теорема 3. Множество Q, определяемое условиями (9)—(10), обла­
дает свойствами: 

(Е+) если х £ Q \ Q, то х + ег- £ Q при некотором i £ / ; 
(Е~) если х £ Q \ {0}, то х - ег- £ Q при некотором i £ /(ж); 
(РР) если х £ Q, у £ Q,x ^ у,х{ = г/г-,г £ Е(х), то существует номер 

j £ Е(х) такой, что у, > Xj и у + е,- - ej £ Q. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Убедимся в справедливости (Е+). Пусть х £ 

Q \Q. Тогда существует вектор у £ Q, мажорирующий ж. Если д(ж) = 
д(у), то согласно пункту с) леммы 4 имеем [х,у] С Q, откуда получаем 
Е{х) Э 1(у — х) ф 0. Если q(x) < q(y), то согласно пункту а) леммы 4 
имеем A(q(x) > 0 при некотором i £ /(у - ж), что в силу пункта d) 
леммы 4 влечет х + ег- £ Q. 

Справедливость (Е~) вытекает из следующих рассуждений. Пусть 
х £ Q \ {0}. Если Аг-д(ж - ег) = 0 при некотором г £ /(ж), то х - е{ £ Q 
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согласно пункту с) леммы 4. Если Д«д(ж — е,-) > 0 при всех г Е /(ж), 
то в силу пункта d) леммы 4 имеем [0, х] С <5> т а к ч т о х ~ ^ Е Q при 
г Е /(ж). 

Наконец, убедимся в справедливости (РР). Пусть х £ Q, у £ Q,x ^ 
у,х£ = yi, где г Е Е(х). 

Сразу же отметим, что все рассматриваемые ниже по ходу доказа­
тельства векторы вида у + ег- — е, и х + е$ принадлежат множеству J9, 
поскольку они мажорируются вектором y + ei7 принадлежность которого 
множеству D следует из условий: ж, = уг-, х + ег- Е i) и у Е I?. 

СЛУЧАЙ 1. д(ж + е,-) = д(ж). 
Используя свойства (/3), (7) и лемму 4, легко устанавливается, что 

q(z) — q(z + е,-) и Ajg(^) = Ajq(z + е,-) при z ^ x ж любом j Е / . 
Рассмотрим две возможности. 
la) Ajq(x — ej) > О при любом j Е 1{у — х). Тогда согласно сказан­

ному выше имеем Ajq(y + е,- — е,-) > 0 при любом j Е /(у — х). Учитывая 
условие х + ег- E Q и пункт d) леммы 4, получаем у + ег- Е <2? ч т о проти­
воречит максимальности у. 

1в) Ajq(x - е,-) = 0 при некотором j E 1{у - х). Тогда, учитывая 
равенство Aiq{y — е ;) = 0, вытекающее из условий (7) и Д^(ж) = О, 
имеем q(y + е{ - е,) = ?(#) ^ | j / | = \у + е{ - е;-|, так что у + е,- - е, Е Q. 
Кроме того, q(x + ej) ^ д(ж) = д(ж + е,-) ^ |ж + е,-| — |аг + е^|. Следовательно, 
£ + е;- Е Q. 

СЛУЧАЙ 2. q(x 4- е{) > q(x). 
Пусть вектор х — базовый для ж, а у — базовый для у и мажорирую­

щий ж, т. е. у ^ х. Существование такого у следует непосредственно из 
определения базового вектора и неравенства х ^ у. Согласно замечанию 
к лемме 5 имеем q(x) = q(x) и q(y) — q(y). 

Рассмотрим две возможности. 
2а) х — у. В этом случае имеем q(x) — q(y). Отсюда и из леммы 4 

следует, что Ajq(z) = 0 и A{q(z) = S при любом z E [ж, у] и j E /(у - ж), 
где 6 — некоторая неотрицательная константа. 

Если 6 > О, то из условия у Е Q следует, что у + е{ Е Q. Это 
противоречит максимальности у. 

Пусть 6 — 0. Тогда q{z + ег) = q(z) — q(y) при любом z Е [х,у] 
и в силу неравенства q(y) ^ |t/| имеем у + е,- - е7- G Q и ж + е̂  Е Q при 
любом j E /(у - ж). 

2в) х ф у. Если у + ег- Е Qi, то ?/ + ег- —е, Е Qi при любому Е 1{у — х). 
Пусть у + е,- ^ Qi. Тогда вектор у является базовым для у + е,-. Из 

А»?(ж) > 0 и ж ^ х следует, что Агд(ж) > 0, и далее согласно пункту d) 
леммы 4 имеем х + е{ Е Q\. Рассмотрим вектор ?/, который мажорирует 
х + е{ и является базовым для у + ег-. Тогда |у| — \у\ я у = у + ei — е^ 
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при некотором j 6 1(у — х). Таким образом, в любом случае существует 
номер j G 1(у—х) такой, что y+ei-ej € Qi- При этом уместно отметить, 
что х + ej 0 и , следовательно, х + е^ £ Q b q(x + е^) ^ q(x) + 1. 

Далее легко проверяется справедливость соотношений 

q(y+ei~ej)^ q(y + е> - е,-) = ?(£) = q(y) ^ \у\ = Ь + е{ - е,-|, 
д(ж + е^) ^ д(ж + е7-) ^ д(.т) + 1 ^ q(x) + 1 ^ \х\ + I = \х + е, | , 

из которых следует, что у + е%; — ej Е Q и х + е̂  G Q. 
Остается показать, что j Е / ( у — х). Пусть это не так, т . е. у^ ^ Xj. 

Тогда, учитывая неравенства х ^ х и х + е3 ^ у ^ у, получаем ж + е̂  ^ х. 
Поскольку ж + €j E Qi , полученное неравенство противоречит тому, что 
вектор х является базовым для х. Теорема 3 доказана. 

З А М Е Ч А Н И Е . Любой целочисленный полиматроид Р входит в класс 
множеств, описываемый теоремой 3. Для проверки этого утверждения 
достаточно положить q(x) = |ж|, где х L— максимальный элемент мно­
жества РГ) [0, ж], и выбрать вектор d так, чтобы выполнялось включение 
Р С [0,d]. Нетрудно убедиться, что функция #(ж) обладает свойствами 
( а ) , (/3), (7) * Q = Qi = Р. 
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