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Показано, что при любом п = 2к ^ 16 число попарно неэкви­
валентных Z4-линейных расширенных совершенных кодов с расстоя­
нием 4 равно [(к -f 1)/2J. Все эти коды имеют различный ранг. 

Введение 

Многие известные нелинейные двоичные коды, такие как коды Кер-
дока, Препараты, Гёталса, Дельсарта-Гёталса, представимы при по­
мощи отображения 0 —» 00, 1 —> 01, 2 -» 11, 3 —> 10 как линейные 
коды в алфавите {0,1,2,3} с операциями по модулю 4 (см. [6, 10, 4, 
5, 9]). Представимые таким образом коды называются ^-линейными. 
В [9] показано, что расширенные совершенные код Голея и коды Хем-
минга с параметрами (n,2n~ l o g 2 n _ 1 ,4) (длины п, мощности 2 n _ l o g 2 n ~ 1 

и с расстоянием 4) при п > 16 не являются ^-линейными. Там же 
для любого п = 2к описан £4-линейный (2,2п~1°82П"1,4)-код (приведено 
циклическое представление кодов С0,Г2, определённых в §2). Целью на­
стоящей работы является полное описание ^-линейных совершенных 
и расширенных совершенных кодов. 

Известно [1, 12], что не существует нетривиальных совершенных 
двоичных кодов, кроме (23,212, 7)-кодов Голея и (2* — 1,22 _Ar_1,3)-кодов. 
Совершенные (23,212, 7)-коды единственны с точностью до эквивалент­
ности. Линейные ( 2 * - 1,22 ~k-\3) -коды (Хемминга) также единствен­
ны. Однако при п — 2к — 1 ^ 15 существует более 22 п (последнюю 
нижнюю оценку см. в [13]) нелинейных кодов с теми же параметрами (об­
зор некоторых конструкций см. в [11, 7]). Весь класс (2* — 1,22 ~* - 1 ,3)-
кодов на данный момент не описан. 

В настоящей статье показано, что не очень большое, но растущее 
по к число расширенных совершенных (2fc,22 "*_1,4)-кодов могут быть 
представлены как линейные коды над кольцом ZA. В §2 в терминах 
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проверочных матриц описаны [(log2 п+1)/2\ расширенных совершенных 
(7г,2п/2п,4)-кодов, являющихся Z4-линейными. 

В §3 показано, что такие коды попарно неэквивалентны. В §4 до­
казывается несуществование Z4-линейных (п,2п/2п,4)-кодов, неэквива­
лентных ни одному из построенных. В § 5 предложен индуктивный спо­
соб построения ^-линейных расширенных совершенных кодов. 

Итак, все £4-линейные (тг, 2п/2п,4)-коды описаны с точностью до 
эквивалентности. По определению коды нечётной длины не могут быть 
Z4-линейными. Код Голея длины 24, как уже было отмечено, тоже не 
является ^4-линейным. Очевидно, что все тривиальные совершенные 
и расширенные совершенные двоичные коды, т. е. код из одной нуле­
вой вершины, (п,2,п)-код с повторением, (п,2п~1,2)-код с проверкой на 
чётность и полный (п,2п, 1)-код, являются Z4-линейными при условии 
чётности длины. Таким образом, вопрос описания всех Z4-линейных 
совершенных и расширенных совершенных кодов получил исчерпываю­
щий ответ. 

§1. Основные понятия и обозначения 

Обозначим через Еп множество всех двоичных слов длины п. Рас­
стоянием Хемминга d(x,y) между словами х,у £ Еп называется число 
позиций, в которых х ж у различаются. Двоичным (п, К, (Р)-кодом назы­
вается такое множество С С £ п , что \С\ = К и расстояние Хемминга 
между любыми двумя различными словами из С не меньше d. Код С 
называется линейным, если он замкнут относительно сложения по моду­
лю 2. 

Код С с параметрами (п,К, 2р + 1) называется совершенным, если 
расстояние от любого слова из Еп до С не превосходит р. Код с пара­
метрами (п, К, 2р-\-2) называется расширенным совершенным, если после 
удаления из каждого кодового слова последнего символа получается со­
вершенный {п — 1,К,2р + 1)-код. Код с параметрами [п, А", 4) является 
расширенным совершенным тогда и только тогда, когда К = 2п~1/п. 

Обозначим через ZJ множество слов длины п в алфавите ZA = 
{0,1,2, 3} с заданным по mod 4 сложением и умножением на константу. 
Будем говорить, что слово с £ Z4 имеет состав 1п^2П23Пз, если в с со­
держится щ единиц, п2 двоек, п3 троек и п — щ — щ — п3 нулей, распо­
ложенных в произвольном порядке. Аддитивную подгруппу Z4 назовём 
кватернарным кодом. Два кватернарных кода называются эквивалент­
ными, если один код можно получить из другого перестановкой коор­
динат и (или) заменой элемента на противоположный по mod 4 (т. е. 
О на 0, 1 на 3, 2 на 2 и 3 на 1) в некоторых координатах. Если при этом 
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достаточно только перестановки координат, коды называются переста­
новочно эквивалентными. 

Весом Ли wtL(a) слова а из Z" называется обычная (над Z) сумма 
весов Ли всех координат слова а, где wtL(0) — 0, wtL(l) = wtL(3) — 1 
и wtL(2) — 2. Эта весовая функция определяет на Z% метрику Ли 
dL(a, b) = wtL(b — а). Кватернарный код ? С Z" назовём кватернарным 
кодом длины п с расстоянием d, или (n, | ? | , d)4-KodoM, если d/,(a, b) ^ d 
для любых различных а, 6 € ? , что эквивалентно условию wtL(a) ^ с? 
для любого ненулевого а £ №. 

Любой кватернарный код ? можно задать порождающей матрицей 
вида 

G 2<?2 
(1) 

где Gi есть ^-матрица размера А:2 х п, G2 есть ^-матрица размера 
к2 X ?г, | ^ | = 22kl+k2 и каждое слово с и з ? представимо в виде 

(vuv2) 2G2 
(mod 4), ^ G Zl1 , v2eZl 

Код ? , заданный порождающей матрицей (1), является элементар­
ной абелевой группой типа 4fcl2*2. Будем обозначать это следующим 
образом: \Щ = 4 ^ 2 4 

Говорят, что слова х = (ж0 , . . . , £n- i ) и #' = (жд,... , х'п_г) из 'Z% (из 
Еп) ортогональны (обозначение х _L ж'), если х$х'0 + . . . + ^n-i^n-i = 0 
(mod 4) (соответственно по mod 2). Отношение ортогональности ес­
тественным образом расширяется на ортогональность слова и множест­
ва слов и ортогональность двух множеств слов из Z% (из Еп). 

Кватернарный код ? типа Akl2k2 может быть задан посредством про­
верочной матрицы 

'Ах А = 2А2 

такой, что 
АсТ = 0 для любого с <Е ? , 

где Аг есть ^-матрица размера (п - кх — к2) х п и А2 есть ^-матрица 
размера к2 х п. Матрица А является порождающей для дуального к ? 
кватернарного кода ?*, который можно определить так же, как мно­
жество слов, ортогональных коду ? . 

Определим два отображения j3(c) и ^(с) из Z4 в Z2 = {0,1}: 
с 0(c) 7(с) 
0 0 0 
1 0 1 , 
2 1 1 
3 1 0 
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покоординатно расширив их на отображения из Z% в Z%. Отображение 
Грея ф : Z™ —> Е2п определяется соотношением 

# с ) = (/3(c), 7(c)), ceZ?, 

(таким образом, i-й координате слова с соответствует г-я и (г + п)-я ко­
ординаты двоичного слова ф(с)). Применив ф(-) к каждому кодовому 
слову, произвольному кватернарному коду можно поставить в соответ­
ствие двоичный код вдвое большей длины и той же мощности. Сле­
дуя [9], кватернарные коды будем обозначать прописными буквами, а со­
ответствующие им двоичные коды — обычными латинскими: например, 
С = ф[^)ч В — Ф(Щ, С2'3 — <^(^2'3). Двоичный код С, полученный при­
менением отображения Грея ко всем словам некоторого кватернарного 
кода ^ , а также все коды, которые можно получить из С при помощи 
перестановки координат, называются Z^-линейными. 

Два двоичных кода С и С1 длины п называются эквивалентными, 
если существуют такое слово у £ Еп и такая перестановка 7Г порядка 
п, что С = 7г(С 6 у). Если кватернарные коды ^ и сё} эквивалентны, 
то соответствующие двоичные коды С и С также эквивалентны (смене 
знака в г-й координате кода ^ длины п соответствует транспозиция 
(г, г + п) координат кода С). 

Непосредственно из определений метрик Хемминга d(-, •) и Ли dL(-, •) 
и отображения Грея ф(-) следует, что 

йь(а,Ь) = <1{ф(а),ф(Ь)), a , b e Z J . 

Таким образом, справедлива 

Лемма 1 [9]. Отображение ф является изометрией между простран­
ством Z% с метрикой Ли и пространством Е2п с метрикой Хемминга. 

(п,4п/4п,4)4-код назовём совершенным кватернарным кодом. Из 
леммы 1 следует, что кватернарный код ^ является совершенным тогда 
и только тогда, когда С является расширенным совершенным двоичным 
кодом с расстоянием 4. 

§2. Конструкция Z4-линейных 
расширенных совершенных кодов 

Пусть гг и г2 — неотрицательные целые числа. Из всевозможных 
столбцов вида zT, z £ {1} X {0,1,2,3}Г1 X {0,2}г% упорядоченных лекси­
кографически, составим матрицу АГ1,Г2. Например, 

А°'° = [1] , А 0 ' 1 - 11 
02 
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А1-0^ 1111 
0123 

А1-1 = 
11111111 
00112233 
02 02 0202 

А0'2 

А"'й = 

1111 
0022 
0202 

11111111 
00 00 2222 
00 22 00 22 
02 02 02 02 J 

А2'° = 
1111111111111111 
000011112222 3333 
0123 0123 0123 0123 

Теорема 1 . Кватернарный код 

^ {ceZ; 4 АГ1*Г2ст = 0} 

является совершенным. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Длина п кода С€Т^Т2 равна 4Г12Г2 — числу эле­

ментов в Z41 X ̂ 22 . Код ^ri>r2* с порождающей матрицей АГ1>Г2 имеет 
тип 4Г1+12Г2. Поэтому |СГ1'Г2| = 4П/|СГ1-Га*| = 4 n - r ^ r 2- 1 2 r 2 = 4п/4тг. 

Покажем, что вес любого ненулевого слова из ^Г1>Г2 не меньше 4. 
Слова состава 1, 3, 2, I2, З2, 12, 23, I3, 123, 132, З3 противоречат пер­
вой строке матрицы АГ1,Г2. Слово состава 13 не может принадлежать 
^Г1)Г2, так как это означало бы, что разность двух различных столбцов 
матрицы АГ1,Г2 равна нулю, т. е. эти столбцы равны между собой, а это 
противоречит построению матрицы АГ1>Г2. Теорема 1 доказана. 

§ 3. Попарная неэквивалентность 
построенных кодов 

Две ^-матрицы А и А* с одинаковым числом столбцов будем назы­
вать эквивалентными, если любая строка матрицы А является линейной 
комбинацией строк матрицы А' и, наоборот, любая строка матрицы А' 
является линейной комбинацией строк матрицы А. 

Определяемые ниже функции Even, Odd, even и odd понадобятся для 
доказательства утверждений методом индукции. 

Пусть п четно. Если а0, а1 5 . . . , ап_г — столбцы матрицы А = (а0^аи 
. . . , а п _ х ) , то через Even(yl) и Odd(A) будем обозначать матрицы 
(а0, а 2 , . . . , ап_2) и (^ъ а з ; • • • > an-i)? составленные соответственно из 
чётных и нечётных столбцов А (т. е. столбцов с чётными и нечёт­
ными номерами). Аналогично определим Even(z) и Odd(z) для х = 
(а?0,... , s n - i ) 6 ^4 и л и ж = (жо,.. • , Sn-i) G # п . 
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Утверждение 1. 
a) При любых 7*i J> 0 и г2 > О матрицы Even(Ari 'r2) я 0dd(A r i ' r 2) 

эквивалентны матрице АГ1'Г2~1. 
b) При любом гх > О матрицы Even(Ari>°) и Odd(Ari,°) эквивалентны 

матрице АГ1~1,1. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, а) Матрица АГ1'Г2~г получается из матрицы 

Even(Ar i 'r2) или Odd(Ari>r2) удалением последней строки. Последняя 
строка матрицы Even(Ari,T"2) состоит из нулей, а последняя строка мат­
рицы 0dd(A r i ' r 2) состоит из двоек и получается умножением на 2 первой 
строки матрицы АГ1'Г2_1. 

Ъ) Матрица А*4"""1,1 совпадает с Even(Ari'°) и получается из 
Odd(Ari!°) вычитанием первой строки из последней, состоящей из еди­
ниц и троек. Утверждение 1 доказано. 

Если ^ С Z2, то пусть 

even(^) =f {(со, с 2 , . . . , сп_2) € Z\/2 | (с0,0, с 2 ,0 , . . . , сп_2, 0) € ̂ } , 

odd(tf) d={(cb сз, • . • , Cn-i) € ^4
П/2 I (0, съ 0, с3, • • • , 0, сп-г) G Щ. 

Аналогично определим even (С) и odd(C) для С С Еп. 
Следующие три утверждения вытекают непосредственно из опреде­

лений. 
Утверждение 2. Пусть *€ и £8 — кватернарные коды длины п 

и п/2 соответственно. Тогда 
a) 3§ — even(^) если и только если В = even(C), 
b) 3§ — odd(^) если и только если В = odd(C). 

Утверждение 3, Пусть СсЕп,у€Епиу±С. Тогда Even(y) _L 
even(C) и Odd(y) _L odd(C). 

Утверждение 4. Пусть А — проверочная матрица кватернарного 
кода ^\ Тогда Even(A) является проверочной матрицей кода even(^), 
a Odd(A) — проверочной матрицей кода odd(^). 

Из утверждений 1, 4 и 2 вытекает 

Следствие 1. a) even(Cri 'r2) = odd(C r i , r2) = СГ1>Г2_1 яря любых 
гг ^ 0 и г2 > 0, 

Ъ) even(Cri>°) = odd(Cr i '°) = С7*1"1'1 яря любом гх > 0. 
Рангом двоичного кода С (обозначается rank(C)) называется макси­

мальное число линейно независимых векторов из С. Ранг кода С равен 
его длине минус максимальное число линейно независимых векторов, ор­
тогональных коду С. Если два. кода, содержащие слово из одних нулей, 
имеют различный ранг, то они неэквивалентны. 
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Двоичное слово у — (t/0 , . . . ,уп-\) чётной длины ?г назовём повтор­
ным, если уг- = Уп/2+i при любом г, 0 ^ г ^ п/2 - 1. Другими словами, у 
повторно, если ф~г(у) Е {0,2}п/2 . Очевидно, что сумма повторных слов 
повторна. 

Утверждение 5. Если х,х' Е {0,2}п С Z%} то ф(х + х') = </>(#) © 
<£(ж'). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Поскольку сложения слов из ZJ и £ 2 п заданы 
покоординатно, достаточно убедиться только в том, что ф(хо + х'0) = 
Ф(хо)®ф(х'0) для ж0,ж;

0 Е {0,2}. Последнее проверяется непосредственно. 
Утверждение 5 доказано. 

Утверждение 6. Пусть *& — кватернарный код длины п и х Е 
{0, 2}п . Тогда соотношения х _1_ *£ и ф(х) JL С эквивалентны. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточно показать эквивалентность х ± с 
и ф(х) J_ ф(с) для произвольного с Е *%>. Пусть к — число двоек в слове 
х и г ь . . . , ik — номера позиций слова я, в которых содержится 2. Тогда 

соотношение х 1_ с означает ^ 2св-. = 0 (mod 4) и эквивалентно чётнос-

ти суммы всех с^., j = 1 , . . . , /с, что эквивалентно чётности суммы всех 
/?(с^.) и т(с^)? J — 1, . - . ?&9 что, в свою очередь,, эквивалентно соотно-

шениям ^(Ф(с)ч © <Кс)п+ъ) — 0 (mod 2) и ф(х) J_ </>(с). Утверждение б 
доказано. 

Утверждение 7. Яри любых целых гг ^ 0, r2 ^ 0 размерность под­
пространства повторных слов из Е2 Г1 Г2 , ортогональных коду СГ1,Г2, 
равна гг + г2 + 1. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть а 0 , а ь . . . ,аГ1+Г2 — соответственно 
1,2,... , (ji + r2 + 1)-я строки матрицы АГ1,Г2. Тогда слова 2а0, 2 а ь . . . , 
2аГ 1 ,аГ 1 +х,.. . , аГ1+г2 состоят из нулей и двоек и по утверждению б по­
вторные линейно независимые слова 

ф(2а0), ф{2а1),... , ф(2аГ1), ф{аГ1+1),... , <£(аГ1+Г2) (2) 

ортогональны коду СГ1,Г2. 
С другой стороны, если у — повторное слово, ортогональное коду 

СГ1,Г2, то ф~г(у) Е {0,2}2 Г1 Г2 ортогонально коду ^Г1'г*. Следовательно, 
ф~1(у) является линейной комбинацией строк матрицы АГ1,Г2. Так как 
2ф~г(у) — нулевое слово, то коэффициенты при первых гг + 1 стро­
ках в этой линейной комбинации четны. Таким образом, ф~г(у) явля­
ется линейной комбинацией слов 2а 0 ,2а 1 ; . . . , 2аГ1, а Г 1 + 1 , . . . , аГ1+г2 и по 
утверждению 5 слово у является линейной комбинацией слов (2). 
Утверждение 7 доказано. 
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Следствие 2. При любых целых гх ^ 0, r2 ^ О 

гапк(СГ1'Г2) <$ п~г1 - г2- 1, 

где тг = 2 2 r i + r 2 + 1 — длина, кода, СГиГ2. 

Утверждение 8, При любом целом т2 ^ 4 

гапк(С°'Г2) = 2Г2+1 - г2 - 1 = п - log2 п, 

где п = 2Г2+1 — длина, кода, С0'7*2. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В [9] показано, что линейные расширенные со­

вершенные коды Хемминга длины больше 16 не являются Z4-линейны­
ми. Следовательно, при r2 ^ 4 код С°'Г2 нелинеен и его ранг больше 
п — log2 п — 1, т. е. размерности кода Хемминга. Но по следствию 2 ранг 
кода С0,Г2 не превосходит п - log2 п. Утверждение 8 доказано. 

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Утверждение 8 можно доказать аналогично след­
ствию 4, установив нелинейность кода С0,4 и используя индукцию. Тог­
да «не-^-линейность» кодов Хемминга не будет использоваться в до­
казательствах и будет являться следствием нелинейности Z4-линейных 
кодов СГ1 'Г2. 

Утверждение 9. Ранг кода С1,1 равен 13. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПО следствию 2 ранг кода С1,1 не превосходит 

13. Укажем 13 линейно независимых векторов из С1,1: 

ftl = 
ь2--
h--
ЬА--

h--
ь6--
ь7--
bs--
ь9--
bw 
bn 
bl2 

bi3 

= (/.(2200 0000) = 
= 0(0000 2200) = 
= 0(2000 2000) = 
= .£(11001100) = 
= 0(0022 0000) = 

= 0(0000 0022) = 

= 0(0020 0020) = 

= 0(00110011) = 

= 0(0000 1313) = 

= 0(0101 0303) = 

= 0(0101 3030) = 

= 0(1000 0111) = 

= 0(0100 0102) = 

: 1100 0000 1100 0000 

: 0000 1100 0000 1100 

: 10001000 10001000 

: 0000 0000 11001100 

: ООП 0000 ООП 0000 
= 0000 00110000 0011 
= 0010 0010 0010 0010 
= 0000 0000 00110011 
= 0000 0101 00001010 
= 0000 010101010000 
= 00001010 01010000 
= 0000 0000 1000 0111 
= 0000 0001 0100 0101 
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Набор векторов Ь1,... ,6ц является базисом кода Хемминга с провероч­
ной матридей 

•1111111111111111" 
0000 000011111111 

В = I 0000111100001111 
0011001100110011 

.0101010101010101. 
Вектор 612 ортогонален всем строкам матрицы В, кроме третьей, и, сле­
довательно, линейно независим от 6 Ь . . . , 6П. Вектор 613 не ортогонален 
второй строке матрицы В, следовательно, является линейно независи­
мым от 6 1 ? . . . , 612. Утверждение 9 доказано. 

Следствие 3. Все слова из Е16, ортогональные коду С1,1, являются 
повторными. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В противном случае существует по крайней ме­
ре четыре линейно независимых слова, ортогональных коду С1,1: три 
повторные (утверждение 7) и одно неповторное. Это означает, что ранг 
кода С1,1 не превосходит 16 — 4 = 12, что противоречит утверждению 9. 
Следствие 3 доказано. 

Утверждение 10* Пусть гг ^ 1 и т2 ^ 0 — такие целые числа, что 
2^i + г2 ^ 3. Тогда все слова из Е2 Г1 Т2 , ортогональные коду СГ1,Г2, 
являются повторными. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО проведём индукцией по г = 2гг + г2. 
При г = 3 утверждение верно по следствию 3. 
Пусть утверждение верно при г = к - 1 ̂  3. Пусть 2гг + г2 — к и у _L 

СГ1,Г2. Тогда по утверждению 3 имеем Even(y) _L even(C*ri'r2) и Odd(y) J_ 
odd(C r i ' r 2). Так как по следствию 1 odd(Cri>r2) = even(Cr i , r2) - СГ1'Г2~"1 

при т2 > 0 и odd(Cfri'7"2) = even(Cri 'r2) = СГ1_1 'Г2+1 при г2 = 0, то по 
индукционному предположению слова Even(y) и Odd(y) повторные и по 
определению у также является повторным. Утверждение 10 доказано. 

Из утверждений 10 и 7 вытекает 

Следствие 4. Пусть гх :> 1, г2 ^ 0 — такие целые числа, что 
2ri + г2 ^ 3. Тогда 

гапк(СГ1'Г2) = 22Г1+Г2 - тг - г2 - 1. 

Теорема 2* Если 2 ^ + г2 = 2г; + r2 J> 3, то коды СГ1'Г2 и Ст^т* 
эквивалентны тогда и только тогда, когда гх — г[. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ЕСЛИ Г — 2гг + r2 = 2r[ + г2 ^ 4, то по утверж­
дению 8 и следствию 4 коды СГ1,Г2 и СГ1,Г2 имеют ранги 2Г - г + г1 — 1 
i 2 r - r + r j - l соответственно. В случае гг ф т[ ранги не равны и коды 
неэквивалентны. 
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При г = 3 достаточно показать, что коды С0,3 и С1,1 неэквива­
лентны. Это следует из соотношений rank(C0'3) ^ 12 и гапк(СП)1) = 13 
(см. следствие 2 и утверждение 9). Теорема 2 доказана. 

ЗАМЕЧАНИЕ 2. На самом деле код С0'3 линейный и его ранг равен 11. 

§4. Несуществование (п,4п /4п,4)4-кодов, 
неэквивалентных построенным 

Нам понадобятся следующие два вспомогательных утверждения. 

Утверждение 11 . Если С — расширенный совершенный двоич­
ный код длины п с расстоянием 4 и х — двоичное слово, ортогональное 
коду С, то wt(x) = О, wt(x) — п/2 или wt(x) — п. 

Это утверждение эквивалентно тому факту, что совершенный дво­
ичный код длины п с расстоянием 3 ортогонален только векторам веса 
(п + 1)/2 или 0 (доказательство последнего см., например, в [8]). 

Утверждение 12. Если п — степень двойки и D — линейный дво­
ичный код длины п, все ненулевые слова которого имеют вес п/2, то 
найдётся координата, в которой все слова кода D содержат 0. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО проведём по индукции. В случае п — 2 утверж­
дение очевидно (в качестве базы индукции можно взять также триви­
альный случай п = 1). 

Пусть утверждение верно при п — т / 2 . Покажем, что оно верно 
при п — т. Не теряя общности, предположим, что в коде D имеется 
слово Ь — ( 0 ,1 ,0 ,1 , . . . ,0,1) с нулями в чётных координатах и еди­
ницами в нечётных. Любое другое ненулевое слово &' из D содержит 
777-/4 единиц в чётных координатах и столько же в нечётных, поскольку 
wt(b 0 Ь') — т/2. Следовательно, все ненулевые слова линейного кода 
D' — {Even(d) |G D} ДЛИНЫ т/2 имеют вес т / 4 . По индукционному 
предположению все слова из D' содержат нуль в некоторой г-й коор­
динате, 0 ^ г ^ тп/2 — 1. Поэтому все слова D содержат нуль в 2г-й 
координате. Утверждение 12 доказано. 

Теорема 3. Пусть множество & С Z% является (тг, 4п/4тг, 4)4-1шдом 
и Щ = 4п-Го_Г22Г2. Тогда г0 > 0 и код <£ эквивалентен коду ^Го~1'Г2. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Поскольку 4п/47г = 4п~Го~Г22Г2, то 

71 = 2 2 г о + Г 2 - 2 . (3) 

Пусть матрица А размера (г0 + г2)хп является проверочной для кода 
^ a c W " ,аГо+Г2_1 — её строки, причём аг° . . . ,аГо+Г2-1 € {0,2}п. 
Рассмотрим повторные слова Ьг — ф(2аг), г = 0 , . . . , г0 — 1, ортогональные 
коду С по утверждению 6. Пусть D — линейная оболочка множества 
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слов {ЬгУ^1. По утверждению 11 линейный код D длины 2п состоит из 
слов веса 0, п и 2гг. Пусть 1 € Е2п — слово веса 2п, состоящее только 
из единиц. Покажем, что 1 G D. 

Пусть, от противного, D содержит только слова веса п или 0. Тог­
да по утверждению 12 найдётся такое j , 0 ^ j ^ 2п — 1, что dj — 0 
для любого d — (dQ,... ,^2 n- i ) £ D- Так как все слова из D повтор­
ные, то для любого d £ D также выполнены равенства dj+n (mod 2n) = 0. 
Следовательно, ф"1^)]* — 0, где j ' — j (mod п). В частности, 2а*-# = 0 
для любого г = 0 , . . . , г0 — 1. Отсюда следует, что матрица А содер­
жит в j'-м столбце только нули и двойки, что, в свою очередь, означает, 
что код ^ содержит слово веса 2 (с двойкой в j ' -й координате и нулями 
в остальных). Последнее противоречит кодовому расстоянию 4 кода *&. 

Таким образом, 1 € D и существуют такие коэффициенты а 0 , . . . , 
аГо_! е {0,1}, что 

а 0 Ь ° е . . . e a r o - i ^ 0 " 1 = 1. (4) 
Отсюда следует, что r0 ^ 1. Не нарушая общности, будем считать, что 
а0 — 1 (в противном случае можно поменять местами строки матрицы 
А так, чтобы при 60 в (4) был ненулевой коэффициент). Рассмотрим 
матрицу А', полученную из А заменой первой строки а0 на строку 

а0 = а0а° + ... + а^^0'1 (mod 4). 
Поскольку а0 = 1, то а0 линейно выражается через а0, а1,... ,аГо_1 . По­
этому матрицы А и А' эквивалентны. 

Из (4) следует, что 

2а° = а02а° + ... + а^^а"0'1 = 2 • Т (mod 4), 
т. е. слово а ° — первая строка матрицы А' — состоит из единиц 
и троек. Пусть матрица А" получается из А1 заменой элементов на 
противоположные в тех столбцах, в которых на первой позиции нахо­
дится тройка. А" является проверочной матрицей для кватернарного 
кода c£h', эквивалентного коду ^ (получающегося из С заменой элемен­
тов на противоположные в соответствующих координатах). Кроме того, 
первая строка матрицы А" состоит из единиц, а последние г2 строк — 
из нулей и двоек. Если в А" есть два одинаковых столбца, скажем, j -й 
и j'-ж, то С" содержит слово веса 2 с единицей в j -й координате, тройкой 
в j'-ж и нулями в остальных координатах. Это противоречит кодовому 
расстоянию 4. Таким образом, все столбцы матрицы А" различны, а из 
соотношения (3) следует, что А" состоит из всевозможных столбцов вы­
соты г0 + г2, у которых в первой позиции находится единица, в последних 
г*2 позициях — нули или двойки, в оставшихся г0 — 1 позициях — про­
извольные числа из множества {0,1,2,3}. Упорядочив столбцы лекси­
кографически, получим матрицу АГ°~1'Г2, а применив соответствующую 
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перестановку координат к коду ^ " , получим код её'Го~1^2. Таким обра­
зом, код ^ " , а значит, и код с€ эквивалентны коду (^Го"'1'Г2. Теорема 3 
доказана. 

Теорема 4. При п = 2k ^ 16 число попарно неэквивалентных 
ZА-линейных расширенных совершенных кодов с расстоянием 4 равно 
L(log2n+l)/2j. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Имеется |_(log2 n + l)/2\ способов представления 
числа п в виде п = 22г1+Г2+1 , где гг ^ 0 и г2 ^ 0 — целые числа. Пусть 
С — {Cri,]og2n~2ri~1}\^lg

0
2n~1'> — множество кодов, попарно неэквива­

лентных по теореме 2. Любой ^-линейный (п,2п/2п,4)-код эквивален­
тен одному из кодов множества С по теореме 3. Теорема 4 доказана. 

§ 5. Индуктивное построение кодов ^Г1 'Г2 

Пусть п' — 4Г12Г2 и n" = 47"1 2Г2 являются целыми степенями двойки и 
с — ( с 0 , 0 ? с 0 ,1? •••? с 0 , п " - Ь с1,0-» С 1 , Ъ • * • > c n ' - l , n " - l ) £ ^ 4 

Обозначим 

S c o j > X ] C l J ' - - - ']CC n ,-1-U (m o d 4)> 
j=0 j=0 j=0 ' 

^ Q ) 0 , ] P C M , . . . , ^с г - ) П / /_ ! J (mod 4). 
г = 0 « = 0 i = 0 ' 

(Если с представить в виде матрицы размера п' X тг", то р' есть сумма 
столбцов и р" есть сумма строк этой матрицы.) 

Пусть № — кватернарный код с проверочной матрицей А\ переста­
новочно эквивалентный коду ^ r i , r 2, и с€" — кватернарный код с прове­
рочной матрицей А", перестановочно эквивалентный коду ^^,г*2. Пусть 
п = п'п"', г1 ~ г[ + г7/ и г 2 = г2 + г2'. Тогда 

Теорема 5. Множество 

^ = {се Zin" | р'(с) G r ^ , / ( c ) G ̂ " } (5) 

является кватернарный (n-, 4n/4n, 4)4-кодом, перестановочно эквивалент­
ным коду сё'Г1^2. 

Линейность кода ^ над Z4 очевидна, кодовое расстояние и мощность 
показаны в [2] для более общей конструкции, а тип проверочной матрицы 
кода ^ легко устанавливается, если расписать проверочные соотноше­
ния А'р'{с)т = 0 и A"pf'(c)T = 0. 

С помощью конструкции (5) можно индуктивно получить все коды 
{^Г1'Г2}, взяв в качестве базы коды <?f0'1 и ^ 1 , ° . 
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