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ЗАДАЧА РАЗМЕЩЕНИЯ 
ПУНКТОВ ПРОИЗВОДСТВА НА ДВА-ДЕРЕВЕ 

С ОГРАНИЧЕННЫМИ ПРОПУСКНЫМИ 
СПОСОБНОСТЯМИ КОММУНИКАЦИЙ*) 

И. П. Вознюк 

Рассмотрена задача о наилучшем размещении пунктов производ­
ства в вершинах сети с ограниченными пропускными способностями 
коммуникаций. Показано, что если сеть является два-деревом, то за­
дача решается методом динамического программирования за время 
0(nb4) при объеме памяти 0(nb2), где п — число вершин сети, Ъ — 
суммарный объем спроса. 

Введение 

В данной статье продолжается начатое в [3] изучение следующей за­
дачи. Задана сеть коммуникаций, связывающая пункты потребления не­
которого продукта и возможные места его производства. Известны про­
пускные способности коммуникаций сети и объемы спроса потребителей 
продукта. Требуется разместить пункты производства таким образом, 
чтобы суммарные затраты на открытие предприятий и транспортные 
расходы по доставке продукта от производителей к потребителям были 
минимальны. 

Задача с неограниченными пропускными способностями коммуни­
каций на сетях специального вида рассмотрена в ряде публикаций. Для 
случае, когда сетью является дерево, в работах [5, 7] найден полиноми­
альный алгоритм временной сложности 0 ( п 3 ) , где п — число пунктов 
потребления. В [4, 6] предложены алгоритмы для решения этой же за­
дачи на дереве с временной сложностью 0(п2) и О(пт) соответственно, 
где т — число возможных пунктов размещения производства. Задача 
на внешнепланарном графе решается за время 0(п3т) [1]. В работе [8] 
представлен алгоритм для: задачи на параллельно-последовательной 
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сети с временной сложностью 0(п4) . Позже [2] для более общего слу­
чая задачи, а именно для два-древесной сети, был построен алгоритм 
с временной сложностью 0(пт3). 

В работе [3] задача с ограниченными пропускными возможностями 
коммуникаций на сети в виде дерева решена методом динамического про­
граммирования с временной сложностью 0(п62), где b — суммарный 
объем спроса. В настоящей статье этот же метод применяется в более 
общей ситуации, когда сеть является два-деревом. В этом случае задача 
решается за время 0(nb4). 

1. Постановка задачи 

Рассмотрим сеть коммуникаций, представленную графом G — (iV, E). 
Вершины из множества N — { 1 , . . . , п} обозначают пункты потребления 
некоторого продукта и возможные места его производства. Ребра из Е 
соответствуют коммуникациям сети, по которым происходит доставка 
продукта от производителей к потребителям. Известны объем спроса 
Ь{ и затраты д? на размещение производства в пункте г £ N. Каждая 
коммуникация е £ Е характеризуется стоимостью се транспортировки 
по ней единицы продукта и максимальным количеством ае продукта, 
который можно перевезти по этой коммуникации. 

Требуется указать те пункты производства из N, при открытии ко­
торых удовлетворяется спрос на производимый продукт и суммарные 
затраты на открытие предприятий и доставку продукта минимальны. 

Введем вспомогательные обозначения и переменные величины: 
Pij — множество всех простых путей, ведущих в графе G из вер­

шины г в вершину j ; 
Q€ — множество таких троек (i , j ,p), что путь р проходит через 

ребро е ж р е Pij; 
flfj ~ S ce — стоимость транспортировки единицы продукта по пути 

Xi — переменная выбора, равная единице, если в пункте г £ N от­
крывается предприятие, и равная нулю в противном случае; 

хр
{- — количество продукта, поставляемого из пункта производства г 

в пункт потребления j по пути р £ Р^. 
В принятых обозначениях задача формулируется следующим обра­

зом: найти минимум суммарных затрат 
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по всем переменным жг-, хр- при условиях 

£ £ 4 = ^ ;елг, (2) 

]Г 4 ^ а - е^^' (з) 
0<ж?- ^Ь^ . - , p£Pij, iJeN, (4) 

ж<€{0,1}, i G i (5) 

Равенство (2) обеспечивает удовлетворение спроса в пункте j £ N. Со­
отношение (3) учитывает ограничение на пропускную способность ребра 
е £ Е. Неравенства (4) не позволяют поставлять продукт из пункта г, 
если в нем не размещено производство. Постановку (1)-(5) будем кратко 
называть задачей размещения. 

Числа ае, йг- считаем неотрицательными и целыми. Суммарный 
объем спроса обозначим через Ъ — ^ 6 , - . Отметим используемое ниже 
легко доказываемое утверждение. 

Лемма. Существует такое оптимальное решение задачи (1)-(5), что 
1) каждый пункт производства не является транзитной вершиной 

для потоков продукта из других предприятий; 
2) все потоки продукта, идущие через данное ребро, имеют одно и то 

же направление. 

2. Задача размещения на два-дереве 
Класс два-деревьев определяется индуктивно следующим образом: 
а) полный граф на трех вершинах есть два-дерево; 
б) граф, который получается из два-дерева в результате выбора двух 

смежных вершин u, v и добавления вершины w и ребер {и, w}, {v,w}, 
является два-деревом. 

Теорема. Задача размещения на два-дереве решается методом 
динамического программирования за время 0(nb4) при объеме памяти 
0(пЪ2). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим ребро е = {i , j} исходной сети. 
Через yij обозначим суммарный поток продукта, идущего по ребру е. 
В силу леммы достаточно учитывать потоки, имеющие одно и то же на­
правление. Условимся считать у^ > 0, если поток продукта направлен 
от вершины j к вершине г, и y{j ^ 0, если поток идет в обратном на­
правлении. Можно анализировать только целые значения величины yij, 
поскольку пропускные способности коммуникаций и объемы спроса — 
целые числа. 
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Через [—Ъ,Ь] обозначим целочисленный сегмент и через В = {(u,v) \ 
u,v G [—bjb}} — соответствующий целочисленный квадрат. Отметим, 
что величина любого допустимого потока, проходящего через данную 
вершину по всем инцидентным с ней ребрам, лежит в [—6,6]. 

Поясним основную идею применения метода динамического прог­
раммирования к обсуждаемой задаче размещения. Поскольку граф G 
является два-деревом, в нем есть вершины степени 2. Пусть г — вер­
шина степени 2, смежная с вершинами j и к. Если фиксировать вели­
чины и и v, равные суммам потоков 

u = Vji + Vjk, v = yki + ykjr 

то фрагмент, состоящий из вершины г и ребер { b j } , {i,fc}, {i?&}? «изо­
лируется» от остальной сети и может быть рассмотрен отдельно. Мини­
мум суммарных затрат, связанных с выделенным фрагментом при дан­
ных (гг, v) £ 5 , обозначим через Sjk(u, v). Из графа G удалим вершину г 
и ребра { i , j} , {i, к}. Ребру {j, к} поставим в соответствие функцию Sjk. 

В результате этой операции, которую назовем свертыванием тре­
угольника, получаем два-дерево с меньшим числом вершин. Применяя 
к нему операцию свертывания треугольника и продолжая этот процесс, 
приходим к ситуации, когда в графе остаются только две вершины. Рас­
чет минимума суммарных затрат, соответствующих этому случаю, за­
вершает прямой ход динамического программирования. 

Перейдем к более подробному изложению. Для единообразия записи 
каждому ребру е = {i,j} € Е исходного графа G = (N,E) вначале 
поставим в соответствие функцию £t° (2/tj,2/ft), (y^-,yJ2-) € £?, полагая 

^ ij К Vij iVji) = Се I Vij I э 

если совместны условия 

Vij +Vji = 0, \yij\ ^ ae, 

и Sfj(yij,yji) — ос, если эти условия несовместны. Величина ^ ( ^ Ул) 
равна транспортным расходам на перемещение продукта по ребру {i,j}. 
Ее можно трактовать как результат операции свертывания треуголь­
ника с фиктивной нулевой вершиной. 

Рассмотрим общий шаг прямого хода динамического программиро­
вания. В текущем графе выберем произвольную вершину г степени 2, 
смежную с вершинами j и к. Пусть ребрам { i , j} , {i,fc} и {j,k} соот­
ветствуют рассчитанные на предыдущих шагах функции 5?-, S?k и SJk, 
где о:,/?,7 € N U {0} — номера вершин ранее свернутых треугольников. 
Через Sjk(Yjk,Ykj) обозначим минимум суммарных затрат, связанных 
с выделенным треугольным фрагментом, при фиксированных потоках 
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(Yjk,Ykj) 6 В продукта, идущего через вершины j и к по инцидентным 
с ними ребрам всех ранее свернутых треугольников. 

С целью экономии вычислений расчет функции Sl
jk проводится в два 

этапа. Сначала вычисляется вспомогательная функция R)k(zji, zki), 
(zji,zki) e В, по формуле 

R)k(zji, zki) = min {g?x{ + S£-(Wij, *,•«•) + S?k(wik, zki)}, (6) 

где минимум берется при ограничениях 

Wij + wik - h, если х{ = 0; (wij,wik) G 5 , x{ <E {0,1}. 

Величина Rl-k{zji,zki) равна минимуму суммарных затрат, связанных 
с вершиной г и ребрами {г, j } , {г,&}. После расчета функции Rl-k полу­
чаем 

SU(Yjk,Ykj) = min {Rjt(ziUzki) + ЗДч - zjbYkj - zki)}. (7) 
{zji,zki)EB 

После расчета функции Sjk из текущего графа удаляются вершина г 
и ребра {i, j } , {г, &}. Ребру {j, А;} ставится в соответствие новая функция 
5 ^ , что и завершает операцию свертывания треугольника. 

Рассмотрим заключительный шаг прямого хода, когда граф состоит 
из вершин г, j и ребра {г, j } , которому соответствует функция S^. Пря­
мой ход заканчивается расчетом величины 5*, равной экстремуму в ис­
ходной задаче: 

S*= min {д°х{+д^+ЗГ^,¥л)}. (8) 

Минимум ищется при ограничениях 

lij = Ьг-, если ж,- = 0; 1}х- = hh если ж, = 0; (У*,,!},-) е В, х{,х5 € {0,1}. 

В процессе прямого хода наряду с функциями Rl-k и Sl-k запоми­
наются условно-оптимальные решения, т. е. те значения переменных, 
на которых достигаются экстремумы в (6)-(8). Решение исходной за­
дачи восстанавливается обратным ходом по найденным условно-опти­
мальным решениям. 

Оценим сложность описанной вычислительной схемы, полагая, что 
длительность выполнения арифметической операции равна 1. Отме­
тим, что два-дерево на п вершинах имеет 2п - 3 ребер. Поэтому число 
всех функций, рассчитываемых в процессе прямого хода, не превосхо­
дит О(гс). Каждая функция требует 0(62) ячеек памяти для хранения 
ее значений. Вычисление одного значения функции требует 0(Ь2) ариф­
метических операций. Обратный ход осуществляется за О (ft) действий. 
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Следовательно, время работы алгоритма не превосходит 0(nb4), а необ­
ходимый объем памяти составляет не более 0(nb2). Теорема доказана. 

Теорема остается верной, если в задаче размещения граф G явля­
ется подграфом два-дерева. Таковы, в частности, параллельно-последо­
вательные графы [2, 8]. Поэтому задача размещения на параллельно-
последовательной сети решается с теми же оценками сложности, что 
и в доказанной теореме. 

В заключение выражаю признательность моему научному руково­
дителю Э. X. Гимади и Ю. В. Шамардину за помощь при написании 
статьи. 
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