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Изучаются целочисленные линейные задачи двухуровневого про­
граммирования, моделирующие выбор номенклатуры изделий в усло­
виях неоднозначности оптимального потребительского выбора. Ис­
следуется возможность решения поставленных задач в случаях, когда 
матрицы, определяющие целевые функции, обладают свойствами ква­
зивыпуклости или квазивогнутости. Показано, что при одних комби­
нациях этих свойств задачи решаются с полиномиальной сложностью, 
при других же остаются NP-трудными. 

Введение 

Задачи двухуровневого программирования возникают в экономичес­
ких приложениях [7, 9], когда нижние звенья иерархической системы 
имеют свободу принятия решений. Впервые такие задачи рассматри­
вались в [8] при описании стратегий поведения конкурирующих фирм, 
одна из которых доминирует над другими. 

В настоящей работе продолжается начатое в [3, 4] исследование 
двухуровневой задачи выбора номенклатуры изделий. На верхнем уров­
не решается задача производства изделий при условии полного удовлет­
ворения потребительского спроса. Производитель изделий стремится 
минимизировать свои затраты, которые зависят от предпочтений потре­
бителей. Потребители выбирают те изделия, которые минимизируют их 
закупочные и эксплуатационные расходы. В общем случае оптимальный 
потребительский выбор может быть неоднозначен. Поэтому рассмат­
риваются две постановки, соответствующие оптимистической и песси­
мистической оценкам поведения потребителя по отношению к произво­
дителю. ^ 

*) Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда­
ментальных исследований (код проекта 99-01-00482). 
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В статье исследуется возможность решения поставленных задач 
в случаях, когда матрицы, определяющие целевые функции, обладают 
свойствами квазивыпуклости или квазивогнутости. Показано, что при 
одних комбинациях этих условий задачи эффективно разрешимы, при 
других же остаются NP-трудными. 

1. Постановка задач 
Введем обозначения: 
/ = { 1 , . . . , п} — множество изделий; 
J — { 1 , . . . , т} — множество потребителей; 
с? — затраты на подготовку производства изделия ц 
Cij — затраты производителя, связанные с реализацией изделия г 

потребителю j ; 
d{j — закупочные и эксплуатационные расходы потребителя j при 

использовании изделия г; 
xi — переменная выбора производителем изделия г (ж,- £ {0,1}, 

х = {xi))\ 
1{х) = {г £ / | Xi — 1} — список изделий, выбираемых в варианте х\ 
X — множество всех векторов ж / 0 с компонентами 0 и 1; 
г/ij — переменные выбора потребителем j изделия г (у^ £ {0,1}, 

У = {Уц))\ 
У (ж) — множество возможных вариантов у потребительского вы­

бора. Оно описывается ограничениями 

X] Уч = Х> УН ^ х" 1 е 7 > Э е J' 

Модель выбора номенклатуры изделий с учетом интересов произво­
дителя продукции и ее потребителей представляет собой двухуровневую 
экстремальную задачу: найти 

Й ( ̂  c^Xi + Е Е Wb }' 
где у* = (у*.) — оптимальное решение задачи: найти 

М » Х £*'•»« • 
Обозначим через У*(ж) совокупность оптимальных решений у* при 

фиксированном векторе х. Если множество У*(ж) включает более од­
ного элемента, то при данном х величина затрат производителя зависит 
от потребительского выбора у* £ У*(ж). Рассмотрим две задачи, соот­
ветствующие оптимистической и пессимистической оценкам поведения 
потребителей по отношению к производителю. 
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Кооперативная задача: найти минимум функции 

*е/ fez ieJ 
Антикооперативная задача: найти минимум функции 

F2(x) = J ] с\х{ + max £ £ с ^ - ™ . (2) 

Введем обозначение Ij(x) = \ k £ /(ж) | с̂ у = min d,-j >, j G J. 

Целевые функции задач (1) и (2) записываются следующим образом: 

Абстрагируясь от содержательной постановки, параметры с?, с -̂, d(j бу­
дем считать произвольными числами. Полагаем С = (с^) и D — (dej). 

2. Свойство квазивыпуклости матрицы D 

Вектор d = (б?!,...,йп) называется квазивыпуклым [2], если при 
любых г, k, I (i < k < I) выполняется неравенство с?Л ^ тах{йг-, е^}, 
и строго квазивыпуклым, если при тех же условиях выполняется стро­
гое неравенство dk < max{(^, d\]. 

Введем обозначение 

ф(а)={1> е С Л И ^ 0 ' (3) 
[ 0, если а > 0. 

Лемма 1. Пусть 1(х) — {%и . . . ,i5},ii < . . . < is, и Id — I k G 

I(x) I cffc = min di \. Тогда, если вектор d— (d b . . . , dn) является строго 
iei(x) ) 

квазивыпуклым, то для любого вектора с = ( с ь . . . , сп) справедливы 
равенства 

T№ci = Ci1+^(cir-cir_1№(dir-dir_^ 
г=2 (4) 

5 

maxc ! = cil + V(c i r-c i r_1)V'(d i- r-c? t- r_1)(l-V'(c tV-c !V_ J)V'(^ r-1-^JX)-
г=2 (5) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим через 5 правую часть равенства (4). 
В силу строгой квазивыпуклости вектора d возможны два случая: 
h - {ik} или Id = {ikiik+i} при некоторых u,i f c+i € /(ж). 
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Пусть Id = {ik}. Тогда di± > . . . > dik, dik < dik+1 < ... < dis и 
k 

S = cix + Y](cir - cir_J = cik = mine,-. 
r = 2 

Пусть Jd = {ik, гл+1}. Тогда d4l > . . . > dt-fc = dlVfl, difc+1 < . . . < dis и 

Jfe + 1 

r = 2 

= cu+ i + (cu - c,-fc+1)^(c.-fc - cifc+1) = min{cifc,cifc+1} = mine,-. 

Следовательно, равенство (4) верно. Равенство (5) следует из (4) и со­
отношения 

тахс,- = — min{—ct-}. 

Лемма 1 доказана. 
Матрицу D = (d{j) назовем (строго) квазивыпуклой, если каждый 

ее вектор-столбец является (строго) квазивыпуклым. 

Теорема 1. Если матрица D строго квазивыпукла, то кооператив-
на,я и антикооперативная задачи сводятся к задаче «о ближайшем со­
седе»: найти 

5 

£ЧП У]/(**-!» *к) (6) 
при ограничениях 

О = г0 < i\ < . . . < is ^ n, I ^ s ^ n. (7) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим кооперативную задачу (1). Пусть 
1(х) — {гь . . . , г5}, гх < . . . < гв. Используя лемму 1, можно записать 

r = l j'GJ j'GJ r=2 

X ( l - Ф(Сгг^ ~ Cirj)i>(dir_d - dirJ 

Определим функцию /(iz, t>) соотношениями 

f(u,v) = c° + ]T(c v i - cuj)i){dvj - duj)[l - ^(cuj ~ Cvj)ip(dUj - dvj)), 

1 < u < v < n. 
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Полагая г0 = 0, получаем Fi(x) = Х ^ Д ^ - ь ^ ) - Следовательно, за-
А: = 1 

дача (1) принимает вид (6), (7). Для антикооперативной задачи (2) 
рассуждения аналогичны. Теорема 1 доказана. 

Задача (6), (7) решается методом динамического программирования 
за 0(п2) операций при объеме памяти 0(п) [2]. Расчет и хранение зна­
чений функции f(u,v) требуют 0(п2тп) операций и 0(п2) ячеек памяти. 
Следовательно, кооперативная и антикооперативная задачи со строго 
квазивыпуклой матрицей D могут быть решены с оценкой сложности 
0{п2т) при объеме памяти 0{п2). 

Вектор с — ( c i , . . . , c n ) назовем монотонным относительно век­
тора d — (d i , . . . , dn), если для любого множества {гь . . . , is} С I тако­
го, что i1 < . . . < is и dil = . . . = die, выполняются либо неравенства 
С{х ^ •. • ^ с,-,, либо аг ^ . . . ^ cia. 

Матрицу С — (с^) назовем монотонной относительно матрицы I?, 
если j -й вектор-столбец матрицы С является монотонным относительно 
j - ro вектор-столбца матрицы D при каждом j 6 J-

Теорема 2. Кооперативная и антикооперативная задачи с квазивы­
пуклой матрицей D и матрицей С, монотонной относительно D, явля­
ются NP -трудными. 

При доказательстве теоремы потребуется следующая 

Лемма 2. Задача минимизации на множестве X полинома 
п — 1 п 

р(х) = J2aixi+Е Е м 1 -жг)(1 -хк), (8) 
«6/ г=1 fc=r+l 

где 6Г)Г+1 ^ 0 я f)rjfc ^ 0 при /с > г + 1, является NP-трудной. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Покажем, что NP-трудная задача о вершинном 

покрытии кубического графа [5] сводится к задаче минимизации поли­
нома (8). Обозначим через G = {V,E) произвольный граф с множест­
вом вершин V и множеством ребер Е. Задача о вершинном покрытии 
графа G заключается в нахождении такого подмножества V1 CV мини­
мальной мощности, что для любого ребра { ,̂ v} £ Е по крайней мере 
одна из вершин и или v принадлежит V. В работе [1] показано, что эта 
задача сводится к следующей: найти минимум полинома 

£ = Е ^ + Е (С1 - ^ х 1 -*е) + (1-ум (9) 

при ограничениях yv, ze £ {О,1}, v e V, е G Ё. Здесь через Ё обозначено 
множество дуг, полученных произвольной ориентацией ребер из Е. 

Пусть степени всех вершин графа G равны 3, т. е. граф G — куби­
ческий. Без ограничения общности считаем его связным. Как показано 



40 Л. Е. Горбачевская 

в [3], ориентацию ребер графа можно выбрать таким образом, чтобы для 
любой вершины v G V нашлась пара дуг (u,v),(v,w) G Е. Обозначим 
через W множество тех вершин графа, из которых исходят по две дуги. 
Раскрывая скобки в выражении (9) и приводя подобные члены, получаем 

Q = \Ё\ ~ \W\ +J2(1-yv)+ £ (yVlze - yV2ze). 
V^W e=(vltv2)eE 

Положим n — 3|V| и / ~ { 1 , . . . , n}. Переменным yv, ze поставим в соот­
ветствие разности 1 — ж,-, г £ / , по следующему алгоритму. 

Шаг 1. Положить г — 1. 
Шаг 2. Последовательно перебирая вершины v G V, выполнить 

следующие действия: 
1) если v G W и из вершины v выходят дуги е и е', то положить 

ze = 1 - жь #„ = 1 - ж,-+1, ze# = 1 - art-+2, г = г + 3; 
2) если г> G У \ W и из вершины v выходит дуга е, то положить 

ze = 1 - х{1 yv - 1 - ж,-+1, г = г + 3. 
Конец 
Нетрудно видеть, что полином Q от переменных х{ имеет вид (8). 

Лемма 2 доказана. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2. Рассмотрим NP-трудную [6] задачу 

минимизации на множестве X квадратичного полинома 
п — 1 п 

Д(аг) = Y, aixi + X ) Y, brk(l ~ Хг^г ~ Xk^ (10) 

где brk ^ 0. Покажем, что она сводится к кооперативной задаче (1). 
Каждой паре (г, к) поставим в соответствие номер j и вектор-столб­

цы (с,-у), (dij),i G / , полагая 

0, если г G {r, fc}, 
brk, если г G J \ {r,fc}, u 

f 0, если г = г, 
1, если г G [г + l,fe], (11) 
2, если г G / \ [г, &]. 

Нетрудно видеть, что 

min Cij = 6rfc(l - жГ)(1 - ж*). 

Положим с? — di, i £ I. Обозначая через J совокупность номеров j , 
получаем 

Таким образом, на множестве X значения целевой функции коопера­
тивной задачи и полинома (10) совпадают. Искомое сведение получено, 
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поскольку построенные матрицы С — (cij) и D = (d^) обладают указан­
ными в формулировке теоремы свойствами. 

Покажем, что NP-трудная в силу леммы 2 задача минимизации на 
множестве X полинома (8) сводится к антикоонеративной задаче (2). 
Каждой паре (г, к) согласно соотношениям (11) поставим в соответствие 
номер j и вектор-столбцы (с^-), (d^), г € / . Нетрудно видеть, что 

max ci:j = brk{\ - жР)(1 - хк). 

Положим с® = a,', i G / . Обозначая через J совокупность номеров j , 
получаем 

Р ( ж ) = 5Z с°ж* + У" т
г

а Д с0- = ^г(ж). 

Как и выше, матрицы С и D обладают требуемыми свойствами. Иско­
мое сведение получено. Теорема 2 доказана. 

3. Свойство квазивогнутости матрицы D 
3.1. Кооперативная задача 

Вектор d = ( d b . . . , dn) называется квазивогнутым [2], если при лю­
бых г, fc, I (г < к < I) выполняется неравенство d*. ^ min{d,-, d/}. Век­
тор с = ( с ь . . . , с„) назовем квазивогнутым относительно вектора d, 
если для любого множества {г15 . . . , г5) С / такого, что гх < . . . < г, 
ж dix — ... = dj9, вектор ( с ^ , . . . , сг-8) является квазивогнутым. Введем 
обозначение 

Г 1, если а = О, 
Х(а) : 

О, если а ^ 0. 

Лемма 3. Пусть 1(х) = { i b . . . , гя}, гг < . .. < г5, /d = \ к 6 /(ж) | 

dk = min d, > я вектор с является квазивогнутым относительно век-
тора d. Тогда 

а) если /<* = {г1 ? . . . , ik}, то 

mine,- = с{1 + У х К ~ <U(1 - ^(с.-! - О ) 

г = 2 

Х (Сг. - C.V-i + (Cir_! ~ ^ и Ж ^ " C; r_j); (12) 

b) если Id = {г*,... ,гв}, то 

X ( c ^ - cir + (cir - cit)il>(ci9 - cir)). 

mm 
r = 2 
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Функция ф(а) определена равенством (3). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, а) Обозначим r-е слагаемое в сумме (12) через / г . 

Если Ci1 ̂  cir для любого г (Е [2, &], то / г = 0 при любом г Е [2, «$] и ра­
венство (12) верно. Пусть найдется такой номер t £ [2, &], что с?а ^ сг<_1 
и сг1 > ce-t. В силу квазивогнутости вектора с относительно d получаем 

если г Е [2,t- 1]U [fe + 1,5], 
если г = /, 
если г G [ Н 1,^]. 

/ г = | 

г о, 
Q t ~ с г \ 5 

ч C j r — Сг-г_ 

Следовательно, 
5 

= с,-, + (с,-, :«i) + У ] (C»V ~ C.V-i) = Cik = ™ПСг 

и (12) верно. Доказательство утверждения Ь) леммы проводится анало­
гично. Лемма 3 доказана. 

Матрицу С назовем квазивогнутой относительно матрицы D, если 
j-ж вектор-столбец матрицы С является квазивогнутым относительно 
j-ro вектор-столбца матрицы D при каждом j Е J. 

Теорема 3. Если матрица D является квазивогнутой и матрица С 
квазивогнута относительно D, то кооперативная задача может быть ре­
шена за время 0(n4m) при объеме памяти 0(п2). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Множество X разобьем на два подмножества 

Хг = {х е X | 1(х) <$ 2}, Х2 = X \ Хх = {х € X \ 1(х) > 2}. 

Поскольку |Xi| ^ п2, расчет величины mm Fi(x) можно осуществить 
перебором элементов х £ Хг за время 0(n2m) при объеме памяти 0(п). 

Рассмотрим множество Х2. Пусть х е Х2 ж 1(х) = {гь . . . , гв}, где 
s > 2 и %i < . . . < i8. В силу квазивогнутости матрицы D для любого 
j в J имеем Ij(x) = {iu ... , ik.} U {itj,... , г5}, где 0 ^ kj < lj ^ 5 + 1. 
Так как матрица С квазивогнута относительно D, с помощью леммы 3 
получаем 

S 

г 5 

+ X ^ 1 " ^(*-J " d^))\chi + S x W v ~ dirj)(l - 1)(cid - cirj)) 
jEJ L r=2 

* I C*rJ ~ Cir-ij i Vc*r-iJ ~ C * i i / r 4 C t i j ~~ Cir-ij )} 
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X ( c ^ - a i - C.Vj + (Cirj - Cisj)i)(ciaj - CirJ-)) 

Вводя обозначение 

fuv(p,q) ^c°q + J ^ ( l ~ V « i - 4 j ) ) x ( 4 i ~ dqj)(l - ^(cU; - cgi)) 

XI Cgj cpj -f- (̂Cpj cuj)ip[cuj cpj 

+ J2(l - ^ K ; - dvj))x(dvj - dpj)(l - tl>(cvj - cpj)) 

* \cpj ~ cqj т" \cqj ~ CvJ)r{cvj ~ cgj) J 5 

u ^. p < q ^ v, l^.u<v—l^.n— I, 
и полагая ^ = i b v = i5, функцию -Fi(x) можно переписать в виде 

^х(ж) = c°u + ^[mm{cuj,cvj}x(duj - 4 j ) 

s 

+ см,(1 - i/>(dvj - dMi)) + cwi(l - i/j(duj - d„j))J + ^ / u v ( i r _ b i r ) . 
r=2 

Таким образом, расчет величины min Fi(x) сводится к серии задач 
х£Х2 

«о ближайшем соседе»: 
S 

min У/ и „(г г _! , ! , . ) , u = ij < г2 < .. .z,_i < is = v, 2 < s ^ и - и + 1. 

(13) 
При фиксированных u ж v задача (13) решается методом динами­

ческого программирования за 0((v — и)2) операций при объеме памяти 
0(v — и) [2]. Расчет и хранение значений функции fUv(PiQ) требуют 
0((v — u)2m) операций и О {{у — и)2) ячеек памяти. Следовательно, 
в условиях теоремы кооперативная задача может быть решена за время 
0(п4тп) при объеме памяти 0(п2). Теорема 3 доказана. 

Вектор с — (c i , . . . , cn) назовем квазивыпуклым относительно век­
тора d = (rfb . . . , dn), если для любого множества { i l r . . , i , } C / такого, 
что %i < . . . < is и dix — . . . = dis, вектор (с,-1?..'. , ct-J является квазивы­
пуклым. 

Матрицу С назовем квазивыпуклой относительно матрицы D, если 
j-ж вектор-столбец матрицы С является квазивыпуклым относительно 
j-го вектор-столбца матрицы D для любого jf £ J. 
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Теорема 4. Кооперативная задача с квазивогнутой матрицей D 
и матрицей С, квазивыпуклой относительно D, является NP-трудной. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Покажем, что NP-трудная задача минимизации 
на множестве X полинома (10) сводится к кооперативной задаче с тре­
буемыми свойствами. Выражение (10) перепишем в следующем виде: 

п — 1 п 

R{X) = J2(ai + n~о*.- + J2 Yl (l"^K1+M1 -xk))-n(n-1)/2. 
i£l r-1 k=r+l 

Каждой паре (г, к) поставим в соответствие номер j и вектор-столбцы 
(с0-), (dt-j), г € /, полагая 

0, если i = г, 
. 7 , Г 1, если г G [г + 1 , & - 1], 

1, если г = /г, а.--- = < 
' *' \ 0 , если iel\[r+ l,k-l]. 

brk + 1, если i £ I \ {г, А;}, 
Нетрудно видеть, что матрицы С = (с,-,) и D = (d^) удовлетворяют 
указанным в формулировке теоремы свойствам и 

min с0- = (1 - хг)(1 + brk(l - xk)). 

Полагая с® = аг- + ^ — i, i G / , и обозначая через J совокупность номеров jf, 
получаем 

Д(ж) = V с°жг- + V min Cij - n ( n - 1)/2 = ^ ( ж ) - п(п - 1)/2. 

Таким образом, на множестве X значения целевой функции кооператив­
ной задачи и полинома (10) отличаются на константу. Искомое сведение 
получено. Теорема 4 доказана. 

3.2. Антикооперативная задача 
При доказательстве основного утверждения этого пункта — теоре­

мы 5 — используются следующие две леммы. 
Рассмотрим вектор d = (d b . . . , dn) и множество S — {i G / | d{ < а}, 

где а — произвольное число. 

Лемма 4. Если вектор d является квазивогнутым, то S — [l,^i] U 
[г2, п], где 0 ^ тг < г2 ^ п + 1. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточно проверить, что множество 5 ' = 
/ \ S = {i G I | dt ^ а}, если оно не пусто, представляет собой целочис­
ленный отрезок. Пусть i < k < I и г,/ G S'. Из условия квазивогнутости 
вектора d получаем dk ^ тт{йг-,й/} ^ а, т. е. fc G 5". Следовательно, 
множество S' является целочисленным отрезком. Лемма 4 доказана. 
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Будем говорить, что перестановка (г ь . . . , in) элементов множества / 
порождена векторами с = ( с ь . . . , сп) и d — (d1 ? . . . , dn), если при г < s 
выполняются либо соотношения dir = dis и cir ^ сг*в, либо неравенство 
dir < dis. 

Пусть х ^ X ж Id— \к ^ 1{х) | dk — min d{ \. 

Лемма 5. Если перестановка (гх , . . . , гп) порождена векторами end, 
то 

тахсг- = cir + J^(c i l + 1 - c j Д ( 1 - xih). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим через Г правую часть равенства. 
Пусть xis — 1 и xir — О при каждом г < 6. Тогда 

5 - 1 

Т = сп + 5 ^ ( W - с 0 = ci8 = maxc,-. 
*—* « t J d 

Лемма 5 доказана. 
Теорема 5. Если матрица D является квазивогнутой, то антико­

оперативная задача может быть решена за время 0(п5га3). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силу леммы 5 антикооперативная задача сво­

дится к задаче минимизации на множестве X полинома 

ад = 5>0** + £ Х > Д(1 - *,j), 
iel j£j 1=1 jfe = l 

где 6ij — c{j - —Ср. и перестановка (г{, . . . , г£) порождена j-мж столбцами 
матриц С и D. Если #/,• > 0, то d-j • > d-j-. Из леммы 4 следует, что 

1+1"' I-* 

{г(, . . . , г,} = [1, Ti] U [г2, п] при некоторых 0 ^ гг < r2 ^ n + 1. Приводя 
подобные члены, получаем следующее представление: 

n n-j-T г п 

R(X) = g+j2Лх<+Е6
!П(1-ж')+ЕЕ а>*И1-Ж()П1 -*')' 

(14) 
где bq ^ 0, ад С / и а{* ^ 0. 

Пусть Ц к ^ и ^ и X(ti,v) == {х £ X | жи = xv — 1, xt- = 0, i £ 
[1 ,^ — l]uj/y + l ,n]}. Задача минимизации на множестве X полинома (14) 
сводится к серии задач минимизации этого полинома на множествах 
Х(и, г>), поскольку X — \J X(u, v). На множестве X(u, v) двойная сумма 

u,v 

в (14) обращается в константу, и в полиноме R(x) остаются нелинейные 
члены только с отрицательными коэффициентами. Как показано в [1], 
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минимум полинома такого вида можно найти за время 0((\Q\+n)3). По­
скольку \Q\ ^ пт и число множеств Х(и, v) не более п2 , исходная задача 
может быть решена за время 0 ( т г 5 т 3 ) . Теорема 5 доказана. 
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