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О ЛИНЕЙНОЙ СВЕРТКЕ КРИТЕРИЕВ 
В ВЕКТОРНОЙ ДИСКРЕТНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ*) 

В, А. Емеличев, А. В. Пашкевич 

В терминах понятий, сходных с оптимумом по Джоффриону, ис­
следуется соотношение между эффективными решениями многокрите­
риальной задачи с конечным множеством векторных оценок и реше­
ниями скалярной задачи оптимизации с функционалом, являющимся 
линейной сверткой частных критериев. 

Пусть в векторной задаче 

/ О ) = ( Л ( а ) , ЛОО, • • • , / п О ) ) - • mm, n ^ 2, 

где значения частных критериев fi(x) £ R , множество векторных оценок 

У - f(X) = {у = f(x) | х £ X } С R» 

конечно. Следуя [13], такую векторную задачу назовем дискретной. 
В дальнейшем будем рассматривать лишь критериальное про­

странство R n . Поэтому естественно перейти к задаче 

у -> mm, у £ У, (1) 

в которой, как мы уже условились, \Y\ < ос. Далее будем считать, что 
\Y\ > 1. 

Как обычно [1, 25], множество Парето (множество эффективных оце­
нок) зададим равенством 

Р ( У ) = { у е У | р ( у ) = 0 } , 
где р(у) = {у' £ У \у' <С у, у1 ф у}. Следуя [2, 3, 6, 14, 16, 17], введем 
также множество лексикографических оценок. 

Пусть Sn — множество всех п\ перестановок чисел 1 ,2 , . . . , п. Для 
каждой перестановки $ = («s1 ?52 , . . . , зп) £ Sn в критериальном про­
странстве R n введем бинарное отношение лексикографического порядка 
между векторами у = (уиу2,... , у„) и у' = (yi, ^ , . . . , у'п): 

У <*У* <=> Vsk < y'Sk-> где k = min{i £ iVn | j / , . ф y's.}. 

*) Исследование выполнено при финансовой поддержке Белорусского респуб­
ликанского фонда фундаментальных исследований (проект Ф97-266). 
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Пусть 
L(Y,s) = {yeY\l(y,s) = 0}, 

где l(y,s) — {у1 еУ \ у' <s у}. Элементы множества L(Y) — \] L(Yys) 
sesn 

называются лексикографическими оценками. Легко видеть, что в нашем 

случае (1 < \Y\ < сю) 

L(Y) ф 0 и L(Y) С Р(У). (2) 

Введем обозначения 

А(У)= (J Л(У,А), А = (А1 ,А2 , . . . ,ЛП), 
лелп 

Лп = {А е Rn | Y^ А* = !> Л*' > °> i£ N"}' 
i£Nn 

Л(У,А) = a r g m m j ] £ XlVi \y£Y}, Nn = {1 ,2 , . . . , n } . 

Один из важнейших подходов к нахождению эффективных оценок 
основан на использовании линейной свертки частных критериев у{ — 
fi(x). Сущность этого подхода заключается в скаляризации векторной 
задачи и выражается в виде следующего вполне очевидного включения, 
справедливого не только для дискретных задач [1, 13, 25]: 

Л(У) С P(Y). (3) 

Задачу поиска множества Парето P(Y) такого, что Л(У) = P(Y), 
принято называть разрешимой с помощью алгоритма линейной свертки 
критериев. Различным аспектам разрешимости векторных дискретных 
задач с помощью такой свертки посвящена обширная литература (см., 
например, [4, 5, 7, 8, 10-13, 18, 23]). 

Отметим, что для поиска множества Парето P(Y) векторных дис­
кретных задач используют также линейную свертку видоизмененных 
частных критериев [9, 15, 26, 27]. 

Широко известное множество Джоффриона (иначе: множество соб­
ственно эффективных оценок) векторной задачи в дискретном случае 
совпадает с множеством Парето [1, 25]. Следуя [16, 17], введем два мно­
жества U(Y) и V(y) , сходных с множеством Джоффриона. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. U(Y) = |J U(Y,s), где множество U(Y,s) опре-
sesn 

деляется следующим образом: у0 £ U(Y,s), s — (<Si,s2,... , s n ) , тогда 
и только тогда, когда у0 £ P(Y) и выполняются два условия: 
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1а) Уах ^ Уч ПРИ любом у € У; 
1Ъ) 30 > 0 Vy 6 У Vi = 2 , 3 , . . . , n 3j e JV,--i 

(y°Si > У*. =* y°ei - ySt + Q(y°Sj - ySj) $ o). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. y° e V(Y) тогда и только тогда, когда у0 е P(Y) 
и существует 0 > 0 такое, что при любых у £ Y^ i £ Nn м j € Nn 

(y°>yi k y°<yj)^y°-yi + Q(y°-yj)^0. (4) 

В [16] было показано, что в случае, когда множество Парето внешне 
устойчиво и P(Y) = Х(У), справедливы равенства 

P(Y) = UiY) = ViY) = L(Y) = Л(У), 
т. е. задача поиска множества Парето разрешима с помощью алгоритма 
линейной свертки критериев. В настоящей статье получены необходи­
мые и достаточные условия такой разрешимости векторных задач дис­
кретной оптимизации в терминах множеств U(Y) и V(Y) (следствия 3 
и 5). Кроме того, для таких задач найдены новые качественные ре­
зультаты, касающиеся связи множеств £(У), U(Y), Л(У), У (У) и P(Y) 
(теорема 2). 

Нам понадобится 

Лемма 1 [16]. U(Y) С Л(У). 
Далее докажем следующую лемму. 
Лемма 2. У(У) = P(Y). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПО определению имеем V(Y) С P(Y), Докажем 

включение P(Y) С V(Y). Для произвольного решения у0 6 P(Y) опре­
делим число 

Q(y0) = mzx{h(y°,y)\yeY}, 
где 

h(y\y) = m^{yt^\(i,j)eJ(y\y)}, 

•%°,y) = {(*,;') € Nn x iv„ I yt° > Vh y] < Vj}. 
Существование такого числа Q(y°) гарантируется неравенствами 

1 < |У| < оо. Следовательно, у0 6 У (У), что и доказывает лемму 2. 
Имеет место следующая 

Теорема 1 [16, 17]. Если L(Y) С V(Y), то L(Y) = U(Y). 
Заметим, что в [16, 17] теорема 1 доказана без предположения о дис­

кретности задачи, т. е. при любом множестве векторных оценок. 
С учетом (2) и леммы 2 из теоремы 1 следует 
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Л е м м а 3 . L(Y) = U(Y). 
Наконец, применяя леммы 1-3 и включение (3), получаем основной 

результат. 

Т е о р е м а 2. Для всякой векторной дискретной задачя (1) справед­
ливы соотношения 

L(Y) = U(Y) С Л(У) С У(У) = Р ( У ) . 

Отсюда вытекает следующий известный результат. 

Следствие 1 [2, 3, 6, 14, 17, 21, 24]. Ь(У) С Л(У). 
Следствие 1 утверждает, что векторная дискретная задача поиска 

множества лексикографических оценок L(Y) разрешима с помощью ал­
горитма линейной свертки критериев. 

Непосредственно из теоремы 2 получаем сопутствующие результаты. 

Следствие 2. L(Y) = Л(У) <=> U(Y) = Л(У). 

Следствие 3 . Р ( У ) = Л(У) <=> У(У) = Л(У). 

Следствие 4 . Х(У) - Л(У) = Р (У) <=* U(Y) = У(У) . 
Согласно следствиям 3 и 4 как равенство У(У) = Л(У) , так и ра­

венство У(У) = С^(У) является достаточным условием для разрешимос­
ти задачи поиска множества Парето с помощью алгоритма линейной 
свертки критериев. 

Воспользовавшись известным равенством 

Л(У) = Р ( С О П У У ) П У, 

установленным для дискретных задач в [23] (см. также [22]), из след­
ствия 3 и теоремы 2 попутно получаем следующие три следствия. Здесь 
СОПУУ — выпуклая оболочка множества У. 

С л е д с т в и е 5. Р (У) = Л(У)<=>Р(У) С Р ( С О П У У ) < = » Л ( У ) = У(У) . 

Следствие 6. Л(У) = Р ( С О П У У ) П V(Y). 

С л е д с т в и е 7. Если L(Y) = P(Y), то 

Р ( С О П У У ) П [/(У) = Л(У) = Р ( С О П У У ) П У(У) . 

Приведем несколько примеров. 
П Р И М Е Р 1. Покажем, что включение U(Y) С Л(У) (см. теорему 2) 

может быть строгим. 
Пусть п = 2, Y = {у',у",у'"}, У' = (1,8) , у" = (3,3) , у'" = (8,1). 

Тогда L{Y) = {у1,у'"}. При Л = (±,±) имеем у" € Л(У,А) С Л(У). 
Следовательно, с учетом леммы 3 получаем С" (У) Ф Л(У"). 
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ПРИМЕР 2. Убедимся, что и включение Л(У) С V(Y) (см. теорему 2) 
может быть строгим. 

Пусть п = 2, Y = {у',у",у'"}, у' = (2,8), у" = (6,6), у"' = (8,2). 
Тогда из леммы 2 следует, что P(Y) — V(Y) = {у', у", у'"}. Вместе с тем 
при любом Л 6 Л2 имеем 

min { J2 Ь& Е Л^"} ^ 5' Е А '̂ = 6-
^ t = l t = l ' * = 1 

Поэтому у" ^ Л(У). Следовательно, Л(У) ^ ^ (У) . 
ПРИМЕР 3. Покажем, что утверждение, обратное следствию 7, не­

верно. 
Пусть п = 2, Г = {у', у", у'"}, У = (1,8), у" = (7,7), у'" = (8,1). 

Нетрудно убедиться, что L(Y) — {у', у"1}. В силу леммы 3 справедливо 
равенство L(Y) = 17(У). 

Непосредственно из определения множества Л(У) следует, что у' £ 
Л(У, А') при А' = ( | , | ) и у"' е Л(У, А"') при А//; = (±, §). Поэтому спра­
ведливо включение {у1,у'"} С Л(У). Вместе с тем при любом А Е Л2 

min {Ел^ !> Е л ^ " | ^ Е л ^ ' = 7> 
^ t = l i = l ' г = 1 

т. е. у" ^ Л(У). Следовательно, Л(У) = {у', у'"}. 
Нетрудно видеть, что P(Y) = {у', у", у"1}. Учитывая лемму 2, 

убеждаемся в том, что V(Y) = P(Y) = {у\у",у'"}. 
Из сказанного следует, что 

{ » ' , / ' } = L(Y) = U(Y) = Л(У) ^ У (У) = Р(У) = {у', у",у'"}, 

т. е. Х(У) ф P(Y). 
Так как Л(У) = Р ( С О П У У ) П Р ( У ) С Р(СОПУУ), ТО Р ( С О П У У ) П Л ( У ) = 

Л(У). Следовательно, 

Р(СОПУУ) П U(Y) = Л(У). 

Поэтому с учетом следствия б имеем 

Р(СОПУУ) П U(Y) = Л(У) = Р(СОПУУ) П V(Y). 

Однако, как уже установлено, L(Y) ф P(Y). 
Следующие примеры показывают, что при |У| = оо теорема 2 не­

верна. 
ПРИМЕР 4. Пусть п = 2, У = {у = [уиУт) | 0 ^ ух ^ 1,у2 = 1-у/Ш}, 

s' = (1,2),5" = (2.1). Тогда очевидно, что P(Y) = У, у0 = (0,1) € 
1 (У ,У)С1(У) . 
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Покажем, что L(Y) ф U(Y). Ясно, что при любом 0 > 0 имеем 

В то же время после несложных преобразований получаем 

У\ ~ Ук У°2 - У2 

1 
0 2 + 1' 

У'ш'. - У°{ Vi - У° 
> 0 . 

Ввиду (4) это означает, что у0 £ U(Y,s'). 
Далее, так как у" = (±, ±) € У и jfy = 1 > § = #,„ то у0 # U(Y, s"). 
Итак, у0 $ U(Y) = r/(Y,V) U £/(У,з"). Следовательно, 1(У) ^ U(Y). 
ПРИМЕР 5. Пусть множество Y имеет тот же вид, что и в примере 4. 

Поэтому по-прежнему P(Y) — Y. Рассмотрим два вектора 

/ = (0,,)€Р(П , = (-L-, , - У^ХГ) е Р(У). 
Ясно, что при любом числе 0 > 0 верны неравенства 

У°2 = 1 > 2/2, 2/? = 0 < ? 1 , 

из которых после несложных преобразований получаем 

^ | > 0 . 

Поэтому у° £ V(Y). Следовательно, V(Y) ф P(Y). 
Следующий пример показывает, что в случае, когда \Y\ — ос, 

U(Y) ф 0 и V(Y) ф 0, не только не выполняется включение U(Y) С 
V(Y), но эти множества могут даже не пересекаться. 

ПРИМЕР 6. Пусть п - 4, 

У = {» = (»ьУ2,»з,»4) I 0 ^ У1 ̂  2, Й = 2/Л Уз = (2 — 2/i)2, t/4 = 2 - j / J . 

Поскольку подробное изложение технически слишком громоздко, огра­
ничимся лишь схемой решения. 

Пусть у' = (0,0,4,2), у" = (2,4,0,0). Тогда очевидно, что г/', у" G 
P(Y). Для доказательства включений г/' £ ?7(У, s') и у" £ U(Y,s"), где 
У = (1,2,3,4), s" — (4,3,2,1), в качестве 0 (см. условие lb) достаточно 
взять число 4, поскольку неравенства 1а из определения 1 в этих случаях 
очевидны. 

Методом от противного нетрудно показать, что множество U(Y) не 
содержит других векторов, поэтому U(Y) = {у', у"}. 
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Чтобы убедиться в том, что у' 0 V(Y), достаточно рассмотреть 
вектор 

/ 1 1 / 1 \ 2 1 \ 
У = VeTT' (0 + i)2 ' v 2" 0+7J ' 2 "ёТТу еY' 

Тогда для любого числа 0 > 0 справедливы неравенства 

2/з > Уз, У'2 < 2/2, Уз - 2/з + 0(2/2 - 2/2) > О, 

которые и означают, что вектор у' £ V(Y). 
Аналогично, взяв вектор 

2 _ _ 1 _ fa.-i-V —̂  Ц е У 
0 + 1' vz 0 + i J ' (0 + i ) 2 ' 0 + 1 ; t r ' 

легко убеждаемся в справедливости неравенств 

2/1' > *ъ 2/з < *з, 2/1' - *i + 0(2/з ~ *з) > О 

при любом 0 > 0. Отсюда следует, что у" ^ V(Y). 
Для того чтобы доказать непустоту множества V(Y), рассмотрим 

вектор у0 = (1,1,1,1). Прежде всего ясно, что у0 £ P{Y). Далее, выбрав 
(см. определение 2) число 0 = 2 и перебрав всевозможные пары (г, j) £ 
Nnx Nn, i ф j , убеждаемся в том, что импликация (4) верна во всех этих 
случаях, т. е. у0 £ V(Y). 

Итак, в рассматриваемом примере 

U(Y) П V(Y) = 0 , tf(Y) ф 0 , У(У) / 0 . 

В заключение заметим, что в случае бикритериальной дискретной 
задачи из теоремы 2 и следствия 1 из [20] вытекает 

Следствие 8. В случае двух критериев (п = 2) формула 

Vt/* G P(Y) Vy,y' € У ((уг < у\ < з/1)ВД2 < у2* < Ы ) 

у[-У1У2-У2 
^ 0 

является необходимым и ДОСТАТОЧНЫМ условием выполнения равенств 

Л(У) = У(У) = Р(У). 
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