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О ДИОФАНТОВЫХ УРАВНЕНИЯХ 

С. И. Веселое 

Рассматривается система линейных диофантовых уравнений 
Ах = а над неоднородной решеткой L, имеющая неотрицательное ре­
шение. Доказано, что имеется решение, у которого компоненты не­
отрицательны и не превышают ddeiL, где d — максимальный по 
модулю минор матрицы (А а), порядок которого равен rang A. 

1. Обозначения и формулировка 
основного результата 

Пусть А ж В — матрицы размера тхп и рхп соответственно с це­
лыми элементами, rang А — т , а и b — векторы с целыми координатами; 

а1э а2,.... ,ап — столбцы матрицы А; Ь1? Ь2,... , Ьп — столбцы мат­
рицы В; 

L — подрешетка решетки всех целых р-мерных векторов, / = det X, 
запись u = v (L) означает, что u - v 6 L\ 

М — множество неотрицательных целых решений системы 

Ах = а, Bx = b(L); (1) 

d — максимум среди абсолютных величин миноров порядка т мат­
рицы (А а); N = { 1 , . . . , п}; 

А{ — матрица, полученная из А после удаления г-го столбца; 
S{ — наибольший общий делитель миноров га-го порядка матри­

цы А{\ 
D{ — квадратная матрица порядка т с целыми элементами и опре­

делителем S{ такая, что матрица Дг1Аг- имеет целые элементы (столб­
цами матрицы Di являются базисные векторы решетки, порожденной 
столбцами матрицы А,-); 

К (А) — конус, порожденный столбцами матрицы А. 
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В статье доказывается следующее утверждение. 

Теорема 1. Если М непусто, то существует элемент х° Е М такой, 
что х? ^ dl для каждого i £ N. 

При / = 1 это есть гипотеза Бороша-Трейбига [3-6], доказанная в [2]. 

2. Доказательство теоремы 1 

Не уменьшая общности, считаем, что наибольший общий делитель 
миноров тп-го порядка матрицы А равен 1. 

Теорема доказывается индукцией по п. Если п — т , то справедли­
вость утверждения следует из правила Крамера решения систем линей­
ных уравнений. Предположим, что утверждение справедливо для систем 
с числом неизвестных, меньшим п. Докажем утверждение для системы 
с п неизвестными. 

Случай 1. Сначала предположим, что из неравенства итА^ О сле­
дует и = 0. Согласно теореме Минковского — Фаркаша конус К (А) сов­
падает с т-мерным пространством, порожденным столбцами матрицы 
А. Следовательно, —аг- £ K(Ai) при любом г. Это означает, что 
rang Ai = m и выпуклый конус С, состоящий из решений системы Ах — 
0, ж ^ 0, содержит вектор с положительными координатами. Поэтому 
размерность конуса равна тг — га. 

Введем обозначения: 
Р — некоторая (п - т - 1)-мерная грань конуса С; 
I — {г| Х{ — 0 для всякого х £ Р} (при п — т + 1 полагаем / = N); 
х' — (Vl5 ж'2,... , х'п) — произвольный вектор из М; 
Н — матрица размера п X (п — га), в которой совокупность столбцов 

Ь? — [h\,... , hJ
n)T (j = 1 , . . . , п — т) является базисом решетки целых 

решений системы Ах = 0; 
R — квадратная матрица порядка п — га, столбцы которой образуют 

базис решетки целых решений системы ВНу = 0 (£). 
Не уменьшая общности, считаем, что Д2,/г3,... , / i n _ m £ Р. В этом 

случае h\ > 0 при любом i £ / . 
Для упрощения обозначений предположим, что 1 £ / и 

argmin x'Jh) = 1. (2) 

Согласно предположению о минорах матрицы А первая компонента лю­
бого целого решения системы Ах = ai#i + Ai(x2, ж3 , . . . , жп)т = 0 делится 
на 5i. Следовательно, первая компонента вектора /i1 равна si. 

Не уменьшая общности, считаем, что Н ж R имеют следующий вид: 
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Векторы решетки F целых решений системы Ах — О, Вх = О (L) 
находятся по формуле 

x = HRu=(ht + H4- Hw)u-
Отсюда вытекают два следствия: 

a) можно подобрать целое число ц так, чтобы получить целое реше­
ние 

х" = (х'1,... , xlf = (х[,..., < ) т + (Slt, (ht + H'rf)Tv 
системы (1) такое, что 0 ^ х'[ < s^, причем из (2) получается, что х'( ^ О 
при i £ / ; 

b) существуют матрица В1 и подрешетка L1 такие, что пересечение 
F с плоскостью Xi — О описывается системой вида 

х, = 0, А ^ , . . . , хп)т = 0, В\х2,... , хп)т = О (X1), 

причем IdetZ1! = | det _Д21. 
Согласно определению множества / для каждого г ^ / в множест­

ве {/г2,/г3,... ,/in""m} найдется вектор, в котором г-я компонента строго 
больше нуля. Следовательно, при любом i £ I справедливы неравенства 
Щ + • • • + К~т > 0. 

Определим целое число Л из условий 

Л/(/1г
2 + --- + /гГ"т) + < ^ 0 , г д е г £ / , 

и зададим вектор у по формуле 

У = (уг,...,уп) = ЩЬ2 + ••• + hn~m) + х" G М. 

Рассмотрим систему 

2?Г1Л1г = 1?Г 1(а-а 1у 1) , (3) 
В1г = Ь-Ь1У1(1), (4) 

где матрица Вг получена из матрицы В удалением первого столбца. 
Известно, что система имеет целое неотрицательное решение z — (у2,Уз> 
. . . , уп). Так как (4) эквивалентна системе В1у = Ь1 (X1) и наибольший 
по модулю минор т-го порядка расширенной матрицы системы (3) не 
превышает 

(Ух + !)<* = (*Г + W ^ ы 

то по предположению индукции система (3)-(4) имеет решение z° = 
(^i , . . . ? 2„_i), компоненты которого не превышают величины 

td\ det Lx\ = ^Idet i? 1 ! = Id. 
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В качестве х° можно взять (у ь 2° , . . . , ^_х) . 
Случай 2. Теперь предположим, что существует и ф 0 такое, что 

итА^0. Если и тЛ > 0, то выпуклая оболочка множества М, состоящего 
из неотрицательных решений (в том числе и нецелых) системы Ах = а, 
ограничена и, следовательно, является выпуклой оболочкой своих вер­
шин. Из теории линейного программирования известно, что компоненты 
вершин не превышают d. Так как М С М, то утверждение справедливо. 

Если некоторые компоненты матрицы итА равны нулю, то строки 
матрицы (А а) можно подвергнуть унимодулярному преобразованию 
и (с точностью до перестановки столбцов) получить матрицу вида 

(а\...а\ al+l...al
n аг\ 

{О. . . 0 al+l...al a*)' 

где подматрица (а\... aj) имеет ранг к и состоит из к строк, а столбцы 
(al+1.. .а2

п) имеют положительную последнюю компоненту. 
Положим а3 = а1 — a\+ix'v+i — • • • — a ^ n и рассмотрим систему 

а\хг Н Ь с^я„ = а3. (5) 

Докажем, что максимальный по абсолютной величине минор d1 порядка 
к расширенной матрицы системы (5) не превосходит d. 

Пусть к ^ 2. Для определенности предположим, что d1 = | det(a{... 
al-i а3)\- Покажем, что можно подобрать / = { г ь . . . , г ;}, где j = п — т , 
так, что все определители 

d e t П П 2 2J
 n > d e t П П 2 2 ' 2 (г £ 7 

V 0 . . .0 < . . - 4 0 ; \ 0 . . .0 < . . . a ^ a] ) 
либо неположительны, либо неотрицательны. 

Определим Л ф 0 так, что Лта3 > 0 и Лтаг- = 0 при г Е { 1 , . . • , к — 1}. 
Найдем крайнюю точку \L = (/x l9... ,/xm_fc) множества решений системы 

iiTa? + Атаг
х ^ 0, г 6 {v + 1 , . . . , тг}. 

В качестве / выберем множество номеров линейно независимых нера­
венств, обращающихся в равенства на /х. Пусть е целое число такое, что 
Ле ф 0. Строку е каждого определителя заменим на линейную комбина­
цию строк с коэффициентами Аь . . . , А*, /х1?... , /im-fc. Разложив каждый 
определитель по строке с номером е, получим 

ZAeATa3, ZAe(ATat
1 + М^Ч2) при г g / , 

где Z есть величина алгебраического дополнения к элементу, располо­
женному в последнем столбце и в строке с номером е. Очевидно, что все 
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числа либо неположительны, либо неотрицательны. Далее имеем 

d > det 

НЕ 
+ det 

> 

.a J f e - 1 
^2 

. a j 

det 

lk-l 

lk-l 

< 

det .a 
0 

jfc-i 

0 

• a}. 

.at 

0 

0 >rfx. 

При k = 1 следует положить е = 1, 

1 
- 1 Ai 

при a3 > 0, 
при a3 ^ 0 

и повторить рассуждения. 
По предположению индукции система (5) имеет решение ( x j , . . . , ж°), 

в котором компоненты не больше d. Ясно, что х\ при i £ {у + 1 , . . . , п} 
ограничен сверху решением задачи целочисленного программирования: 
найти max £, при условии, что Ах = а, х ^ 0. Следовательно, х\ не 
превосходит d. Поэтому в качестве х° можно выбрать вектор ( z j , . . . , х°, 

Сформулируем соответствующий результат относительно системы 
неравенств. 

Лемма 1 [1]. Пусть I С N, \I\ — m, A — матрица, состоящая 
из столбцов матрицы А с номерами из I, и Н — матрица, состоящая 
из строк матрицы Я с номерами из множества N \ I. Тогда | det A\ = 
|dettf | . 

Формула х — HRy + х' устанавливает взаимно однозначное соот­
ветствие между М и множеством решений системы неравенств 

HRy + x' $> 0. (6) 

Из теоремы следует, что если система (6) разрешима в целых числах, то 
существует решение у0 такое, что \\HRy0 + я'Цоо ^ d\ deti?|. Из леммы 
следует, что d|detJS| равно наибольшей из абсолютных величин мино­
ров п-го порядка матрицы HR и.миноров (п + 1)-го порядка матрицы 
\lIRx'). 

Таким образом, справедливо 

Следствие. Пусть G — матрица размера га х п и ранга п с целыми 
элементами, g — целый вектор, d равно наибольшей из абсолютных 

file:////HRy0
file:///lIRx'
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величин миноров п-го порядка матрицы G и миноров (п + 1)-го порядка 
матрицы (G g). Если система Gy + д ^ 0 разрешима в целых числах, то 
существует решение у0 такое, что \\Gy° + <7||оо ^ d. 

Автор благодарит А. Ю. Чиркова за полезное обсуждение этой ра­
боты. 
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