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А. В. Чашкип 

Рассматривается сложность реализации частичных булевых функ­
ций, приближающих булеву функцию от п переменных, являющуюся 
булевой функцией голосования (по большинству) М(ж 1 } . . . , хп). Функ­
ции вычисляются на машине с произвольным доступом к памяти, снаб­
женной генератором случайных чисел. Показано, что использование 
генераторов случайных чисел позволяет вычислять функции, грубо 
приближающие М(хх,..., хп), за константное время. При вычислении 
функций, достаточно близких к М(хг,... ,жп), использование генера­
торов случайных чисел не позволяет более чем в константное число 
раз уменьшить сложность вычислений. 

В в е д е н и е 

В работе изучается сложность вычисления значений булевых функ­
ций на вероятностных машинах с произвольным доступом к памяти 
(RAM). Подробное описание RAM можно найти, например, в [1]. Ис­
пользуемая ниже модель отличается от описанной в [1] тем, что (1) вход­
ная информация хранится не на ленте, а в памяти, что обеспечивает 
произвольный доступ к входным данным сразу после начала работы; 
(2) модель снабжена генератором случайных чисел, который порожда­
ет с равными вероятностями целые числа из множества { 0 , 1 , . . . , 2 5 } , 
где s = ^( log 2 те), а п — число переменных рассматриваемых булевых 
функций; (3) в каждый момент времени доступно произвольное неотри­
цательное целое число, не превосходящее @{25). Предполагается, что 
программы, управляющие работой машин, не содержат ветвлений. 

*) Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда 
фундаментальных исследований (проект 99-01-01175), программы под­
держки ведущих научных школ РФФИ (проект 00-15-96103), программы 
«Университеты России», Федеральной целевой программы «Интеграция» 
(объединенный проект АО-110). 
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Пусть D С {0,1}п. Будем говорить, что RAM-программа Р вычис­
ляет частичную булеву функцию / : D —> {0,1} с надежностью 1-е, если 
для каждого х £ D вероятность несовпадения вычисленного значения 
Р(х) со значением / (х) не превосходит е: 

Рг(Р(х) ф / (х)) < е. (1) 
Число команд в программе Р назовем ее сложностью и обозначим через 
L(P). Сложность самой простой программы, вычисляющей функцию / 
с надежностью 1 - е , назовем е-сложностью [рандомизированной слож­
ностью) функции / и обозначим через L(f,e). Программу, не обраща­
ющуюся к генератору случайных чисел, назовем детерминированной. 
Сложность самой простой детерминированной программы, вычисляю­
щей / , назовем сложностью / и обозначим через £ ( / ) . 

Известно [4], что в случае, когда нет ограничений на длину исполь­
зуемых программ, использование генераторов случайных чисел позво­
ляет уменьшить сложность вычисления булевой функции от п пере­
менных не более чем в п раз. В настоящей работе результаты из [4] 
обобщаются на случай частичных булевых функций и приводятся при­
меры частичных функций, аппроксимирующих функцию голосования 
М ( х ь . . . , ж„), для которых детерминированная сложность с точностью 
до порядка превосходит рандомизированную сложность в п раз. Ранее 
было показано [5, 6] (см. также [7]), что в некоторых специальных моде­
лях схем использование вероятности позволяет вычислять аналогичные 
функции проще, чем функцию М(ж 1 ? . . . , хп). Примеры функций, ран­
домизированная сложность которых при вычислении на одноленточных 
машинах Тьюринга меньше детерминированной, можно найти в [2]. 

Доказательство того, что рандомизированная сложность конкретной 
булевой функции значительно меньше ее детерминированной сложности, 
заключается в установлении нижних оценок детерминированной слож­
ности, превосходящих верхние оценки рандомизированной сложности. 
Результаты в [2] получены благодаря «слабости» детерминированной 
модели — для простых функций (например, для определения симметрич­
ности двоичного набора) установлены квадратичные нижние оценки. 
В настоящей работе ситуация иная. Результаты получены благодаря 
«силе» используемой модели — рандомизированная сложность рассмат­
риваемых функций ограничена сверху константой, а детерминированная 
сложность оценивается снизу через число существенных переменных. 

1. Рандомизированная сложность 
произвольных булевых функций 

Ниже приводятся простейшие соотношения, связывающие рандоми­
зированную и детерминированную сложности булевых функций. Анало­
гичные результаты в различной форме можно найти, например, в [2-7]. 
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Лемма 1. Пусть D С {0,1}", f : D -> {0,1}, О < е < -ф-{ и О < 6 < 
7 < \. Тогда 

L(f,S)^L(f,-y), L(f,e) = L(f). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Первое неравенство из утверждения леммы оче­

видно, так как любая программа, вычисляющая / с надежностью 1 — <S, 
вычисляет / с надежностью 1 - j . 

Пусть программа Р вычисляет частичную булеву функцию / : D —» 
{0,1} с надежностью 1 - е и в процессе вычисления к раз обращается 
к генератору случайных чисел. Набор порождаемых при этом случай­
ных чисел будем обозначать через z = (^ , z2,..., zk), а множество всех 
возможных значений z — через Z. Обозначим через P(x ,z) значение, 
вычисленное программой Р на наборе х при условии, что генератор слу­
чайных чисел порождает набор z. В этих обозначениях неравенство (1) 
эквивалентно неравенству 

£ ( P ( x , z ) © / ( x ) ) ^ | Z | . (2) 

Если е < т™т, то 
££(P(x,z)®/(x))<|Z|. 

Поэтому найдется такое z0 6 Z, что ^ (^(х?2о) Ф / ( х ) ) < 1- Так как 
x£D 

последняя сумма есть целое число, то 

£(P(x,z0)©/(x)) = 0. 

Заменяя в Р обращение к генератору случайных чисел соответствую­
щими набору z0 целыми числами, получаем детерминированную прог­
рамму Р ' , вычисляющую / . Легко видеть, что L(P') ^ L(P). С другой 
стороны, ясно, что L(f) ^ L{f,e) при любом е. Лемма доказана. 

Теорема 1. Пусть D С {0,1}п и 6,Е такие, что щ ^ 6 < е ^ ~. 
Тогда для любой функции f : D -» {0,1} яря п —• ос справедливы 
соотношения *) 

i ( /,£) = 4 i ( / ,6 ) !^£) , аде) = п(ад^). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Р ' — вероятностная программа сложнос­

ти L(f,e). Используя Р ' , построим другую программу Р , вычисляющую 

*̂  / ( n ) = ^(^(ri)) означает, что существует такая положительная констан­
та с, что f(n) J> с • <?(п). 
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f с большей надежностью. Пусть х Е D и / = 2V + 1, где V — целое, 
большее единицы. Независимо / раз вычислим Р'(х). К вычисленным 
значениям применим функцию голосования. Тогда получаем 

Рг(Р(х) ф / (х)) = J2 (%<(1-е)1-' 

t=J '+l ^ ' i=J '+ l 

„ . , 2 ' Z + ^ l - £ ) - ' ' 2 ' (£(1-£)) ' '+1 , , . ... /2 , . 
< ^ 1 - £ У з 1 - 2 е < 3 ( 1 - 2 . ) ^ 4 ^ - £ ) ) ' / 2 - (3) 

Положив /' = 
неравенство 

1оМ log (4e(i-c)) ' ВИДИМ? ч т о ПРИ каждом х из Д справедливо 

Рг(Р(х) ^ / (х)) < 6. 

Легко видеть, что / с точностью до постоянного множителя совпадает 
с j^jkj и L(P) — / • L(P') + G(V). Первое утверждение теоремы доказано. 

Теперь положим V -log.Pl В этом случае справедливо не-log3(4e(l-e)) 

равенство (4е(1 - е))1^2 < щ. Пусть 7 = (4е(1 - ё))^2'• Тогда из первого 
утверждения теоремы следует, что 

W.«) = »('</.7& 
Так как 7 < щ, то из леммы 1 следует, что L(f,~/) = £ ( / ) . Поэтому 

Теорема доказана. 
Согласно следующей теореме рандомизированная сложность булевой 

функции, существенно зависящей от п переменных, с точностью до по­
рядка не меньше п. Ниже будет показано, что этот результат не может 
быть распространен на частичные функции — существуют частичные 
функции, которые можно вычислять за константное время рандомизиро­
ванными программами с высокой надежностью, и любое доопределение 
таких функций существенно зависит от растущего числа переменных. 

Теорема 2. Пусть f — булева функция, существенно зависящая от 
п переменных. Тогда 

£(/,£) = ад. 



О рандомизированной сложности функций 81 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что i ( / , | ) < | п - 1. Пусть Р — 
минимальная вероятностная программа, вычисляющая / с надежностью 
§. Тогда согласно (2) для любого х имеем 

£(P(x ,z )@/(x ) )^ |Z | (4) 

и при каждом z £ Z функция P(x,z) существенно зависит менее чем 
от | переменных. Следовательно, найдется такая переменная Xj, что 
менее трети функций P(x,z) существенно зависят от Xj. Пусть х ,х ' £ 
{0,1}п — такие наборы, отличающиеся в j-ж компоненте, что Д х ) ф 
Дх' ) . Тогда значения P(x,z) и P(x ' ,z) совпадают более чем на \\Z\ 
различных наборах z из Z, Следовательно, либо 

]T(p(x,z)e/(x))>i|z|, 
z£Z 

либо 
^ ( P ( x ' , z ) e / ( X ' ) ) > ^ | . 
z£Z 

Противоречие с (4). Теорема доказана. 

2. Детерминированная сложность функций, 
аппроксимирующих функцию голосования 

Весом произвольного набора х = (# ! , . . . ,жп) из {0,1}п назовем ве-
п 

ЛИЧИНу ltf(x) — J2 Xi-
t = l 

Далее полагаем, что п > 2 т , и рассматриваем детерминированную 
сложность частичной булевой функции Мп > т(х), определяемой следую­
щим образом: 

( 1, если гу(х) ^ п — гп] 
Мп>т(х) = < *, если m < w(x) < n — m; 

I 0, если гу(х) ^ тп. 

Функция МП)ГП(х) аппроксимирует функцию голосования 

1, если w(x1,..., хп) ^ [п/2\ + 1, 
М п ( х ь . . . , а п ) = 

О, если гу(ж1?... ,яп) ^ [_гг/2J. 
При п = 2 т + 1 функция М п т ( х ) является полностью определенной 
булевой функцией. Оценим сложность функции Мпт(х). 
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Лемма 2. При п > 2т любая полностью определенная булева функ­
ция, являющаяся доопределением функции Mn?m(x)7 существенно зави­
сит не менее чем от 2т + 1 переменных и 

£(МП)Ш(х)) = 2 т + ^ ( 1 ) . (5) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ЕСЛИ W(X) ^ т , то среди первых 2га+1 разрядов 
набора х найдется не более т единиц, а если ш(х) ^ п — т, то среди 
первых 2т + 1 разрядов набора х найдется не более т нулей. Поэтому 

^n,m\xli • • •> хп) — ^ 2 m + l , m ( £ b • • • ) Х2т+\)-> 

i (M n ,m(x)) ^ Х(М2т+1)Ш(х)) <: 2т + 0(1). 

С другой стороны, любая полностью определенная булева функция, явля­
ющаяся доопределением частичной функции МП)ГП(х), существенно зави­
сит не менее чем от 2т + 1 переменных. Если это не так и некоторое 
доопределение h существенно зависит от р <: 2т переменных (без огра­
ничения общности полагаем, что это первые переменные и р > га), то 

1 = M n i m ( 1 . . . 1 0 . . . 0 1 . . . 1 ) = fe(1...10...0) = M n , m ( 1 . . . 1 0 . . . 0 ) = 0. 
т р — т n—р т р — т т п — т 

Противоречие. Следовательно, Ь(МП)ГП(х)) > 2т. Лемма доказана. 

3. Рандомизированная сложность функций, 
грубо аппроксимирующих функцию голосования 

Теорема 3. Пусть 0 < £ ^ | , 7 > 0 — постоянная и п > (2 + "у)т. 
Тогда при п —> ос *) 

Z(Mn>m,£) = ©(min (ra,log2 -

Утверждение теоремы следует из двух приводимых ниже лемм. 
Верхняя оценка следует из леммы 3 и условия п > (2 + 7) т> нижняя 
оценка — из леммы 4. 

Лемма 3. Если О ^ е ^ | , то при п -» ос 

£(М„,„(х),«) = <?{ ( -JL-)" log, ( ^ - ^ ) ). 

*) f(n) = в(<?(п)) означает, что существуют такие положительные констан­
ты сг и с2, что сх • у(п) ^ /(л) ^ с2 • #(п). 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Опишем вероятностную программу Р п / , вычис­
ляющую функцию Мп , т(х) . Зафиксируем целое нечетное / = 2/'+ 1. Ис­
пользуя генератор случайных чисел, выберем равномерно распределен­
ные на {1 ,2 , . . . , п} целые числа {ri,r2,.. .т*/} *) Далее вычислим функ­
цию голосования от переменных {хГ1, я Г 2 , . . . , хп }. Очевидно, что слож­
ность программы Рп1 пропорциональна /. Пусть гу(х) ^ га (случай 
ги(х) ^ п-гп рассматривается аналогично). Положим 6' = ^ ^ и 6 — ~. 
Тогда после преобразований, аналогичных (3), имеем 

Рг(Рп,,(х) ф Mn,m(x)) = Рг(Р„,г(х) = 1) 

izzl' + l X 7 » = / Ч 1 Ч 7 

Легко видеть, что при /' = log9 е(1-2<!)) . 

ь (46(1-6)) с п Р а в е Д л и в о неравенство 

(4ff(l - «))'/» < 1 - 2 5 
Следовательно, при w(x) ^ m имеем 

РГ(РП|/(Х) ф Mn>m(x)) ^ £. 

Так как 
АС. гч 4 т / т\ / п — 2т\/ п - 2га\ „ / т г - 2 г а \ 2 

Щ1-6)^—{1--) = 1 1+ = 1 -
71 

ТО 

J*№*). ^ ^ . . » Vlofe 
\log2 (1 - i11—)2)) \Дп - 2m/ &2 V(n - 2m)e> 

Лемма доказана. 

Лемма 4. Пусть 0 ^ £ ^ | , 7 > 0 постоянная и п > (2 + 7 ) т - Тогда 
при п —> ос 

Z(Mn>m(x),£) = ft(min (ra,log2 - J J . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Р — минимальная вероятностная прог­
рамма, вычисляющая Мп>т(х) с надежностью 1 — £, и Д — функция, 
являющаяся доопределением частичной функции МП]Ш(х), вычисляемая 

*) В рассматриваемой модели иногда невозможно получить при некоторых п 
равновероятное распределение на множестве {1, 2, . . . , п}. Однако легко по­
казать, что при s ^ log2 n можно получить распределение, в котором веро­
ятности появления различных чисел различаются не более чем на п~4. При 
такой точности проводимые далее рассуждения остаются справедливыми. 
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1. Используя схему выбора без возвращения, случайно выбираем 
/-элементное подмножество z = {гг, г2,.. . г/} из множества {1, 2 , . . . , п}. 
Очевидно, что любое z порождается с вероятностью (") 

2. Вычисляется функция голосования от переменных {хГ1, жГ 2 , . . . , хГ1}. 
3. Результатом работы алгоритма АП)/ на переменных ж1э я 2 , . . . , яп 

объявляется значение функции М/^/(хГ1,жГ2,.. .,жГ|). 
Как и в случае программ будем говорить, что алгоритм AUii вы­

числяет частичную булеву функцию МПуГП(х) с надежностью 1 - е , если 
для каждого х из области определения функции МП|Ш(х) вероятность 
несовпадения вычисленного значения Лпд(х) со значением М„ |Ш(х) не 
превосходит 5. 

Положим Е0 = {х | х £ {0, l}n ,w(x) = га} и Ех = {х | х £ 
{О, l}n ,w(x) = г г - га} . 

Лемма 5. Пусть I < т. Тогда: 
(г) Если х £ Е0 U Е ь то 

РГ(ЛВ,,(Х) ̂  м„,т(х)) = х; П ( Л / гг — / \ //тг 
тп — j / / \m 

(гг) Если лря некотором z £ Z имеет место неравенство 

J2 (AnJ(x1z)QMn)m(x))^e((n) + ( тг 
п — тп 

(6) 

то алгоритм АП}1 вычисляет функцию M„ im(x) с надежностью 1-е. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Легко видеть, что при любом х £ Е0 

Рг(ЛП|,(х) # МП|Ш(х)) = ( J ^ ( Л П ) / ( х , z) ф Mn>m(x)) 

i i , . . . , t i 

Аналогичные соотношения справедливы и для х £ Е ь Поэтому при 
любом х € E0U Ei имеем 

Pr(An,,(x) ф M„,m(x)) = (") X) '7)(""-7i- m 
Так как 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Р ' — минимальная программа, вычисля­
ющая функцию МП}ТП(х) с надежностью 1-е. Заменим обращение к дат­
чикам случайных чисел в Р' соответствующими компонентами набора z. 
В результате получим новую детерминированную программу Pz такую, 
что Pz(x) = P '(x,z) . Допустим, что функция, вычисляемая програм­
мой Pz , существенно зависит только от р переменных. Очевидно, что 
р ^ L(P'). Далее полагаем также, что р < т . 

Легко видеть, что для N(PZ) — числа наборов х из Е0 U Е\, на 
которых Pz(x) ф МП)Ш(х), справедливо равенство 

*№>=£ Е (*<:')+*4-V-,))-
0^^рхе{0,1}р Ч Ч 7 V 7 7 

ги(х)=г 

Далее оценим снизу N(PZ). Так как 

п — р \ / ( п ~ р 
m — г) I \п — гп — гj 

[п — р)\(п — m — г)!(п — р — тг + гп + г)! 
(га — г')!(п — р — m + i)\(n — 2р)! 

(п — га — г)!(га — р + г)! 
( т — г)!(гг — р — га + г)! 

(гг — ж — г ) . . . (га — г + 1) 
((п - m - г) - (р - 2 0 ) . . . ((га - г + 1) - (р - 2г))' 

то легко видеть, что р - 2г ^ 0 при г ̂  | . Поэтому 

п — р\ I п — р 

чга — г/ \п — m — г 

Если г > р, то 2р - 2г < 0. Следовательно, 

п — гп — г) \тп — г 

Таким образом 

г = 0 ч 7 х 7 i=Lp/2j+l Ч 7 Ч 7 

Легко видеть, что для функции 

Г 1, если У)(х{1,...,х{р)2 [р/2\ + 1, 
I 0, если Ц а ^ , . . . , ^ - ) ^ (p/2J, 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Будем полагать, что х £ Е0 U Ех. Доказатель­
ство леммы для других х аналогично. В силу утверждения (г) леммы 5 
для любого X G . £ Q U EI справедливо равенство 

Рг(Ап,,(х) ф М„,и(х)) = £ (J.)(^_ 

Тогда при любом х € EQU Ei имеем 

I'+VF/S . . . _ . 

Pr(An,,(x) ^ Mn,m(x)) > J ] .) " _ . 

Поэтому для доказательства леммы оценим величину, стоящую в правой 
части последнего неравенства. Сначала оценим (.). Положим j = /' + j ' 

fl0<j4f' Т о г д а 

Г...(1'-Г + 2) ^ fl'-j'y' 

>О-Й**>ЙГ>!-
( I \ 2' /77 

Так как I j ^ —= при I ^ 7, то при /' < j ; ^ /' + i^-

/ \ 3 / / \ 3 2' 2f 

jy! > 4 [l> + l)> 4 V2FTT ^ Зх/F ( j 

Далее оценим отношение (^ l ' ) / ( ^ ) j учитывая, что п > 2m и 3m > 
n > 16/: 

n — / \ / / n \ (n — l)\m\{n — m)\ 
m — jj I \mj n\(m — j)l(n — I — m + j)\ 

1 / (n - l)m(n- m) {n-l)n"lmm(n- m) n " m 

^ 2 у (m - j ) (n - m - / + j )n (m - j)m~^{n - m- I + jy-™~i+jnn 
1 ( n - / ) n - / m m ( n - m ) n ~ m 

^ 4 ( m - j)m-j(n- m- I + j)n-m-i+jnn 

1 / m y ' / n - m \ ~; fm(n - m - I + j)\m'J f (n — m)(n - I) 
4 \n J \ n J \ ( m - j)(n - m) J \(n — m - I + j)n/ / . ^ 
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Преобразуем второй и третий сомножители в (13). Положим s = у/Т1, 
t = n-2m. Так как V < ^(7) 2 log 2 ±, то (£)2 < ^ ^ . Поэтому при 
V ^ 3 ^ V + f имеем 

n ) ( — ) = (^Г) (-^Г) = (2) I1 - n) i1 + п) 

71 

2 / V 32/' у \ V 32/' / 

^)Ы K^' (14) 
, 2 / V4/ V2 

Далее оцениваем два последних сомножителя в (13) 

'm(n — т — I + j)\m~J ( (п — т)(п — I) 
(m — j)(n-m) J \(п - т — I + j)n/ 

тп — т2 — ml + mj\m~3 (n2 — тп — nl + ml)^ n~ 
тп — т2 + mj — Зп J \ п2 — тп — nl + nj 

= 1+ =Цг- : 1 тп — m2 + rnj ~ j n / \ n2 — mn — nl + nj 
Л j n - m / \ m " J / _ j n - m / \ n " ' 

^V т(^-^-ПУ V n(n-m-/'); ' l } 

Введем функцию tp = n
;"^™|, и оценим ее при условии V + 1 ^ j ^ 

' ' + 8 • Преобразуя числитель, получаем 

п — t ( l\ It ny/V уДу/lt 
jn - ml = jn —-/ = n[j - -) + — ^ — h 

2 V 2 / 2 4 2 
ПЛ ^ i ^ . f /77пл/1об2 !/g . ny/Vlog2l/e 

** 4 + W / 4* ^ 2 
Так как t — n - 2m < | , л/^7 ^ /' < 5 < 55, то для числителя <р справед­
ливо неравенство 

, ny/F It п2 

in - ml = 1— < —. 
J 4 2 ^ 48 

Следовательно, 
n Jl1 log2 lie 16 r— —-
2(n — ra — /') 15 

¥ > « $ — • ( 1 7 ) 

^ ^ 20 v ; 
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В силу (17) имеем ( ^ ) < ^ < ~. Далее, продолжим цепочку неравенств 
(15) при условии Г + 1 ̂  j ^ /' + ^f: 

га/ V п/ V п / \ п/ 

/ / 3 ^ 2 \ ( П - ' ) / 2 И*)У - (^Г™ 
> [i_ f ^ y p ^ ^ "2' Л + ^^ (~^ / 8~' / 2 ) 

\ п У J V п / 

HiJ u) =UJ • (18) 

Используя (16), оценим показатель экспоненты, стоящей в (18): 
9<?2 <pt (ру/!1 

2п An 16n 
9 / 1 6 \ 2 / ; l o g 2 l / £ 16 ty/l'log2l/e 1 6 / y i o g 2 l / £ 

^ 2 \Tb) n + 15 4ra + 15 16n 
16. 1 / 2 4 1 1 \ 1, 1 

^151^Д5^32+16^ + Т б - 1 б ) < 1 1 о ^ 7 - (19) 
Объединяя (18) и (19), при имеем 

n-l (vain — ra — I + j)\m J f (n — m)(n — I) \ n r- , ч 
- Г T7 ^ Г ^ T - ^ V^. (20) 

V (ra-j)(n-ra) у V(rc-m-/ + .7W 
Объединяя (12)-(14) и (20), при Г + 1 ̂  j ^ l' + \W имеем 

i)(™-i)/(m)*I^- {21' 
Подставляя (21) в (11), получаем 

/+|У?78] / д / ^ \ / \ 

^ ! U U - J / U - W ^ 100' 
Лемма доказана. 

Лемма 8. Есля е и т такие, что 0 ̂  е ^ ^ 2га < гс < Зга, то яри 
п —» ос 

£(МП|Ш(х),£) = П ( min (га, ( — ) log2 -
V \ \п - 2га/ е 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПОЛОЖИМ 6 = ^ . Рассмотрим случай 8 ^ ^ . 
Легко видеть, что размер области определения функции Mn>m(x) больше 
2Ш. Следовательно, можно воспользоваться теоремой 1. Из этой теоремы 
следует, что 

1(МП|ТО(х),е) - fi (х (М п , т (х ) , £ ) ~ ) - П(Х(Мп,та(х), (5)). (22) 

Далее оцениваем снизу величину Z(Mn>m(x), <5). Если Х(МП)Ш(х),<5) ^ га, 
то утверждение леммы следует из (22). Далее полагаем, что Z(Mn>m(x), 
<5) < m. Пусть / — такое нечетное целое, что 

Рг(Л„,,(х) ф М„,т(х)) < 6, (23) 
,Рг(Лп,,_2(х) ^ М„,т(х)) > й. (24) 

Из (23) и леммы 7 следует, что / ^ ^ m i n (n, (n_n
2m)2log2 j). В то же 

время из (23), (24) и леммы 6 следует, что £(МП)Ш(х),£) > /. Поэтому 

£(Mn,m(x),<5) > ^ m i n (n , ( - - T ^ ) 2 l ° g 2 \ J • (25) 

Объединяя (22) и (25), при 6 ^ ^ получаем требуемое неравенство. 
Утверждение леммы при 6 < ~г легко следует из справедливости 

леммы при (50 = ^г, равенства log2 ~ = т и леммы 1. Лемма доказана. 
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