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СТРОЕНИЕ ПЛОСКИХ ТРИАНГУЛЯЦИИ 
В ТЕРМИНАХ ПУЧКОВ И ЗВЕЗД*) 

О. В. Бородин, X. Брусма, А. Н. Глебов, 

Я. ван ден Хойвел 

Вес предполной звезды при вершине v плоского графа G опреде­
ляется как сумма степеней всех смежных с v вершин, кроме одной, 
имеющей наибольшую степень. Показано, что если в плоской триан­
гуляции Т отсутствуют достаточно длинные цепи, которым принадле­
жат только вершины степени 4, то в Т существует пред полная звезда 
ограниченного веса при вершине степени не более 5. 

Введение 

Строение плоских триангуляции изучалось во многих работах, 
часть из них приводится в обзоре [1] и в библиографиях к статьям [2-4]. 
Из последних результатов в данном направлении отметим доказатель­
ство О. В. Бородиным и Д. Вудалом [3] гипотезы Коцига (1978) о су­
ществовании в плоской триангуляции с минимальной степенью 5 цикла 
длины 4 с суммой степеней вершин (весом) не более 25. Другой резуль­
тат , непосредственно связанный с настоящей статьей, получен в [4], где 
доказана точная верхняя оценка для минимального веса граней в плос­
ких триангуляциях в зависимости от максимальной длины цепи, которой 
принадлежат только вершины степени 4. 

Заметим, что доказательство гипотезы Коцига в [3] основывается 
на существовании в плоской триангуляции с минимальной степенью 5 
так называемой предполной звезды веса не более 25 с центром в некото­
рой 5-вершине. Вместе с тем для триангуляции, содержащих вершины 
степени меньше 5, невозможно указать никакой верхней оценки для веса 
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предполных звезд при младших вершинах, т. е. вершинах степени не 
более 5. Так, из примера бипирамиды следует, что любая младшая 
вершина в плоской триангуляции Т может быть смежна не менее чем 
с двумя вершинами неограниченно большой степени (полюсами). 

Ниже доказывается теорема о строении плоских триангуляции в тер­
минах предполных звезд при младших вершинах и так называемых пуч­
ков (определение см. ниже). В частности, показано, что в плоской три­
ангуляции Г существует предполная звезда ограниченного веса при вер­
шине степени не более 5, если в Т отсутствуют пучки достаточно боль­
шой заданной ширины. Оценка на ширину пучков в этой теореме не-
улучшаема. В последующих работах данная теорема будет использована 
при получении точной верхней оценки для 2-дистанционной степени про­
извольного плоского графа и верхней оценки для его 2-дистанционного 
хроматического числа. 

1. Определения и формулировка 
основного результата 

Будем рассматривать обыкновенные плоские триангуляции (т. е. 
триангуляции, не содержащие петель и кратных ребер). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Будем говорить, что в плоской триангуляции Т 
имеется пучок Н ширины m ^ 3 с полюсами в вершинах р и g (где 
р ф д), если в Г существует последовательность путей P l 5 P 2 , . . . , Pm , 
обладающая следующими свойствами. Каждый путь Рг, г = 1 , . . . ,га, 
имеет длину 1 или 2, и его концами являются вершины р и q. При этом 
для любого г = 1 , . . . , т — 1 цикл, ограниченный путями Р; и Д-+1, не 
является разделяющим в Т (т. е. внутри этого цикла не содержится 
ни одна вершина триангуляции Г) (рис. 1 и 2). Кроме того, указанная 
последовательность путей является максимальной в том смысле, что не 
существует такого пути Р0 (равно как и Pm+i), который можно было бы 
добавить к пучку Н с сохранением всех указанных свойств. 

Рис. 1. Пучок без родительского ребра 
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Рис. 2. Пучок с родительским ребром 

Если при некотором i путь Р;, принадлежащий пучку Я , имеет 
длину 2, т. е. Р{ = pv{q, то вершину vt- будем называть собственной вер­
шиной пучка Я , или пучковой вершиной. Всякий путь Р{ = до длины 1, 
принадлежащий пучку Я , будем также называть родительским ребром 
пучка Я (рис. 2). 

Если цикл, ограниченный путями Рх и Р т , является разделяющим 
в Т (т. е. вне пучка имеется хотя бы одна вершина графа Т), то ребра, 
принадлежащие путям Pi и Р т , будем называть граничными ребрами, 
а вершины Vi и vm — концевыми вершинами (или ?ссш1(смш) пучка Я . 
Заметим, что поскольку Т является триангуляцией, родительское ребро 
pq не может быть граничным в Я . Вершины V{ при 2 ^ г ^ т — 1 будем 
называть внутренними, а при 3 $С г ^ га — 2 — строго внутренними 
вершинами пучка Я . Каждое ребро вида ViVi+i, соединяющее соседние 
пучковые вершины, назовем горизонтальным, а каждое ребро, принад­
лежащее какому-либо из путей Рг, — вертикальным ребром пучка. За­
метим, что согласно определению степень любой внутренней вершины 
у^ пучка Я равна 4 или 3, причем последнее возможно лишь в случае, 
если вершина г;,- инцидентна грани, содержащей родительское ребро pq. 
При этом вершина г\- смежна с каждым из полюсов р и д, а также с одной 
или двумя соседними пучковыми вершинами V{_i и (или) vi+i. 

Вершины степени не менее 26 в Т будем называть В-вершинами, 
вершины степени не более 25 — L-вершинами, вершины степени не бо­
лее 5 — младшими вершинами. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть и — некоторая вершина степени d в Т 
и Vi,... , vk — несколько вершин в окружении и (не обязательно идущих 
подряд). Будем говорить, что вершины и, vx,... , vk и ребра uvx,... , uvk 
образуют k-звезду при й-верппще и, определяемую вершинами v±,... , vk. 

k 
Величину Y^ d(vi) будем называть весом указанной звезды. При этом 

t = i 
всякую (d — 1)-звезду при d-вершине и будем называть предполной, 
а всякую d-звезду — полной. 
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Теорема 1. Для любой плоской триангуляции Т верно одно из сле­
дующих утверждений: 

(A) В Т имеется предполная звезда при младшей вершине, не содер­
жащая В-вершин, веса не более 38. 

(B) В Т имеется В-вершина Ь, которая является полюсом либо для 
пучка ширины более d(b)/5, либо для пучка ширины d(b)/5 с родитель­
ским ребром, либо для пяти пучков ширины d(b)/5 без родительских ре­
бер и с несовпадающими концевыми вершинами. При этом в последнем 
случае все концевые вершины, кроме, возможно, одной, имеют степень 5, 
а степень последней концевой вершины не превосходит 11 (рис. 3). 

Рис. 3 

Следствие 1. Если в плоской триангуляции Т каждая В-вершина Ь 
является полюсом лишь для пучков ширины менее d(b)/b, то вТ имеется 
предполная звезда при младшей вершине веса не более 38. В частности, 
если ширина каждого пучка вТ не превосходит 5, то Т содержит звезду 
указанного вида. 

2. План доказательства теоремы 1 

Доказательство теоремы 1 составляет содержание пп. 3-9 настоящей 
статьи и проводится в несколько этапов. 

В п. 3 вводится в рассмотрение триангуляция Т, являющаяся контр­
примером к утверждению теоремы. Для каждой вершины v E V(T) 
определяются понятия ее начального (ft(v)) и конечного (/i*(v)) зарядов 
и формулируются правила П1-ПЗ, по которым начальные заряды пре­
образуются в конечные. При этом основным свойством величин ji{y) 
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и /i*(v) является соотношение 

£ мм= £ м» = -12. (1) 
vev(T) uev(T) 

Дальнейшее доказательство состоит в проверке для каждой верши­
ны v £ V{T) неравенства fi*(v) ^ 0, которое противоречит (1). В п. 4 
это неравенство доказывается для случая, когда v является Х-вершиной 
(лемма 1). В п. 5 предполагается существование в Т такой Б-вершины 6, 
для которой fi*(b) < 0. В лемме 2 устанавливаются некоторые свойства 
ребер, инцидентных вершине Ь . Далее (пп. 6-9) доказывается, что для 
выбранной вершины Ь справедливо утверждение (В) теоремы 1. 

В п. 6 осуществляется локальный переучет зарядов, направляемых 
вершиной b по инцидентным ей ребрам, для чего вводится так называ­
емое правило усреднения ПУ. Далее на основе этого правила определя­
ются понятия предпучка и разделителя, представляющих собой некото­
рые подмножества ребер из окружения вершины Ь. 

Лемма 3 из п. 7 описывает условия, при которых заданный предпу-
чок из окружения вершины b является частью некоторого пучка. В лем­
мах 4 и 5 из п. 8 изучается строение разделителей. Наконец, в п. 9 дока­
зывается основная лемма 6, из которой следует, что вершина b является 
полюсом для одного или 5 пучков, удовлетворяющих утверждению (В) 
теоремы 1. 

3. Правила перераспределения зарядов 

Пусть триангуляция Т является контрпримером к утверждению 
теоремы. Так как любая плоская триангуляция, отличная от К3, не 
содержит вершин степени 1 и 2, то 6(Т) ^ 3. Очевидно также, что Т 
обладает следующими свойствами: 

(А') Каждая предполная звезда при младшей вершине в Т либо со­
держит 5-вершину, либо имеет вес, не меньший 39. 

(В') Каждая Б-вершина b в Т может являться полюсом для пучков 
ширины не более d(b)/5. 

Положим V = V(T) и запишем формулу Эйлера для триангуляции 
Т в виде 

£(ад-б) = 5>(«) = -12. (2) 
Число fi(v) = d(v) — 6 называется (первоначальным) зарядом вершины 
v £ V. Заметим, что только младшие вершины в Т имеют отрица­
тельный заряд. Перераспределим заряды между вершинами из Т таким 
образом, чтобы для каждой вершины v £ V ее новый заряд fi*(v) стал 
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неотрицательным, а сумма всех зарядов в Т осталась неизменной. Это 
приведет к противоречию с (1) (см. п. 2): 

о < 5>ч«) = 5>(*) =-12- (з) 
Будем использовать следующие обозначения: 

v , и 
Ф \\\ Ф если вершина v передает вершине и заряд, равный | ; 

V U 
Ф \\ • если вершина v передает вершине и заряд, равный 1; 

v и 
Ф 1 • если вершина v передает вершине и заряд, равный ±-; 

V U 
Ф е • если вершина v не передает заряд вершине и. 

В первом случае ребро vu будем называть полуторным, во втором — 
единичным, в третьем — половинным и в последнем случае — нулевым. 
При этом направление передачи заряда вдоль ребра vu всегда будет од­
нозначно определяться из контекста дальнейшего доказательства. 

Определим следующие правила П1-ПЗ перераспределения зарядов, 
в соответствии с которыми вершины степени не менее 9 передают часть 
^воего заряда младшим вершинам, делая заряд младших вершин не­
отрицательным . 

П 1 : Пусть и — некоторая 4-вершина и vx,v2,v3,vA — вершины из 
окружения вершины и, обозначенные в циклическом порядке. Ввиду 
свойства (А') степени по крайней мере двух вершин из vlyv2,v3,v4 не 
менее 12. Возможны следующие случаи: 

а) d(v{) ^ 12 при каждом i — 1 , . . . ,4. В этом случае каждая вершина 
Vi, 1 ^ г ^ 4, передает вершине и заряд, равный 1 (рис. 4, а); 

б) d(vi) ^ 11 и d(vi) ^ 12 при г = 2,3,4. В этом случае вершина v3 
передает вершине и заряд 1, а каждая из вершин v2 и v4 передает заряд, 
равный | (рис. 4, б); 

в) d(vi) ^ 11, d(v3) ^ И , d(v2) ^ 12, d(v4) ^ 12. В этом случае 
каждая из вершин v2 и v4 передает вершине и заряд 1 (рис. 4, б); 

г) 9 ^ d(vx) ^ 1 1 , 9 ^ d(v2) ^ 11, d(v3) ^ 12, d(v4) ^ 12. В этом слу­
чае каждая вершина V{, 1^г ^ 4, передает вершине и заряд \ (рис. 4, г); 

д) d{vi) ^ 8, 9 ^ d(v2) ^ И, d(v3) > 12, d(vA) ^ 12. В этом случае 
вершина v3 передает вершине и заряд 1, а каждая из вершин v2 и г?4 
передает заряд, равный \ (рис. 4, д); 

е) d{yi) ^ 8, d(v2) ^ 8, d(v3) ^ 12, d(vA) ^ 12. В этом случае каждая 
вершина v3 и г>4 передает вершине и заряд 1 (рис. 4, е). 
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П2: Пусть и — некоторая 3-вершина и vx, v2, г>3 — вершины из окру­
жения вершины и. Ввиду свойства (А') среди Vi,v2,v3 имеется не менее 
двух вершин степени не менее 12. Возможны следующие случаи: 

а) d(yi) £ 12 при каждом г = 1 , . . . , 3 . В этом случае каждая вершина 
viiv2-,^3 передает вершине и заряд 1 (рис. 5, а). 

б) d{vi) £ 1 1 . Тогда согласно свойству (А7) вершины v2 и v3 явля­
ются jB-вершинами. В этом случае каждая вершина v2 и v3 передает 
вершине и заряд | (рис. 5, б). 

£ 12 

£ 12 

£11 

£ 12 

Рис. 5 

ПЗ: Пусть и — некоторая 5-вершина и г ; ь . . . , г;5 — вершины из 
окружения вершины и, обозначенные в циклическом порядке. Ввиду 
свойства (А') по крайней мере две из вершин г;,-, 1 £ г £ 5, имеют степень 
не менее 9. Возможны следующие случаи: 
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а б 
Рис. 6 

а) В окружении вершины и имеются две соседние по циклу вершины 
степени не менее 9. Пусть V( — некоторая вершина степени не менее 9 
из окружения вершины и, для которой по крайней мере одна из вершин 
Vi_i или Vi+i имеет степень не менее 9. Тогда если каждая вершина vt-, 
v{_i и vi+i является 5-вершиной в Г, то вершина v{ передает вершине 
и заряд 1 (рис. 6, а). Если же хотя бы одна из вершин г;,-, г;,-^ или г;,+1 
является i-вершиной в Т, то вершина v{ передает вершине и заряд | 
(рис. 6, а), 

б) В окружении вершины и нет двух соседних по циклу вершин сте­
пени не менее 9. При этом можно считать, что d(vi) ^ 9 при г = 1,3 
и d(vi) ^ 8 при г = 2,4,5. В этом случае каждая вершина уг и v3 пере­
дает вершине и заряд | (рис. 6, б). 

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Из определения правила ПЗ следует, что вершина 
v = Vi степени не менее 9 из окружения 5-вершины и передает заряд 
вершине и всегда, за исключением случая, когда d(v2) ^ 8, d(v3) ^ 9, 
d(v^) ^ 9 и d(v$) ^ 8. В этом случае вершины v3 и v4 передают вершине 
и по | (правило для случая (а)) и передачи заряда от вершины vi на 
вершину и не происходит. 

Обозначим через fi*(v) заряд вершины v 6 V после применения пра­
вил П1-ПЗ. 

4. Лемма об L-вершинах 

Лемма 1. Для любой L-вершины v^V верно неравенство /i*(v)^0. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Непосредственно из определения правил П1-ПЗ 

следует, что p*(v) ^ 0 при d{y) ^ 8. 
Пусть 9 ^ d(v) ^ 25. Положим d(v) = п и обозначим через ux, u2,... , 

ип вершины из окружения вершины г;, перечисленные в циклическом по­
рядке. Сравним заряд, реально передаваемый от вершины v по каждому 
инцидентному ребру согласно правилам П1-ПЗ, с некоторым усреднен­
ным значением заряда, приходящимся на единицу степени вершины v. 
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Это среднее значение определим как X(v) = /i(v)/d(v). Схему перерас­
пределения, при которой по каждому ребру, инцидентному вершине v, 
передается заряд A(v), назовем равномерной. Поскольку в реальной 
схеме перераспределения по правилам П1-ПЗ заряд передается лишь 
младшим вершинам, то равномерную схему преобразуем таким обра­
зом, что для каждого ребра ущ, когда вершина щ не является младшей, 
заряд А(г>) не передается вершине щ, а равномерно распределяется меж­
ду соседними вершинами U(„i и ui+i. 

Определенную таким образом схему передачи зарядов назовем 
обобщенно равномерной. В соответствии с этой схемой каждая млад­
шая вершина щ получает от v заряд A(v), если вершины wf-_i и щ+х 
являются младшими, §А(г>), если ровно одна из вершин щ_г или ггг+1 
является младшей, и 2A(v), если ни одна из указанных вершин не явля­
ется младшей. 

Для завершения доказательства леммы достаточно убедиться, что 
во всех случаях обобщенно равномерная схема мажорирует реальную 
схему передачи зарядов, т. е. величина заряда, передаваемого от вер­
шины v по любому инцидентному ребру (в соответствии с правилами 
П1-ПЗ), не превосходит соответствующего значения в обобщенно рав­
номерной схеме. 

Заметим, что А(г;) ^ | при d(v) ^ 9, А(г>) ^ | при d(v) ^ 12 
и A(v) ^ | при d(y) ^ 18. Отсюда и из определения правил П1-ПЗ 
следует, что во всех случаях применения этих правил, кроме случаев 
(в) и (е) из правила П1 и случая (б) из правила ПЗ, величины зарядов, 
передаваемых вершиной г7, не превосходят соответствующих значений 
в обобщенно равномерной схеме. 

Докажем то же самое для оставшихся случаев. 
Пусть имеет место случай (в) из правила П1. Если вершины Vi 

и v3 не являются младшими, то нужное утверждение немедленно сле­
дует из определения обобщенно равномерной схемы. Пусть только одна 
вершина уг или v3 является младшей. Ввиду свойства (А') (для вершины 
и) имеем d(v2) > 18 и d{vA) > 18. Из этих неравенств и определения обоб­
щенно равномерной схемы следует нужная оценка для величины заряда, 
передаваемого вершинами v2 и и4. Наконец, если вершины vx и v3 явля­
ются младшими, то согласно свойству (А') вершины г>2 и г?4 являются 
Б-вершинами. Рассмотрим случай (е) из правила П1. Из свойства (А') 
следует, что d(v3) > 18 и d{vA) > 18. Из этих неравенств, как и в ра­
нее рассмотренном случае, получаем необходимые оценки для величин 
передаваемых зарядов. Наконец, в случае (б) из правила ПЗ достаточно 
заметить, что ввиду свойства (А7) имеют место неравенства d(v{) > 12 
и d(v3) > 12. Лемма 1 доказана. 
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5. Свойства ребер, инцидентных В-вершине 

Рассмотрим теперь неохваченный леммой 1 случай, когда вершина v 
является В-вершиной. Предположим, что в Т имеется такая Б-вершина 
Ъ, что /i*(6) < 0. Зафиксируем эту вершину б и в дальнейшем будем 
обозначать ее степень через d, а вершины из окружения вершины Ь — 
в циклическом порядке через Vi,v2,... , v<j. Идея дальнейшего доказа­
тельства состоит в том, чтобы, используя условие /х*(Ь) < 0, доказать, 
что вершина Ь является полюсом для пучка (или 5 пучков), удовлетво­
ряющих условию (В) теоремы. 

Лемма 2 (структурная), а) Если в окружении вершины b имеется 
полуторное ребро bv2, то одна, и только одна, из вершин vx или v3 является 
В-вершиной (а соответствующее ребро bvx или bv3 является нулевым). 

б) Если в окружении вершины b имеется половинное ребро bv2, то 
не более чем одна из вершин vx или v3 является В-вершиной. 

в) Пусть в окружении вершины Ъ имеется В-вершина, уг, а ребро bv2 
является единичным. Тогда, верно одно из следующих утверждений: 

(i) ребро bv3 является нулевым (рис. 7, а), 
(и) ребро bv3 является половинным (рис. 7, б), 
(iii) ребро bv3 является единичным, а вершина vA является В-верши-

ной (следовательно, ребро bv4 является нулевым) (рис. 7, в). 

Ъ Ъ Ь 

Vi(B) -f\ /vx(B) 
VA(B)1 

Уг(В) 

Рис. 7 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Утверждение (а) непосредственно следует из оп­

ределения правила П2 (б), а утверждение (б) — из правил Ш (б, г, д) 
и ПЗ. 

Докажем утверждение (в). Предположим, что в условиях пункта (в) 
не выполняется ни одно из утверждений (i) и (ii). Докажем, что в этом 
случае выполняется утверждение (iii). Согласно сделанным предполо­
жениям ребро bv2 является единичным, а ребро bv3 — единичным или 
полуторным. Отсюда следует, что вершины v2 и v3 являются млад­
шими. 

Докажем, что d(v2) = 4. Ясно, что в окружении вершины v2 име­
ются Л-вершины b и Vi, а также вершина v3, степень которой не превос­
ходит 5. Отсюда следует, что если d(v2) = 3, то согласно правилу П2 (б) 
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vx{B) 

*(<С8) 

v*(B) 
MB) 

Рис. 8 

ребро bv2 является полуторным, что противоречит условиям леммы. До­
пустим, что d(v2) = 5. Тогда согласно правилу ПЗ ребро bv2 явля­
ется единичным только в том случае, если вершины v\ и v3 являются 
Б-вершинами. Поскольку по доказанному вершина v3 является млад­
шей, d(v2) = 4. 

Обозначим через t вершину из окружения вершины v2, отличную от 
вершин 6, vi и v3 (рис. 8, а). Заметим, что d(t) ^ 8, так как в противном 
случае согласно правилу Ш (б,д) ребро bv2 было бы половинным. От­
сюда следует, что d(v2) + d(t) ^ 12, и по свойству (А7) имеем d(v3) ф 3. 
Из правила ПЗ следует, что d(v3) ф 5, так как вершина v2 является 
^-вершиной. Следовательно, d(v3) — 4. При этом вершина г;4, смежная 
с v3, является ^-вершиной, так как в противном случае вес предполной 
звезды при вершине г;3, определяемой вершинами г>2,̂ 4 и /, не превосхо­
дит 37 (это противоречит свойству (А')) (рис. 8, б). 

Так как согласно правилу П1 (е) ребро bv3 является единичным, то 
выполняется утверждение (iii) пункта (в) леммы 2. Лемма 2 доказана. 

6. Правило усреднения 

Для дальнейшего доказательства осуществим локальный переучет 
вкладов, направляемых вершиной b по инцидентным ей ребрам, для чего 
воспользуемся правилом ПУ, которое будем называть правилом усред­
нения, а процесс применения этого правила — процессом усреднения. 

П У (правило усреднения). Пусть в окружении вершины b распо­
ложены рядом ненулевое ребро бг;,-, по которому передается заряд Аг-, 
и нулевое ребро 6г>,-+1, причем г>,-+1 является 5-вершиной. В этом случае 
будем считать, что заряд А,-, передаваемый от вершины b по ребру 6t;t-, 
уменьшается на | , а заряд | направляется вдоль ребра bvi+i (рис. 9, а). 
При этом ребро ЬУ{+1 становится не менее чем половинным (это ребро 
может стать единичным, если на него также направляется заряд с ребра 
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а б в 

Рис. 9 
bvi+2)- Если вершина v^i является Х-вершиной, то по ребру bv{ теперь 
передается заряд А,-— | (рис. 9, б). Если же у{_г является 5-вершиной, то 
с ребра 6г>,- также производится сброс заряда на ребро bvt-_i, в результате 
чего по ребру bv{ передается заряд А,- - 1 (рис. 9, б). 

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Следует иметь в виду, что заново определенная вели­
чина заряда, направляемого вдоль ребра bvj, 1 ^ j ^ d, в соответствии 
с правилом ПУ не передается реально вершине Vj, а лишь приписы­
вается (формально) ребру bvj для лучшего учета вкладов вершины Ь. 
При этом величина заряда, реально передаваемого на вершину ?;у, по-
прежнему полностью определяется правилами П1-ПЗ. 

Корректность определения правила ПУ в случае, когда ребро bv{ 
является половинным, следует из утверждения (б) леммы 2. Согласно 
этому утверждению сброс заряда с половинного ребра bv{ может произ­
водиться не более чем на одно из двух соседних ребер. Из утверждения 
(а) леммы 2 следует, что после применения правила ПУ каждое полутор­
ное ребро из окружения вершины Ъ становится единичным. В частности, 
после усреднения в окружении вершины Ъ не остается полуторных ре­
бер. Кроме того, полезно заметить, что если производится сброс заряда 
с единичного ребра bv2 на нулевое ребро Ьг;ь то имеет место один из 
случаев (i)-(iii), описанных в пункте (в) леммы 2. Наконец, если в окру­
жении вершины b имеется нулевое ребро, инцидентное Х-вершине, то 
оно остается нулевым и после применения правила ПУ. Отметим еще 
одно полезное свойство ребер из окружения вершины 6, имеющее место 
после применения правила ПУ. 

Утверждение 1 (о единичном ребре). Если ребро bvi после усред­
нения является единичным, то v{ либо В-вершина,, либо вершина, сте­
пени 3 яля 4. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Заметим, что если d(vi) = 5 и до усреднения 
ребро bvi было единичным, то, как следует из определения правил ПЗ (а) 
и ПУ, после усреднения ребро bv{ становится нулевым. Если же d{vi) = 5 
и ребро bvi первоначально было половинным или нулевым, то это ребро 
не может стать единичным в результате усреднения. Следовательно, 
если вершина г;,- является младшей, то ее степень равна 3 или 4. Если 
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же вершина v{ не является младшей, но является Z-вершиной, то ребро 
bv{ нулевое и до и после усреднения. Отсюда следует, что если вершина 
Vi не является младшей, то она является Б-вершиной. Утверждение 1 
доказано. 

Ниже под нулевыми, половинными и единичными ребрами из окру­
жения вершины b мы будем понимать нулевые, половинные и единичные 
ребра после усреднения. Количество нулевых ребер из окружения вер­
шины b обозначим через е0, количество половинных — через ец2 и ко­
личество единичных — через е\. Из условия ц*{Ъ) < О следует, что 

2е0 + е 1 / 2<;11. (4) 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Предпучком ширины А; в окружении вершины b на­
зовем максимальную (непродолжаемую) последовательность из к подряд 
расположенных единичных ребер из окружения b (последовательность 
может быть непродолжаемои либо из-за того, что она с обеих сторон 
окружена неединичными ребрами, либо из-за того, что к = d). Раздели­
телем ширины / назовем последовательность из / подряд расположенных 
неединичных ребер из окружения 6, ограниченную с обеих сторон еди­
ничными ребрами (в случае с разделителем возможности / = d и / = d— 1 
исключены ввиду (4)). 

Из данного определения следует, что множество всех ребер из окру­
жения вершины b распадается на непересекающиеся и чередующиеся 
между собой предпучки и разделители. При этом число предпучков 
равно числу разделителей (кроме случая, когда все ребра в окружении 
Ъ являются единичными). Всякое неединичное ребро из окружения вер­
шины b будем также называть разделительным. Из (4) следует, что 
в окружении вершины Ъ имеется не более 11 разделительных ребер. 

7. Основное свойство предпучков 

Следующая лемма разъясняет смысл понятия предпучка и указы­
вает на естественность введенного нами правила усреднения ПУ. 

Лемма 3 (о предпучках). Каждый предпучок ширины k ^ 3 из 
окружения вершины b является частью некоторого пучка ширины не 
менее к + 2, один полюс которого находится в вершине Ь, а другой — 
в некоторой В-вершине t. При этом ребра предпучка являются последо­
вательными вертикальными ребрами пучка и ни одно из них не является 
граничным в пучке. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть предпучок состоит из ребер Ьг;ь 6г>2,... , 
bvk. Из утверждения 1 следует, что при любом i = 1 , . . . , к вершина v{ 
является либо 5-вершиной, либо вершиной степени 3 или 4. Покажем, 
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что если d(vi) = 3 (при г = 1 , . . . , к), то вершина г\- смежна ровно с двумя 
В-вершинами в Т. Достаточно доказать, что передача заряда по ребру 
bvi производится в соответствии с правилом П2 (б). Предположим, что 
имеет место случай (а) из определения этого правила. Тогда первона­
чально ребро bvi было единичным, а ребра bv^i и bvi+i — нулевыми. 
При этом ни одно из последних двух ребер не может стать единичным 
в результате усреднения, так как на данные ребра не производится сброс 
заряда с ребра ЬУ{. Это противоречит условию леммы. Следовательно, 
в окружении вершины v{ имеются ровно две В-вершины (одной из кото­
рых является вершина Ь). 

Определим отображение 7г : {г;1?... ,vk} —> V, которое условимся 
называть «отображением второго полюса». Если при некотором г вер­
шина у{ является Б-вершиной, то положим 7г(г;г) = г;,-. Если d(v() = 3, 
то определим 7г(г;г) как единственную JS-вершину, смежную с вершиной 
Vi и отличную от вершины Ь. Если d(vi) — 4, то определим 7г(г>г-) как 
вершину, смежную с вершиной г;,- и отличную от вершин b,v{^x и г>г-+1. 

Докажем, что образ отображения 7Г состоит из единственной вер­
шины, т. е. в Т существует такая вершина /, что 7г(г>г) = t при каждом 
г = 1 , . . . ,к. Для этого достаточно доказать, что 7Г(г?г-) = 7r(?;t-+1) при 
г = 1 , . . . , к — 1. 

Если d(vi) = 3, то по доказанному одна и только одна из вершин t>t-_i 
или г;г-+1 является В-вершиной. Если В-вершиной является v,-+1, то из 
определения отображения 7Г следует, что 7г(г;г) = 7г(г?,-+1) = vt-+i. Пусть 
В-вершиной является вершина Vj_i. Тогда по доказанному степень вер­
шины Vi+i равна 3 или 4. Если d(v,-+i) — 3, то в Т имеются две смежные 
3-вершины У^ и vi+1, что невозможно в триангуляции Г, отличной от 
КА. Поэтому d(vi+i) = 4, и из определения отображения 7Г следует, что 
7r(vi) = n(vi+i) = г;{_х (рис. 10). 

Ь v^ = 7г(̂ -) = 7г(|;г>1) 

\ Т '̂У 

Рис. 10 
Пусть d(vi) = 4. Если d(^-+i) = 3, то единственной 5-вершиной в ок­

ружении вершины г>,-+1, отличной от 6, является вершина г?1+2- В этом 
случае из определения отображения 7Г следует, что 7r(vt) = 7r(t;t+1) = vt-+2-
Если d(vt-+1) = 4, то 7r(i\) = 7r(vt-4.i), так как Г является триангуляцией. 
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Докажем, что случай, когда vi+1 является Я-вершиной, невозможен. 
Действительно, если vi+i является Я-вершиной, то первоначально ребро 
bvi+i было нулевым, а ребро bv{ — единичным. В этом случае согласно 
правилу ПУ происходит сброс заряда с ребра bv{ на ребро bvi+i. После 
этого сброса ребро bv{ перестает быть единичным, что противоречит 
условиям леммы. 

Пусть вершина v{ является Я-вершиной. Если rf(vl+1) = 3, то из 
определения отображения 7г следует, что 7г(г>г-) = ^(t^H-i) = ^i- Случай, 
когда d(vi+i) = 4, невозможен, как было доказано выше. Случай, когда 
вершина vi+1 является Я-вершиной, также невозможен, так как в этом 
случае каждое из ребер bv{ и 6г?г+1 первоначально было нулевым и ни 
одно из них не может стать единичным в результате усреднения. Итак, 
мы доказали, что в Т имеется такая вершина /, что 7г(г?г) = t при каждом 
г = 1 , . . . ,&. 

Из определения отображения ж теперь следует, что ребра 6г>ь . . . , bvk 
являются последовательными вертикальными ребрами некоторого пучка 
Я ширины не менее к с полюсами в вершинах b и t. Докажем, что t 
является Я-вершиной. Если при некотором i = 1 , . . . , к степень вершины 
г;,- отлична от 4, то по определению отображения ж вершина 7г(г>,-) = t 
является Я-вершиной. Пусть при каждом г = 1 , . . . , к степень вершины 
v{ равна 4. В этом случае вершина v2 смежна с двумя 4-вершинами уг 
и v3, а также с вершинами b и t. Отсюда и из свойства (А') следует, что 
t является Я-вершиной. 

Так как ширина найденного пучка Я с полюсом в Я-вершине b не 
меньше &, то из свойства (В') следует, что к < d - 1. Последнее не­
равенство означает, что в окружении вершины b имеются не принад­
лежащие предпучку различные ребра bvd и bvk+l. Докажем, что эти 
ребра принадлежат пучку Я . Достаточно сделать это для ребра bvd. 
Если вершина vx является Я-вершиной, то из определения отображения 
7г следует, что t = vx. В этом случае ребро bvx является родительским 
ребром пучка Я , а путь bvdv1 — его продолжением. Если d(v\) — 4, то 
из того, что Т является триангуляцией, следует, что путь bvdt принад­
лежит пучку Я . Пусть d(vi) = 3. Если t = я - ^ ) = vd, то ребро bvd явля­
ется родительским в Я . Если же t = 7г(их) = v2, то из того, что Г явля­
ется триангуляцией, снова следует принадлежность пути bvdv2 = bvdt 
пучку Я . Лемма 3 доказана. 

8. Свойства разделителей 

Утверждение 2 (о границе разделителя). Если в процессе усред­
нения производится сброс заряда с ребра bvx на ребро bv2j то после 
усреднения либо ребро bv2 становится единичным, либо ребра bv2 и bv3 
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становятся разделительными. В частности, если ребро Ьуг является раз­
делительным, то ребро bv2 не может быть крайним в разделителе, со­
держащем ребро bvi. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ЕСЛИ ДО усреднения ребро bv3 не было нулевым, 
то согласно правилу ПУ с этого ребра производится сброс заряда на реб­
ро bv2, в результате чего ребро bv2 становится единичным. Если же до 
усреднения ребро bv3 было нулевым, то оно не могло стать единичным, 
так как на него не сбрасывается заряд с ребра bv2. В этом случае после 
усреднения ребра bv2 и bv3 становятся разделительными. Утверждение 2 
доказано. 

Лемма 4 (о половинном разделителе). После усреднения в окруже­
нии вершины b не существует разделителя, состоящего из одного поло­
винного ребра. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что в окружении вершины b име­
ется разделитель, состоящий из одного половинного ребра bv3. Тогда из 
определения разделителя следует, что ребра bv2 и bv4 являются 
единичными. 

СЛУЧАЙ 1. Ребро bv3 было половинным до усреднения. 
В этом случае из правил Ш-ПЗ следует, что d{v3) € {4,5}. Если 

d(v3) = 4, то согласно определению правила П1 по крайней мере одно из 
ребер bv2 или bv4 первоначально было нулевым. При этом такое ребро 
не может оказаться единичным после усреднения, так как на него не 
производится сброс заряда с ребра bv3. 

Пусть d(v3) — 5. Так как после усреднения ребра bv2 и bv4 оказыва­
ются единичными и на них не производится сброс заряда с ребра bv3, то 
каждое из указанных ребер до усреднения могло быть либо единичным 
либо полуторным. 

Предположим, что до усреднения ребра bv2 и bv4 были единичными. 
Тогда из утверждения 1 и определения правил П1 и П2 следует, что 
d(v2) — d(v4) = 4. В этом случае имеет место конфигурация, изображен­
ная на рис. 11. 

Докажем, что степень ровно одной из вершин х и у не меньше 9 
(см. рис. 11). Действительно, если d(x) ^ 8 и d(y) ^ 8 , то в окруже­
нии 5-вершины v3 имеется предполная звезда, определяемая вершинами 
v2, vA, x ж у, вес которой не превосходит 24. Если же d{x) ^ 9 и d{y) ^ 9, 
то по правилу ПЗ (а) ребро bv3 является нулевым, что противоречит 
сделанным предположениям. Следовательно, в силу симметрии можно 
считать, что d(x) ^ 9 и d(y) ^ 8. Тогда согласно свойству (А') вер­
шина г;5 является Б-вершиной, а ребро bvb первоначально было нуле­
вым, так как в противном случае вес предполной звезды при вершине v4 
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не превосходит 38. Из доказанного следует, что в процессе усреднения 
производится сброс заряда с ребра bv4 на ребро bv$. В результате реб­
ро bvA становится половинным, что противоречит сделанным предполо­
жениям. 

Рассмотрим случай, когда до усреднения ребро bv2 было полутор­
ным, а ребро bv4 — единичным. В этом случае d(v2) = 3 и d(vA) — 4. 
Это означает (см. рис. 11), что вершина х совпадает с vx и является 
Б-вершиной (это следует из определения правила П2 (б)). Далее, как 
и в ранее рассмотренном случае, если d{y) ^ 9, то ребро bv3 является 
нулевым, а если d(y) ^ 8, то ребро bvA после усреднения становится по­
ловинным. Наконец, рассмотрим случай, когда до усреднения ребра bv2 
и bv4 являются полуторными. В этом случае степени вершин v2 и v4 
равны 3. Отсюда и из определения правила П2(б) следует, что вершины 
х и у являются Л-вершинами, а ребро bv3 — нулевым. Полученное про­
тиворечие завершает доказательство леммы в случае 1. 

СЛУЧАЙ 2. Ребро bv3 становится половинным в результате усред­
нения. 

Предположим, что до усреднения ребро bv3 было нулевым, а в про­
цессе усреднения на него сбрасывается заряд | с ребра bv2. Тогда из 
сделанных предположений и определения правила ПУ следует, что вер­
шина v3 является 5-вершиной, а ребро bv2 до усреднения было полутор­
ным. Если до усреднения ребро bvA не было нулевым, то с него также 
производится сброс заряда на ребро bv3, в результате чего ребро bv3 ста­
новится единичным. Если же ребро bv4 первоначально было нулевым, то 
в результате усреднения оно не может оказаться единичным, поскольку 
на него не сбрасывается заряд с ребра bv3. 

Предположим, что до усреднения ребро bv3 было единичным и ста­
новится половинным в результате сброса заряда с ребра bv3 на первона­
чально нулевое ребро bv2. Тогда из утверждения (в) леммы 2 и определе­
ния правила ПУ следует, что после усреднения ребро bv4 становится ну­
левым или половинным, что противоречит сделанным предположениям. 
Лемма 4 доказана. 
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Следствие 2. В окружении вершины b имеется не более 5 раздели­
телей и не более 5 предпучков. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Определим понятие величины экономии для раз­
делительных ребер и разделителей из окружения вершины Ь. Считаем, 
что величина экономии нулевого ребра равна 1 (в сравнении с единич­
ным ребром), а величина экономии половинного ребра равна | . Величи­
ной экономии разделителя назовем сумму величин экономии всех входя­
щих в него ребер. Поскольку fi*(b) < О, общая сумма экономии по всем 
разделителям из окружения вершины b не превосходит 5 | . Остается за­
метить, что согласно лемме 4 величина экономии любого разделителя 
из окружения вершины b не меньше 1. Следствие 2 доказано. 

Лемма 5 (о тройном разделителе). После усреднения в окружении 
вершины b не существует разделителя, состоящего из трех половинных 
ребер. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что в окружении вершины b име­
ется разделитель 5, состоящий из трех половинных ребер. Рассмотрим 
отдельно следующие два случая. 

СЛУЧАЙ 1. Все ребра разделителя S являются половинными до 
усреднения. 

Докажем, что в этом случае все ребра разделителя инцидентны вер­
шинам степени 5. Действительно, согласно правилу П1 каждое поло­
винное ребро £ш, инцидентное вершине и степени 4, расположено в окру­
жении вершины b рядом с некоторым первоначально нулевым ребром 
bv. При этом если bu G 5, то ребро bv не может стать единичным в ре­
зультате усреднения, так как на него не сбрасывается заряд с ребра Ьи. 
Если же в результате усреднения ребро bv становится половинным, то 
оно также принадлежит 5, что противоречит сделанному для случая 1 
предположению. 

Значит, в разделителе S все ребра инцидентны вершинам степени 5. 
Не уменьшая общности, можно считать, что S состоит из ребер bv2<> bv3 
и bv4. При этом имеет место конфигурация, изображенная на рис. 12, а. 

Таким же образом, как и при доказательстве леммы 4, устанавли­
ваем, что одна и только одна вершина х или у (см. рис. 14) имеет степень 
не менее 9 (иначе ребро bv3 не является половинным). То же самое верно 
и для вершин p z , a также для х и w. Поэтому в силу симметрии можно 
считать, что d(y) ^ 9, d(w) ^ 9, d(x) ^ 8 и d(z) ^ 8 (см. рис. 14, б). 

Заметим, что единичное ребро bvb не может быть нулевым до усред­
нения, так как на него не сбрасывается заряд с ребра bvA. Отсюда с уче­
том утверждения 1 следует, что d(vb) ^ 4. Так как d(v4) + d(z) ^ 13, то 
согласно свойству (А') степень вершины vb равна 4, причем вершина v6, 
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смежная с v5, является Б-вершиной. В этом случае согласно правилу 
П1(е) ребро bv5 первоначально было единичным (рис. 12, б). Из ска­
занного следует, что в процессе усреднения производится сброс заряда 
с ребра bv$ на нулевое ребро Ьг»6, в результате чего ребро bv5 становится 
половинным, что противоречит сделанным предположениям. 

СЛУЧАЙ 2. Какое-то ребро разделителя S становится половинным 
в результате усреднения. 

Если первоначально ребро bv± является нулевым и становится поло­
винным в результате сброса на него заряда с половинного ребра bvt-+i, 
то после усреднения ребро bvi+1 становится нулевым. Отсюда следует, 
что bv{ £ S. 

Пусть ребро bv2 принадлежит разделителю S и становится поло­
винным в результате сброса на него заряда с полуторного ребра bvx. 
В этом случае из определения правила ПУ следует, что v2 является 
jB-вершиной. Так как после усреднения ребро bv\ становится единич­
ным, то 5 — {ЬУ2,ЬУ3^ЬУ4}. Если до усреднения ребро bv3 не было нуле­
вым, то с него также сбрасывается заряд на ребро Ьг?2, в результате чего 
ребро bv2 становится единичным. Пусть первоначально ребро bv3 было 
нулевым и становится половинным в результате сброса на него заряда с 
ребра bvA. Поскольку после усреднения ребра bv3 и bv4 становятся поло­
винными, вершина v3 является Б-вершиной, а ребро bvA до усреднения 
было единичным (рис. 13). 

Заметим, что сброс заряда с единичного ребра bv4 на нулевое ребро 
bvs происходит лишь в одном из случаев (i)-(iii), описанных в лемме 2 (в). 
Нетрудно убедиться, что в каждом из этих случаев после усреднения 
либо ребро bv5 оказывается неединичным, либо ребро bv4 становится 
нулевым. В любом случае мы не получаем, что S = {bv2lbv3^bv4}. 
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Рис. 13 
Остается рассмотреть случай, когда какое-то ребро разделителя S 

становится половинным в результате сброса заряда с единичного ребра 
bv3 на нулевое ребро bv2. Если в результате усреднения ребро bv2 ста­
новится половинным, то либо S = {bvi,bv2,bv3}, либо S = {bv2,bv3,bv4}. 
Если же после усреднения ребро bv2 становится единичным, то S = 
{ЬУ3,ЬУ4,ЬУЪ}. Заметим, что случай, когда S = {bv2jbv3,bv4}, невозмо­
жен ввиду утверждения 2. Из утверждения (в) леммы 2 и определения 
правила ПУ следует, что S ф {bvi,bv2,bv3}. 

Пусть S = {bv3,bv4,bv5}, и в результате усреднения ребро bv2 ста­
новится единичным. Согласно утверждению (в) леммы 2 до усреднения 
ребро bv4 может быть нулевым, половинным или единичным. При этом 
в последнем случае вершина г>5 является ^-вершиной, а ребро bv5 до 
усреднения было нулевым. 

Если до усреднения ребро bv4 было нулевым, то v4 является Х-вер-
шиной, так как в противном случае производится сброс заряда с ребра 
bv3 на ребро Ьг>4, в результате чего ребро bv3 становится нулевым. В этом 
случае ребро bv4 остается нулевым и после усреднения, что противоре­
чит сделанным предположениям. 

Допустим, что первоначально ребро bv4 было единичным. Из ут­
верждения (в) леммы 2 и определения правила ПУ следует, что в про­
цессе усреднения производится сброс заряда с ребра bv4 на первона­
чально нулевое ребро bv5. Тогда из утверждения 2 следует, что ребро bv$ 
не является крайним ребром в 5, что противоречит сделанным предполо­
жениям. 

Пусть первоначально ребро bv4 было половинным. Так как вершина 
v4 является младшей, а ребро bv3 до усреднения было единичным, то 
из правил П1-ПЗ следует, что d(v3) = 4. Согласно сделанным пред­
положениям ребро bv4 является половинным и до и после усреднения, 
следовательно, d{v4) £ {4,5}. Предположим, что d(v4) = 4. Тогда из 
правила П1 следует, что d(vb) ^ 12 и до усреднения ребро bvb было ну­
левым. Если при этом вершина г>5 является i-вершиной, то ребро ЬУЪ 
остается нулевым и после усреднения. Если же vb является Б-вершиной, 
то в ходе усреднения происходит сброс заряда с ребра bv4 на ребро bv$, 
в результате чего ребро bv4 становится нулевым. 
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Пусть d(v4) = 5 и имеет место конфигурация, изображенная на 
рис. 14, а. 

Поскольку первоначально ребро bv3 было единичным, из определения 
правила П1 следует, что d(x) ^ 8 (рис. 14). Докажем, что вершина 
v5 является младшей. Так как сброса заряда с ребра bv4 на ребро bv5 
не происходит, то г>5 является Х-вершиной. Следовательно, ребро bvb 
до усреднения было либо половинным, либо единичным, откуда верши­
на v$ является младшей. Из доказанного выше следует, что d(v3) = 4 
и d(x) ^ 8, а из свойства (А') для вершины v4, — что d(y) ^ 22. 

Как уже было доказано, до усреднения ребро bvb может быть лишь 
половинным или единичным. Если до усреднения ребро bvb было еди­
ничным, то из определения правил П1-ПЗ следует, что d{yb) — 4 (так как 
соседняя с вершиной г?5 в окружении b вершина v4 имеет степень 5). Из 
того, что ребро Ьг>5 является единичным, согласно правилу Ш следует, 
что степень вершины г>6, смежной с г>5, не превосходит 11 (рис. 14, б). 
В этом случае не происходит сброса заряда с ребра bv$ на ребро bv6 
и ребро bv5 остается единичным после усреднения, что противоречит 
сделанным предположениям. 

Предположим, что первоначально ребро bvb является половинным. 
Если d(vb) — 4, то согласно правилу П1 ребро bv6 до усреднения было 
нулевым. При этом ребро bv6 не может стать единичным в результате 
усреднения, так как на него не сбрасывается заряд с ребра bvb. Предпо­
ложим, что d(vb) = 5. Поскольку после усреднения ребро bv6 является 
единичным и сброса заряда с ребра Ьг?5 на ребро bv§ не происходит, из 
утверждения 1 следует, что d(v6) ^ 4 (рис. 15, а). 

Так как первоначально ребро bv$ является половинным, то из опреде­
ления правила ПЗ следует, что степень вершины z на рис. 15 не превос­
ходит 8. Отсюда с учетом свойства (А') для вершины ve и доказанного 
неравенства d(v^) + d(z) ^ 13, получаем, что d(v6) ф 3. Следовательно, 
d(v6) = 4, причем вершина г>7, смежная с v6, отлична от z и является 
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Рис. 15 

Б-вершиной. Наконец, согласно правилу П1(е) ребро bv6 первоначально 
было единичным (рис. 15, б). Отсюда следует, что в процессе усреднения 
производится сброс заряда с единичного ребра bv6 на нулевое ребро bv7, 
в результате чего ребро bv6 становится половинным. Из полученного 
противоречия следует справедливость утверждения леммы. Лемма 5 
доказана. 

9. Завершение доказательства теоремы 1 

Лемма 6 (основная). В окружении вершины b имеется ровно 5 раз-
делителей и 5 пучков, ограниченных этими разделителями. При этом 
ширина каждого разделителя равна 2 и среди разделительных ребер не 
более одного нулевого. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Согласно следствию 2 число разделителей в ок­
ружении вершины b не превосходит 5. Из (4) следует, что число разде­
лительных ребер не превосходит 11, откуда число единичных ребер не 
меньше d — 11. 

Докажем, что любые 4 предпучка из окружения вершины b содер­
жат в совокупности не более d— 14 единичных ребер. Предположим, что 
это неверно. Тогда в окружении вершины 6 найдется предпучок шири­
ны не менее \(d — 13)/4]. Согласно лемме 3 этот предпучок является 
частью некоторого пучка ширины не менее \(d — 13)/4] + 2 с полюсом 
в вершине 6. Поскольку d(b) ^ 26, то \{d - 13)/4] + 2 > cf/5, что 
противоречит свойству (В'). Из полученного противоречия следует, 
что в окружении вершины Ъ имеется ровно 5 предпучков и 5 разде­
лителей. Кроме того, ширина любого предпучка не меньше 3. Отсюда 
и из леммы 3 следует, что каждый предпучок является частью некото­
рого пучка, т. е. в окружении вершины Ъ имеется ровно 5 пучков и 5 
разделителей. 
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Докажем, что ширина каждого разделителя равна 2. Воспользу­
емся понятием экономии, введенным при доказательстве следствия 2. Из 
леммы 5 следует, что любой разделитель ширины больше 2 экономит не 
менее двух единиц заряда. В случае существования такого разделителя 
суммарная величина экономии по всем пяти разделителям из окруже­
ния вершины b оказывается не меньше 6, что противоречит условию 
/i*(6) < 0. Следовательно, ширина любого разделителя не превосходит 
2. Предположим, что некоторый разделитель имеет ширину 1 (т. е. со­
стоит из одного ребра). Тогда из леммы 3 следует, что сумма ширин 
всех 5 пучков из окружения вершины b превосходит d. В таком случае 
найдется пучок ширины больше <f/5, что противоречит свойству (В'). 

Остается заметить, что, как следует из неравенства (4), среди 10 
разделительных ребер в окружении вершины b может быть не более 
одного нулевого. Лемма 6 доказана. 

Согласно лемме б в окружении вершины Ъ имеется ровно 5 пучков, 
сумма ширин которых не меньше d. Если не все пучки имеют одинако­
вую ширину, то найдется пучок ширины больше d/5, что противоречит 
свойству (В'). Поэтому можно считать, что все пучки имеют одинако­
вую ширину, равную d/5, и ни один пучок не имеет родительского ребра 
(иначе выполняется вторая часть утверждения (В) теоремы). При этом 
каждое разделительное ребро из окружения вершины Ъ является гранич­
ным ребром ровно для одного пучка. 

Из доказательства леммы 3 следует, что каждое единичное ребро 
из окружения вершины 6, инцидентное двум 5-вершинам, является ро­
дительским ребром для некоторого пучка. Из этого же доказательства 
следует, что если некоторый пучок содержит пучковую вершину степени 
3, то он содержит и родительское ребро. Следовательно, можно считать, 
что каждое единичное ребро из окружения вершины b инцидентно вер­
шине степени 4. Тогда из определения правил П1 и ПУ следует, что все 
единичные ребра из окружения вершины b являются единичными и до 
и после усреднения. 

Более того, не происходит ни одного применения правила ПУ по 
отношению к ребрам из окружения вершины Ь. Действительно, для 
единичных ребер это было доказано, а для разделительных следует из 
леммы 6 и определения правила ПУ. 

Докажем, что каждое половинное ребро из окружения вершины b 
инцидентно вершине степени 5. Предположим, напротив, что в разде­
лителе, состоящем из ребер bvx и Ьг>2, ребро bv2 является половинным 
и d(v2) — 4. Тогда из того, что Т — триангуляция, следует, что вер­
шина v2 является внутренней в пучке Я , содержащем вершину v3 в ка­
честве пучковой вершины (см. доказательство леммы 3). В этом случае 
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ребро bv2 не является граничным в Я , а ширина пучка Н оказывается 
больше d/5. Из полученного противоречия следует, что каждое поло­
винное ребро из окружения вершины b инцидентно вершине степени 5, 
причем эта вершина является концевой в некотором единственном пучке. 
Тем самым доказано, что если все разделительные ребра из окруже­
ния вершины 6 являются половинными, то выполняется заключительная 
часть утверждения (В) теоремы. 

Теперь, учитывая результат леммы 6, рассмотрим случай, когда 
в окружении вершины Ъ имеется разделитель, состоящий из половинного 
ребра bvx и нулевого ребра bv2. Если d(v2) ^ 11, то снова выполняется за­
ключительная часть утверждения (В) теоремы. Поэтому будем считать, 
что d(v2) ^ 12. Тогда по доказанному имеем d{vi) = 5 и d(v3) = d{v^) — 4. 
При этом вершины v3 и vA являются внутренними, а вершина v2 — кон­
цевой в некотором пучке, один полюс которого находится в вершине Ь, 
а другой — в некоторой Б-вершине / (рис. 16). 

Остается заметить, что в этом случае согласно правилу П1 (б) ребро 
bv3 должно быть половинным, что противоречит сделанным предполо­
жениям. Теорема 1 доказана. 
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