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ИНТЕРВАЛЬНАЯ РАСКРАСКА ИНЦИДЕНТОРОВ 
ОРИЕНТИРОВАННОГО МУЛЬТИГРАФА*) 

В. Г. Визит 

При интервальной р-раскраске инциденторов ориентированного 
мультиграфа смежные инциденторы окрашиваются в различные цвета, 
разность между цветами конечного и начального инциденторов каждой 
дуги не меньше р и цвета инциденторов, примыкающих к одной и той 
же вершине, образуют интервал. Рассматриваются вопросы существо­
вания интервальной р-раскраски инциденторов; оценивается необходи­
мое число цветов. Наиболее подробно изучается случай р — 0. 

Введение 
В ряде работ изучается интервальная раскраска ребер неориенти­

рованного мультиграфа [1, 10-12]. Задача интервальной раскраски ре­
бер возникает при составлении расписания сеансов связи между узлами 
сети [13]. При этом цвета интерпретируются как дискретные моменты 
времени и требуется, чтобы каждый узел, включившись, осуществил 
все необходимые связи без простоев. 

Задача интервальной раскраски инциденторов ориентированного 
мультиграфа имеет аналогичную интерпретацию. Хотя толчком к изу­
чению раскраски инциденторов явилась практическая проблема [8] и рас­
краска инциденторов изучалась в работах [2-4, 8, 9, 14, 16], интерваль­
ная раскраска инциденторов рассматривается впервые. 

1. Основные понятия 
Не определяемые в статье понятия можно найти в [5-7]. 
Под мультиграфом G = (У, А) понимается конечный ориентирован­

ный мультиграф без петель с непустыми множествами вершин V = 
V(G) и дуг А = A(G). Через dG(y), d£(v), d^(v) обозначаются соот­
ветственно степень, полу степень исхода и полу степень захода вершины 
v G (V(G). Мы будем писать d(v), cf+(t>), d""(v), опуская индекс G, если 
это не приводит к недоразумению. 

*) Исследование выполнено при финансовой поддержке INTAS (проект INTAS-
OPEN-97-1Q01). 
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Вершина v £ V(G) называется двубокой, если d+(v) • d~(v) > 0. 
Если же d+(v) • d~(v) = 0, то вершина называется однобокой; однобо­
кая вершина называется источником, если d+(v) > 0, и стоком, если 
d~(v)> 0. 

Максимальные значения величин d(v), d+(v), d~(v) в мультиграфе 
G обозначаются через A(G), A+(G), A~(G) соответственно. 

Каждая дуга (а) = (й7&) имеет два инцидентора: начальный 
ix(a) — (и, а) и конечный г2(а) — (г>,а). Будем говорить, что инцидентор 
гх примыкает к вершине и, а инцидентор г2 — к вершине v. Множество 
всех инциденторов мультиграфа G обозначается через 1(G). Различные 
инциденторы, примыкающие к одной и той же вершине, называются 
смежными. 

Будем считать, что цветами являются натуральные числа; множест­
во этих чисел обозначим через С. Полная раскраска инциденторов муль­
тиграфа G — это однозначное отображение 1(G) в С. 

Мы будем рассматривать и частичные раскраски, т. е. однозначные 
отображения подмножеств из 1(G) в С. 

Пусть Л, / G С и h ^ / . Под интервалом [/&,/] понимается подмно­
жество всех цветов с 6 С, удовлетворяющих неравенствам h ^ с ^ / ; 
величина / - h + 1 называется длиной интервала. 

Пусть р — целое неотрицательное число. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. (Частичная или полная) раскраска if инциденто­

ров мультиграфа G = (V, А) называется р-раскраской, если 
a) инциденторы раскрашены правильно, т. е. смежные инциденторы 

окрашены в разные цвета; 
b) оба окрашенные инцидентора произвольной дуги окрашены с ша­

гом р, т. е. <р(г2(е)) - ^(ч(е)) > р. 
Через xI(PiG) обозначается наименьшее натуральное к такое, что 

существует полная р-раскраска инциденторов цветами из интервала 
[1,&]. Число xI(P)G) называется инциденторным р-шаговым хромати­
ческим числом мультиграфа G. 

Пусть имеется раскраска инциденторов мультиграфа G в цвета из 
конечного множества С\ С С. Будем говорить, что цвет с 6 С\ присут­
ствует в вершине v £ V(G)y если хотя бы один инцидентор, примы­
кающий к г;, окрашен в цвет с. В противном случае цвет с называется 
отсутствующим в вершине v. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Раскраска инциденторов мультиграфа называется 
интервальной, если множество цветов, присутствующих в каждой вер­
шине, образует интервал. Наименьшее натуральное к такое, что су­
ществует интервальная полная р-раскраска инциденторов мультигра­
фа G цветами из [l,fc], называется интервальным инциденторным 
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р-шаговым хроматическим числом мультиграфа G и обозначается че­
рез -y(p,G). 

Очевидно, что A(G) ^ х/(р, G) ^ l{P->G). 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Раскраска инциденторов мультиграфа G называ­

ется нормальной, если цвет любого начального инцидентора, примыка­
ющего к произвольной вершине, меньше цвета любого конечного инци­
дентора, примыкающего к той же вершине. 

Легко видеть, как от (интервальной) р-раскраски инциденторов пе­
рейти к нормальной (интервальной) р-раскраске инциденторов с теми 
же множествами цветов, присутствующих в каждой вершине. 

2. Существование интервальной р-раскраски 

Теорема 1. Для любого мультиграфа G существует полная интер­
вальная 1-раскраска инциденторов. При этом 

7 ( 1 , G K A + ( G ) + A-(G). (1) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Сх = [1,A+(G)] и С2 = [A+(G) + 1, 
A4"(G) + A""(G)] — два подмножества цветов. Раскрасим инциденторы 
мультиграфа G в произвольном порядке следующим образом. Берём не­
окрашенный инцидентор г, пусть он примыкает к вершине v. Если г — 
начальный инцидентор, то окрашиваем его в наибольший цвет из d , 
отсутствующий в вершине v\ такой цвет существует, ибо d+(v) — 1 < 
A+(G) = |Ci|. Если же i — конечный инцидентор, то окрашиваем его 
в наименьший цвет из множества С2, отсутствующий в вершине v\ та­
кой цвет существует, ибо d~(y) — 1 < |С2|- После окраски указанным 
способом всех инциденторов получим полную интервальную 1-раскраску 
инциденторов мультиграфа G с использованием A+(G) + A~(G) цветов. 
Теорема 1 доказана. 

Так как 1-раскраска является и О-раскраской инциденторов, то су­
ществование полной интервальной О-раскраски инциденторов произволь­
ного мультиграфа G вытекает из теоремы 1, причём верхняя оценка (1) 
справедлива и для 7(0, G). Эту оценку можно уточнить. 

Лемма 1. Если 7(1,G) > A(G), то 7(0,G) <с i{l,G) - 1. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть (р — полная интервальная 1-раскраска 

инциденторов мультиграфа G в 7(1, G) цветов, V\ — подмножество вер­
шин, в каждой из которых присутствует хотя бы один цвет, больший 
A(G). Так как (р — интервальная раскраска, то в каждой вершине мно­
жества V\ отсутствует цвет 1. Уменьшим на 1 цвета всех инциденторов, 
примыкающих к вершинам множества Vi. Полученную полную интер­
вальную раскраску инциденторов в 7(1? G) — 1 цветов обозначим через ф. 
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Покажем, что ф является О-раскраской. Действительно, для любой дуги 
a 6 A(G) имеем /0(г2(а)) ^ (p(i2(a)) - 1 и ip(ii(a)) ^ ¥>(*i(a))- Поэтому 
ф{г2{а)) - tp(ii(a)) ^ <^(г2(а)) - 1 - (^(^(а)) ^ 1 — 1 = 0. Лемма 1 доказана. 

Таким образом, если -y(l,G) = A(G), то T ( 0 , G ) - 7(1>£) = A(G) ^ 
2A(G) - 1. Если же 7 ( 1 , G) > A(G), то 7 (0 , G) ^ 7(1» G) - 1 ^ A+(G) + 
A"(G) - 1 ^ 2A(G) — 1. Следовательно, справедлива 

Теорема 2. Для любого мультиграфа G существует полная интер­
вальная 0-раскраска его инциденторов. При этом 

7(0, G) ^ max{A(G), Д+(С) + A"(G) - 1} ^ 2Д(С) - 1. (2) 

При р ^ 2 полная интервальная р-раскраска инциденторов сущест­
вует не для всех мультиграфов. Легко убедиться в отсутствии такой 
раскраски при любом р ^ 2 для мультиграфа, являющегося простым 
ориентированным циклом (простым контуром). Вместе с тем справед­
лива следующая 

Теорема 3. Если в мультиграфе G = (V,A) нет контуров, то при 
любом р ^ 2 существует полная интервальная раскраска его инциденто­
ров. При этом 

7 (p ,G) ^ Д+(С) + &-(G) + l(p- 1), (3) 

где I — длина максимального пути в мультиграфе G. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как G — бесконтурный мультиграф и / — 

длина максимального пути в G, то множество V разбивается на непере­
секающиеся подмножества 14, У и • • • > Уи гДе Уо — множество источни­
ков, а подмножество V}, 1 ^ j ^ /, состоит из вершин, в которые захо-

дят только дуги, исходящие из вершин множества (J Vr. Окрашиваем 
г=0 

инциденторы мультиграфа G в произвольном порядке, руководствуясь 
следующим правилом. Пусть i — очередной рассматриваемый неокра­
шенный инцидентор, примыкающий к вершине v Е 14 (0 ^ k ^ /). Если 
г — начальный инцидентор, то окрашиваем его в наибольший цвет, ко­
торый не превосходит Д+(С) + £;(р- 1) и отсутствует в вершине v. Если 
i — конечный инцидентор, то окрашиваем его в наименьший цвет, боль­
ший A+(G) + к(р — 1), отсутствующий в вершине v. После окраски всех 
инциденторов мы получим полную интервальную раскраску <р инциден­
торов мультиграфа G. Покажем, что G является р-раскраской. Действи­
тельно, пусть a = (v'v") £ А — произвольная дуга, v' Е 14, v" Е 14(0 ^ 
s<t^l). Тогда фх(а)) <: Д+(С) + *(р - 1), у>(г2(а)) > A+(G) + t{p - 1). 
Поэтому (p(i2(a)) - <p(ii(a)) > A+(G) + t(p - 1) - Д+(<2) - s(p - 1) ^ p - 1, 
т. е. ¥?(г2(а)) — <p(ii(a)) ^ p. Таким образом, <р — полная интервальная 
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р-раскраска инциденторов. Очевидно, что наибольший цвет, использу­
емый при раскраске </?, не больше Д+((7) + 1{р — 1) + А"(С) , откуда 
и вытекает (3). Теорема 3 доказана. 

Нам понадобится следующий факт, относящийся к частичной интер­
вальной р-раскраске инциденторов. 

Теорема 4. Пусть G - (V,A) — ориентированный мультиграф, 
М С /(G) — подмножество его инциденторов. Тогда для существова­
ния р-раскраски всех инциденторов из М в L цветов необходимо и до­
статочно, чтобы существовала такая р-раскраска всех инциденторов из 
М в L цветов, при которой присутствующие в любой двубокой вершине 
цвета образуют интервал. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Необходимость очевидна. Достаточность выте­
кает из следующего факта: если при р-раскраске всех инциденторов из 
М в L цветов окажется, что цвета, примыкающие к какой-либо однобо­
кой вершине инциденторов, не образуют интервала, то, увеличив в слу­
чае стока или уменьшив в случае источника цвета некоторых из при­
мыкающих инциденторов, всегда можно добиться без увеличения числа 
L используемых цветов, чтобы присутствующие в указанной однобокой 
вершине цвета образовывали интервал. Теорема 4 доказана. 

В дальнейшем рассматривается только интервальная О-раскраска 
инциденторов. Что касается случая р ф О, то остаются открытыми 
вопросы, связанные с возможностью уточнения оценок (1) и (3), а также 
с нахождением отличных от содержащегося в теореме 3 условия сущест­
вования полной интервальной р-раскраски инциденторов при р ^ 2. 

3. Интервальная О-раскраска при A(G) ^ 4 

В этом параграфе мы докажем, что если A(G) ^ 4, то 7(0, G) — 
Д(С). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Пусть q — натуральное число. Мультиграф К 
называется q-критическим, если Д(А') ^ #, 7(0, ^0 > q и для любого 
мультиграфа Н с А(Н) ^ д и меньшим числом ребер, чем в К, выпол­
няется неравенство 7(0, H) < 7(0, К). 

Известно [3, 8, 9], что для любого мультиграфа G выполняется ра­
венство хД0,С) = A(G). В случае A(G) ^ 2 любая полная О-раскраска 
инциденторов мультиграфа G в A(G) цветов является, очевидно, интер­
вальной. Поэтому 7(0, G) = A(G) при A(G) ^ 2. Следовательно, при 
q ^ 2 нет ^-критических мультиграфов. 

Лемма 2. В q-критическом мультиграфе (q ^ 3) нет вершин степе­
ни 1, а также двубоких вершин степени 2. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Отсутствие вершин степени 1 в критическом 
мультиграфе очевидно. Предположим, что в g-критическом мульти-
графе К с ~/(0,К) = Т > q существует двубокая вершина v степени 2, 
и пусть ax = (vi,v), а2 = (v,v2) — дуги, инцидентные вершине v. Рас­
смотрим два случая. 

СЛУЧАЙ 1. vx — v2. Удалим из К дуги ах и а2 и построим полную 
интервальную 0-раскраску инциденторов оставшегося мультиграфа Я 
в цвета из множества [1,Г - 1]. Так как dH(vi) ^ ^ - 2 ^ Г - 3 , то 
существуют два таких отсутствующих в вершине vx цвета jx и j 2 , где 
3\ < ]2 и J1 ? J2 G [l,T- 1], что добавление их к цветам, присутствующим 
в вершине vx, образует интервал. Окрасим начальные инциденторы дуг 
ах и а2 в цвет j l 5 конечный инцидентор дуги а2 в цвет j 2 , a конечный 
инцидентор дуги ах в цвет j i + 1, оставив без изменения цвета инци­
денторов, принадлежащих мультиграфу Я . В результате получим пол­
ную интервальную 0-раскраску инциденторов мультиграфа К в цвета 
из множества [1,Г — 1], что противоречит равенству 7(0,if) — Т. 

СЛУЧАЙ 2. vx ф v2. Удалим из К дуги а ь а2 и добавим дугу а3 — 
(г?ь v2). Получится мультиграф Я с меньшим числом дуг и с Д(Я) ^ q. 
Поэтому 7(0, Я) ^ Т — 1. Построим полную интервальную 0-раскраску 
инциденторов мультиграфа Я в цвета из множества [1,Т — 1]. Пусть 
начальный инцидентор дуги а3 окрасится в цвет j b конечный — в цвет 
Ъ (1 ^ i i ^ Ъ ^ Г—1). Уберём из Я дугу а3 = (vx^v2) и восстановим дуги 
ах и а2. Получим мультиграф if с неполной 0-раскраской инциденторов. 
Теперь окрасим начальный инцидентор дуги ах в цвет j 1 ? а конечный 
инцидентор дуги а2 в цвет j 2 . Затем, если j2 = Г — 1 ^ 3, окрасим 
конечный инцидентор дуги ах в цвет j 2 , a начальный инцидентор дуги 
а2 в цвет j 2 — 1. Если же j2 ^ T - 2 , то окрасим конечный инцидентор дуги 
ах в цвет j2 + 1 , а начальный инцидентор дуги а2 в цвет j 2 . В результате 
получим полную интервальную 0-раскраску инциденторов мультиграфа 
К с использованием Т - 1 цвета, что невозможно. Лемма 2 доказана. 

Лемма 3. Если A(G) = 3, то 7(0, G) = 3. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим противное, т. е. 7(0, G) ^ 4. Тог­
да существует 3-критический мультиграф К. Кроме вершин степени 3 
в К могут присутствовать только однобокие вершины степени 2. По­
строим полную 0-раскраску инциденторов в К тремя цветами; такая 
раскраска существует, ибо A(iv) ^ 3. При этой раскраске цвета, при­
сутствующие в любой двубокой вершине (которая обязательно имеет 
степень 3), образуют интервал. По теореме 4 существует полная интер­
вальная 0-раскраска инциденторов в 3 цвета, что противоречит нера­
венству 7(0, G) ^ 3. Лемма 3 доказана. 
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Напомним, что фактором мультиграфа G(V, Е) называется мульти­
граф F — (V,E'), где Е1 С Е [5, 6]. Теорема Петерсона [15] утвержда­
ет, что однородный мультиграф чётной степени 2к можно представить 
в виде объединения к однородных факторов степени 2. 

Лемма 4. Если A(G) = 4, то 7(0, G) = 4. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим противное, т. е. 7(0, С) > 4. Тог­
да существует 4-критический мультиграф К = (V,E) такой, что 
А(К) = 4. Представим мультиграф К в виде объединения двух факто­
ров: JF\ = (F, £ 0 H F 2 ^ (У, Е2), где Е1ПЕ2 = 0, Д(*}) = 2 при j = 1,2. 
Возможность такого представления мультиграфа К вытекает из тео­
ремы Петерсона. Построим полную 0-раскраску инциденторов мульти­
графа F2 в цвета 2 и 3, затем осуществим 0-раскраску специального вида 
инциденторов мультиграфа F± в цвета 1 и 4. 

Сначала введём понятие прямой и обратной дуги мультиграфа Fx. 
Зафиксируем направление обхода каждой компоненты связности фак­
тора JF\. Дуги в f\, направления которых совпадают с направлением 
обхода, будем называть прямыми; остальные дуги фактора Fi назовём 
обратными. 

Начальные инциденторы всех прямых дуг фактора F1 окрасим 
в цвет 1, конечные инциденторы всех обратных дуг — в цвет 4. Осталь­
ные инциденторы в Fx окрасим в цвета 1 и 4 так, чтобы получилась 
полная правильная раскраска инциденторов мультиграфа i*\. Это всег­
да можно сделать, так как A(i'i) = 2. 

После раскраски инциденторов в F\ и F2 получим полную 0-раскрас-
ку инциденторов мультиграфа К. Покажем, что перекраской конечных 
инциденторов прямых дуг и начальных инциденторов обратных дуг фак­
тора Fi можно добиться такой 0-раскраски инциденторов мультиграфа 
К, при которой множество цветов, присутствующих в каждой двубо-
кой вершине степени 3, окажется интервалом. Действительно, пусть 
V — подмножество таких двубоких вершин степени 3 в мультиграфе 
Аг, в каждой из которых множество присутствующих цветов не является 
интервалом. Обозначим через а(г>), где v £ V\ тот цвет из множества 
{2,3}, который отсутствует в вершине v. Легко видеть, что к каждой 
вершине из V примыкает либо конечный инцидентор прямой дуги, либо 
начальный инцидентор обратной дуги фактора Fx. Такие инциденторы 
назовем особыми. Перекрасив в цвет a(v) каждый особый инцидентор, 
примыкающий к вершине {2,3}, получим полную 0-раскраску инциден­
торов мультиграфа К в 4 цвета, при которой присутствующие в любой 
двубокой вершине цвета образуют интервал. В силу теоремы 4 это озна­
чает, что 7(0, К) ^ 4, что невозможно. Лемма 4 доказана. 
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Изложенные в этом разделе факты можно сформулировать в виде 
следующего утверждения. 

Теорема 5. Если A(G) <с 4, то 7(0, G) = A(G). 
Вопрос о том, справедливо ли равенство 7(0, G) = A(G) при 

5 ^ A(G) ^ 7, остаётся открытым. 

4. Уточнение оценок для 7(0? G) 
Для любого натурального га обозначим через g(m) наименьшее 

натуральное такое, что 7(0? G) ^ д(тп) для любого мультиграфа G 
с A(G) ^ га. Очевидно, что функция д(гп) не убывает и g(m) ^ га. 
Выше установлено, что д(т) = га при га ^ 4. Из (2) вытекает, что 
д(т) ^ 2 т - 1. Эта оценка будет улучшена и при га ^ 5. 

Лемма 5. Пусть имеется интервальная Q-раскраска (р в цвета из ин­
тервала [hyf] некоторого подмножества М инциденторов мультиграфа 
G — (У, А), и пусть к каждой вершине v Е V примыкает не более t 
инциденторов множества М, t ^. f - h + 1. Тогда существует такая ин­
тервальная Q-раскраска ф всех инциденторов множества М в цвета из 
[/i, / ] , при которой цвет любого начального инцидентора не превосходит 
h + t-1. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Без ограничения общности рассуждений будем 
считать, что <р — нормальная раскраска. Пусть V0 CV — подмножество 
тех вершин, к которым примыкают начальные инциденторы, окрашен­
ные в цвета, большие, чем h+t—1. Если У0 = 0? то лемма доказана. Если 
Vo Ф В, т о Для каждой вершины v G VQ обозначим через a(v) наиболь­
ший цвет примыкающего к ней начального инцидентора и уменьшим на 
a(v) — (h + t—1) цвета всех примыкающих к v инциденторов. Легко ви­
деть, что полученная в результате раскраска ф будет искомой. Лемма 5 
доказана. 

Лемма 6. При любом натуральном k ^ 4 справедливо неравенство 

g(k+l)^g(k) + 2. (4) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим противное: пусть существует 
мультиграф G с A(G) ^ k + lnj(Q,G) ^ д(к) + 3. Так как 7(0, G) > д(к), 
то A(G) = к + 1. Обозначим через V\ множество источников степени 
к + 1, через У2 множество остальных вершин степени к + 1 мультиграфа 
G. Так как A(G) = к + 1, то Vx U V2 ф 0 - Для каждой вершины из 
Vi (если Vi ф 0) отметим один начальный инцидентор, примыкающий 
к этой вершине, для каждой вершины из V2 (если V2 Ф 0) отметим один 
примыкающий к ней конечный инцидентор. Множество так отмечен­
ных инциденторов обозначим через R и положим Q = 1(G) \ R. Так как 
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к каждой вершине мультиграфа G примыкает не более к инциденторов, 
то, очевидно, существует интервальная О-раскраска всех инциденторов 
из множества Q с использованием д(к) цветов из интервала [2, #(&) + 1]. 
По лемме 5 возможна такая интервальная О-раскраска ф всех инциден­
торов множества Q цветами из интервала [2, д{к) +1], при которой цвета 
всех начальных инциденторов не больше чем к + 1. 

Теперь приступим к раскраске инциденторов множества R цветами 
из интервала [1,д(к) + 2]. Начальные инциденторы множества R (если 
они есть) окрашиваем в цвет 1. Конечные инциденторы множества R 
(если они есть) окрашиваем, руководствуясь правилом: конечный инци-
дентор множества R7 примыкающий к вершине г>, окрашиваем цветом 
с + 1 , где с — наибольший из цветов, присутствующих в вершине v. Оче­
видно, что к+2^с+1^ д{к) + 2. После раскраски всех инциденторов 
множества R получим полную интервальную О-раскраску инциденторов 
мультиграфа G в цвета из интервала [1, <?(&) + 2], что противоречит не­
равенству 7(0, G) ^ д(к) + 3. Лемма 6 доказана. 

Из леммы 6 и равенства #(4) = 4 вытекает 

Теорема 6. При га ^ 5 справедливо неравенство g(m) ^ 2га — 4. 
Иными словами, если A(G) ^ 5, то 7(0, G) ^ 2 A(G) - 4. 

Теперь займёмся нижней оценкой для g(m). Как уже отмечалось, 
мы не знаем, имеет ли место равенство g(m) = га при 5 ^ га ^ 7. Для 
остальных га справедлива следующая 

Теорема 7. Пусть га ^ 8 и г = \у/т\. Тогда 

{ 2га — 2т — 1, если га = г2; 
2га - 2г — 2, если г2 + 1 ^ га ^ г2 + г; 
2га - 2г - 3, если г2 + г + 1 ^ ш ^ (г + I)2 - 1. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Сначала рассмотрим случаи m = r2 и га = г2 + 
г. Так как га ^ 8, то г ^ 3. При таких га построим мультиграфы 
Я т , изображенные на рис. 1 и 2, где в каждом исходящем из у пучке 
параллельных дуг имеется ровно г дуг. 

В обоих случаях Д ( # т ) = га. 
Рассмотрим полную интервальную О-раскраску инциденторов муль­

тиграфа Нт в случае га = г2. Так как к вершине у примыкает г2 на­
чальных инциденторов, то один из них получит цвет, не меньший г2. 
Следовательно, найдётся вершина т/; (1 ^ j ' ^ г), к которой примы­
кает конечный инцидентор, имеющий цвет, не меньший г2. Так как 
d(yj) = г + 1, то единственный начальный инцидентор, примыкающий 
к 2/j, имеет цвет, не меньший г2 — г. Значит, к х примыкает конеч­
ный инцидентор с цветом, не меньшим г2 - г, а начальный инцидентор, 
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z 

Рис. 1. Мультиграф Я т при m — г2 

z 

Уг+1 

Рг/с. 2. Мультиграф Я т при га = г2 -f г 

примыкающий к ж, имеет цвет, не меньший г2 — 2г. Таким образом, 
к вершине z примыкает конечный инцидентор, имеющий цвет, не мень­
ший г2 — 2г. 

Аналогично в случае га = г2 + г при любой полной интервальной 
О-раскраске инциденторов мультиграфа Н т конечный инцидентор, при­
мыкающий к вершине z, имеет цвет, не меньший г2 - г — 1. 

Теперь в каждом из рассматриваемых случаев возьмём га экземпля­
ров мультиграфа Нт и «склеим» их в вершине z. Полученный муль­
тиграф обозначим через Gm. Ясно, что A(Gm) = га. Построим полную 
интервальную О-раскраску инциденторов мультиграфа Gm. Так как при 
га = г2 все конечные инциденторы, примыкающие к вершине z мульти­
графа Gm , имеют цвет, не меньший г2 - 2г, то по крайней мере один из 
этих инциденторов имеет цвет, не меньший г2 — 2г + га - 1 = 2га - 2г — 1. 
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Следовательно, 7 (0 ,G m ) ^ 2га — 2г — 1 при га = г2. Аналогично при 
т = г2 + г имеем 7(0, Gm) ^ 2т - 2г - 2. 

Таким образом, при г ^ 3 справедливы неравенства 

<7(г2) £ 2г2 - 2г - 1, (5) 
#(г2 + г) ;> 2г2 - 2. (6) 

Теперь доказательство теоремы завершается с использованием лем­
мы 6. Из (4) следует, что при к ^ 4 и целом t ^ 0 справедливо нера­
венство #(& + *) ^ д(к) + 2£. Следовательно, 

д(к) 2 g{k + t) - 2t. (7) 

Пусть г2 -f 1 ^ га ^ г2 + г. Так как т ^ 8, то г ^ 3. Из (7) и (6) 
следует, что #(га) ^ #(г2 + г) ~ 2(г2 + г - га) ^ 2г2 - 2 - 2г2 - 2т + 2 т = 
2 т - 2т - 2. 

Наконец, пусть г2 + г + 1 ^ m ^ (г + I ) 2 - 1. Тогда г ^ 2 и из 
(7) и (5) следует, что д(т) ^ д((г + I )2) - 2((г + I ) 2 - га) >̂ 2(г + I ) 2 -
2(г + 1) - 1 - 2(г + I ) 2 + 2 т = 2 т - 2г - 3. Теорема 7 доказана. 
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