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В БУЛЕВОМ КУБЕ*) 

А. Л, Пережогин, В. Н. Потапов 

Показано, что при п —• оо логарифм числа разбиений га-мерного 
булева куба Еп на циклы равен 2п(1пга — 1 + о(1)) и логарифм числа 
гамильтоновых циклов в Еп не меньше 2п-1(1п п — 1 + о(1)). Доказано, 
что в Еп каждое совершенное паросочетание, в котором содержатся 
рёбра не более к направлений, дополняется до гамильтонова цикла 
при любом п ^ п0(к). 

Введение 

Пусть Еп обозначает га-мерный булев куб, т. е. граф, вершинами ко­
торого являются двоичные наборы длины га, и вершины х = ( a i , . . . , ап) 
и у ~ ( /? i , . . . ,/?п) смежны тогда и только тогда, когда расстояние Хем-
минга 

п 

1 = 1 

где 0 — сложение по модулю 2. 
Проблема определения числа hn гамильтоновых циклов в Еп была 

поставлена в [9] и рассматривалась в [6-8, 11]. Наилучшая известная 
(см. [11]) нижняя оценка для hn при га —> оо имеет вид 

1пЛп ^ 2п~1(с + о(1)), где с « 1 , 4 2 . 

Наилучшая верхняя оценка для hn была получена в [7]: 

lnhn ^ 2 n ( l n r a - l n 2 / 2 ) . 

В настоящей статье устанавливаются следующие асимптотические 
при га —> оо оценки для hn: 

2п"1(]п га - 1 + о(1)) ^ In hn ^ 2n(ln га - 1 + о(1)). 

*) Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда 
фундаментальных исследований (проект 99-01-00531) и Федеральной це­
левой программы «Интеграция» (объединенный проект АО-110). 
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При получении этих оценок были использованы следующие доказанные 
ниже асимптотики логарифма числа тпп совершенных паросочетании 
и логарифма числа fn 2-факторов (разбиений на простые циклы) в Еп: 

lnmn = 2n~l(lnn- l + o(l)), 
l n / n = 2 n ( l n n - l + o(l)). (1) 

Эти асимптотики были найдены на основе известных результатов 
из [1, 3, 12] о перманентах квадратных (0,1)-матриц. 

Заметим, что известные верхние оценки для hn вытекают из не­
равенства hn ^ fn и верхних оценок для / п . Такой способ получения 
верхних оценок для hn представляется исчерпанным, поскольку оценка 
(1) является асимптотически точной. 

В [10] высказана гипотеза о том, что каждое совершенное паросо-
четание в Еп дополняется до гамильтонова цикла. Там же показано, 
что это утверждение верно при п ^ 4. Ниже доказано, что каждое со­
вершенное паросочетание в £ п , в котором содержатся рёбра не более к 
направлений, дополняется до гамильтонова цикла при любом п ^ п0(к). 

§ 1. Предварительные сведения 

Введём несколько обозначений. Пусть G — произвольный граф. Че­
рез V(G) обозначается множество вершин и через E(G) — множество 
рёбер в графе G. Через k(G) обозначается число компонент связности 
графа G. 

Произвольное подмножество попарно несмежных рёбер графа G на­
зывается паросочегпанием в G, Паросочетание А С E{G) называется со­
вершенным, если каждая вершина графа G инцидентна единственному 
ребру из А. Произвольная совокупность простых попарно непересекаю­
щихся циклов в графе G, покрывающая все вершины графа G, называ­
ется 2-фактором в G. Гамильтоновым циклом в графе G называется 
2-фактор, состоящий из одного цикла. Ясно, что два непересекающихся 
совершенных паросочетания в графе G порождают 2-фактор. 

Пусть G — двудольный граф, в каждой доле которого содержится 
N вершин, вершины каждой доли занумерованы числами 1,2,...,7V. 
Матрицей смежности графа G называется квадратная (0,1)-матрица 
A{G) = (dij) порядка N такая, что aXJ- = 1, если г-я вершина первой доли 
смежна с j -й вершиной второй доли; в противном случае atJ- = 0. Ниже 
рассматриваются только такие двудольные графы. 

Перманентом матрицы A{G) называется величина 
N 

per A(G)= Y, Па"(0> 
T£SN *=1 
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где Sjs? — множество всех перестановок порядка Лг. Известно (см., на­
пример, [3]), что число совершенных паросочетаний в двудольном графе 
G равно перманенту матрицы A(G). JI. М. Брэгман [1] доказал следу­
ющую (высказанную X. Минком [3]) верхнюю оценку для перманента 
квадратной (0,1)-матрицы В порядка N: 

N 

per В < П(г'!)1/Г;' 
t = l 

где г» — сумма элементов г-й строки матрицы В. Из этого неравенства 
непосредственно следует оценка 

per A(G) $ (*!)* (2) 
для числа различных совершенных паросочетаний в fc-регулярном 
(^-однородном) двудольном графе G с 2Л/"-вершинами. 

Квадратная матрица, состоящая из неотрицательных элементов, на­
зывается дважды стохастической, если сумма элементов в каждой 
строке и в каждом столбце этой матрицы равна 1. 

Г. П. Егорычев [2] и Д. И. Фаликман [4] доказали гипотезу Ван дер 
Вардена о том, что перманент произвольной дважды стохастической 
матрицы порядка N у содержащей хотя бы два различных элемента, 
больше перманента дважды стохастической матрицы порядка N с оди­
наковыми элементами. Перманент последней матрицы равен N\/(NN). 
Если каждый элемент матрицы A{G) поделить на fc, то получим дважды 
стохастическую матрицу. Поэтому при k < N справедливо неравенство 

per A(G) >(*!)(£)" . (3) 
В [12] доказано, что если G является ^-регулярным двудольным графом 
с 2N вершинами, N ^ &, то в G имеется не менее 

различных совершенных паросочетаний. 
Согласно уточнённой формуле Стирлинга (см., например, [5, с. 67]) 

имеем 
(-) J Vv^iVe 1 / ( 1 2 J V + 1 ) ^ N\ ^ (-)"т/МГе1"1™). (5) 

Отсюда и из неравенства (1 — ^)к~г > 1/е при к ^ 2 следует, что 
1 / / к \ N\ 

lim —In (ЛГИ —) ) = lnJ fe - l 

Таким образом, при фиксированном к и N —> оо оценка (4) лучше 
оценки (3). 
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§ 2. Верхние и нижние оценки числа совершенных 
паросочетаний и 2-факторов в Еп 

Пусть Мп — множество совершенных паросочетаний в Еп 

и Мп(А) —- множество таких совершенных паросочетаний в Еп, которые 
не пересекаются с совершенным паросочетанием А. 

Ясно, что Еп является двудольным тг-регулярным графом с 2П вер­
шинами. 

Теорема 1. При п ^ 2 справедливы неравенства, 

2n-1(lnn- 1) <С In \МП\ <: 2П~1( 1птг - 1 + — (1п(2тгтг) + - M Y 
V 2п V o n / / 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Верхняя оценка для In \Mn\ следует из (2) и (5). 
Нижняя оценка для In \Mn\ вытекает из формулы (4) и неравенства 

1 = 1 

которое верно при любом k ̂  2. 
Заметим, что неравенство In \Mn\ ^ 2n _ 1(lnn — 1 + о(1)) при п —> оо 

можно получить из неравенства (3). 

Утверждение 1. Пусть А — произвольное совершенное паросоче-
тание в Еп. Тогда при п ^ 3 

2"- ' (1п(в-1) -1)«1п|М„(Л) | 

, S » - ( t o ( „ - l ) - l + ^(l„(2»(„-l))+ j^)). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Удалим из графа Еп рёбра паросочетания А. 
Полученный граф является двудольным (п - 1)-регулярным графом. 
Тогда оценки для In |Mn(A)| получаются из (2) и (4-6). 

Пусть Fn — множество 2-факторов в Еп. Обозначим через Fn(i) С Fn 
множество 2-факторов, каждый из которых состоит из i компонент связ­
ности. 

Так как длина наименьшего простого цикла в Еп равна 4, то 
Fn(i) = 0 при i > 2П~2. 

Утверждение 2. При любом г, 1 ^ г ̂  2П~2, справедливо нера­
венство 

|Гп(г)К п2"-^2". 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть 2-фактор U € Fn(i) состоит из г простых 

циклов, 1 ̂  г ^ 2П~2. Удалив из каждого цикла по одному ребру, по­
лучим подграф U1 — разбиение гиперкуба Еп на г попарно непересе­
кающихся цепей. Ясно, что 2-фактор U € Fn(i) восстанавливается по 
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подграфу U' однозначно. Для задания произвольного разбиения Еп на 
г простых попарно непересекающихся цепей достаточно выбрать i вер­
шин в качестве концов цепей (по одному на каждую цепь) и опреде­
лить направления рёбер, выходящих из всех оставшихся вершин булева 
куба Еп. Следовательно, число различных разбиений булева куба Еп 

на г попарно непересекающихся цепей не превышает п2П~г(2.). Поэтому 

Теорема 2. Яря п ^ 3 справедливы неравенства 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Верхняя оценка. Произвольный 2-фактор по­
рождается двумя непересекающимися совершенными паросочетаниями, 
т. е. \Fn\ <: |МП|2. Поэтому требуемое неравенство следует из теоремы 1. 

Нижняя оценка. Каждая компонента связности 2-фактора U £ Fn(i) 
разделяется на два равных по мощности и непересекающихся по вер­
шинам набора рёбер. Поскольку каждую половину рёбер цикла можно 
отнести к первому или второму паросочетанию, то 2-фактор U порожда­
ется 2* различными упорядоченными парами совершенных паросочета-
ний. Число упорядоченных пар непересекающихся совершенных паросо-
четаний не меньше |Мп|га, где га = min |МП(Я)|. Тогда имеем 

вемп 
2 п - 2 

£ | F n ( 0 | 2 ' > | M n | m . (7) 
i= i 

Пусть 

^ = иед), Fn= U ^(0, 
t' = l »=J+1 

где / = L^TTJ- Тогда из утверждения 2 следует, что 

г2| ^9Г9г ,^"г , - 2 П + 5 / ' п " 1̂ 1 < 2(2»)' п" 
т. е. 

п2 In \F*\ ^ In 2 + 2n(ln n + In 2 ~ 4). (8) 
Из (8), теоремы 1 и утверждения 1 получаем неравенство 

1*21 < £?fe. 00 
Из неравенств (7) и (9) следует, что 

J>«(«)|2'* Шт.- №""% 1 ^ . 
1 = 1 
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Следовательно, справедливы неравенства 

i F i > I F i i > ^ > > iM»im 

I n | ^ I n | ^ 2 / + 1 2 1 + 2 n + 2 / l n n 

и нижняя оценка для In \Fn\ следует из теоремы 1 и утверждения 1. 
§ 3. Нижняя оценка числа 

гамильтоновых циклов в Еп 

Для установления нижней оценки числа гамильтоновых циклов в Еп 

нам понадобится несколько обозначений. Для произвольного множества 
рёбер А в Еп через G(A) обозначим подграф графа Еп, порождённый 
множеством рёбер А, Будем говорить, что совершенное паросочетание 
А в Еп дополняется до I простых цепей (до 2-фактора с / компонен­
тами связности), если найдётся такое паросочетание В в Еп, что граф 
G(A U В) состоит из / простых попарно непересекающихся цепей (соот­
ветственно G(A U В) является 2-фактором в гиперкубе Еп 

и k(G(A U В)) = /). В этом случае граф G(A U В) будем называть 
дополнением совершенного паросочетания А до / простых цепей (до 
2-фактора, состоящего из / компонент связности). 

Для любого набора х = ( а ь . . . , ап) 6 V(En) определим 

(р((х) = ( а ь . . . , а п , г ) , г€ {0,1}. 

Для любого ребра е = (жх я2) G Е(Еп) положим 

¥>i(e) = (v?iOi) <Pi(»2)), г G {0,1}. 

В случае произвольного множества А = { е ь . . . ,е ;} рёбер из Еп пола­
гаем 

¥>,-(А) - {^-(еО,... , <А"Ы}, г Е {0,1}. 
Лемма 1. Пусть А и В — совершенные паросочетания в Еп и А 

дополняется до I простых цепей. Тогда совершенное паросочетание 

(p0(A)U(p1(B)eMn+l 

дополняется до 2-фактора, состоящего не более чем из I компонент связ­
ности. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Построим в En+1 совершенное паросочетание, 
дополняющее совершенное паросочетание 

(р0(А) U <рг(В) 

до 2-фактора, состоящего не более чем из / компонент связности. 
Пусть С = A U В и G{C) = Фх U . . . U Ф*, где Ф ь 1 ^ г ^ А:, — 

компоненты связности графа G(C). По условию леммы найдется такое 
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паросочетание D в Еп
: что граф G(AUD) имеет / компонент связности. 

Так как А С С, то граф G(CuD) имеет га, га ^ /, компонент связности. 
Рассмотрим граф А, вершинами которого являются графы Ф1 ? . . . , 

Ф*, и две вершины Ф, и Ф7, i ф j , соединены ребром е = (Фг- Ф -̂), если 
имеется такое ребро (ж,- Xj) € D, что ж,- 6 У(Ф,-) и жу € V(*i)- Для каж­
дого е = (Ф,- Ф;) выберем одно ребро е(г) = (ж,- ж;-), обладающее этим 
свойством. Поскольку V(G(C)) = V(J5n), граф А имеет га компонент 
связности как и граф G(C U Z>). 

Пусть 0 — остов графа А. Пусть Т - {е(е) € D : е G £(©)}. Остов 
0 состоит из га деревьев на fc вершинах. Поэтому |Г| = | # ( 0 ) | = к -
га = р. Упорядочим произвольным образом элементы множества £ ( 0 ) , 
J5(0) = {£Ь . . . ,£р}. По определению остова 0 граф (V(A), { г ь . . . , £{}) 
имеет к - г компонент связности, где 0 ^ i ^ р. Тогда 

k(G(C U {е ь . . . , е,-})) = А? — г, 0 <$ г* <$ р, (10) 

где е,- = е(^у). 
Пусть 

е, = (ж|)ж1
1), 1 $ г ^ р . (11) 

Заметим, что все вершины жг
0, х\, 1 ^ г ^ р, различны, так как мно­

жество Г содержится в паросочетании D. 
Построим последовательность совершенных паросочетании в En+l 

следующим образом: 

о̂ - {М*0 <Рх(*)) I * 6 F(£n)}, 
К- = l i - i U {<р0(е{), <Pi(ei)}\{(<po(xo) ¥>i(&o))> (Pofai) V>i(»l))}, 

где 0 ^ г ^ р. 
Для произвольного множества ребер / в графе En+l определим мно­

жество 
жп(1) = {е G Е{ЕП) | {у>0(е), Vi(e)} П / # 0 > -

проекцию множества / по (п + 1)-му направлению. 
Пусть У = y?o(A)Uy>i(5). По определению множества Г справедливо 

равенство ТГ\(АиВ) = 0. Тогда при любом г, 0 ^ г ^ р, имеем У̂ -ПУ = 0. 
Кроме того, по построению 

тг п №иУ) = Си{е 1 , . . . , е г - } . (12) 

Покажем по индукции, что 2-фактор G(YiUY) имеет к —г компонент 
связности, где 0 ^ гi ^ р. Очевидно, что 

k(G(YQ U У)) = k(G(A U В)) = Л. 

Пусть предположение индукции верно при некотором г, 0 ^ г < р. Рас­
смотрим рёбра а = (р0(х1

0
+1) Vi(^o+1)) и 6 - (^o(^i+1) V^iC^l*1))- По 
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построению а, Ь £ Y{. Пусть а ж b принадлежат одной компоненте связ­
ности графа G(Yi U У). Тогда вершины хг

0
+х и х\+х принадлежат одной 

компоненте связности графа G(irn(Yi U У)). Отсюда и из (11) и (12) 
следует, что 

k(G(C U {e l 5 . . . , е,-})) = k(G(C U{eu... ,e,-+1})). 

Это противоречит (10). Поэтому рёбра а и Ь принадлежат разным ком­
понентам связности Фх и Ф2 графа G(Y{ U У). Поскольку G{Y{ U У) 
является 2-фактором, Ф2 и Ф2 — простые циклы. Тогда, удалив рёбра 
а и 6 и добавив рёбра y>o(̂ t+i) и (/?i(ei+i), соединим два цикла Фх и Ф2 
в один. Таким образом, 

k(G(Yi+l U У)) = ОДУ,- U У)) - 1 = к - % - 1. 

Следовательно, граф G(Yp\jY) имеет к— р ~ m ^ / компонент связности. 
Лемма 1 доказана. 

Обозначим через М* множество совершенных паросочетаний в Еп, 
дополняемых до гамильтонова цикла в £ п , и через Нп — множество 
гамильтоновых циклов в Еп. 

Из леммы 1 в случае / = 1 имеем 

Следствие 1. Если A G М* и В G Мп, то <р0(А) U <pi(B) € М*+1. 

Теорема 3. При n ^ 3 справедливы неравенства 

2 » - > ( l n „ _ ^ i ^ ^ U l n K U 2 " ( l „ „ - l + i(M2™)+i)). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Поскольку |ЯП | ^ |^п | , верхняя оценка для | # п | 

следует из теоремы 2. 
Так как \Hn\ ^ |М*|/2, то для доказательства нижней оценки для 

\НП\ при n ^ 2 достаточно убедиться в справедливости неравенства 

l n | M ^ 2 " - ( l n n - l - i - ^ ) . (13) 

Из теоремы 1 и следствия 1 при n ^ 3 имеем 

п - 1 п - 1 

1п|М„*| > £ > | М « | > ^ У - ^ Ы г - 1). (14) 
t=2 г'=2 

п —1 оо 
Оценим сверху сумму ряда ]£ 2t""1ln г. Из (6) и равенства ^ ^ = 2 

t=2 j = l 
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при n ^ 3 получаем 
п - 1 п - 1 

' - ,-=Гп/21 

п 
| = Гп/21 

"-Г»/ 21 . .• . . - . 2 

on —1 п~Гп/21 

Тогда из (14) следует (13) и теорема 3 доказана. 

§ 4. Дополнение совершенного паросочетания 
до гамильтонова цикла в Еп 

Обозначим через А/*, Мк С Мп, множество совершенных паросо­
четаний, в каждом из которых содержатся рёбра не более к различ­
ных направлений. Ясно, что Мп = М£. Справедливо следующее ут­
верждение. 

Теорема 4. Для каждого целого к > 0 найдётся такое n0 ^ к, что 
для всех целых п ^ щ справедливо включение Мк С М*. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как длина наименьшего простого цикла в Ек 

равна 4, то для любых непересекающихся совершенных паросочетаний 
А и 5 и з Мк 2-фактор G(A U В) состоит не более чем из 2к~2 компонент 
связности. 

Докажем по индукции, что при любом г, 0 ^ г < 2к~2 — 1, каждое 
совершенное паросочетание из М£+1- дополняется до 2-фактора, состо­
ящего не более чем из 2к~2 — г компонент связности. Действительно, 
пусть предположение индукции верно при некотором г , 0 ^ г < 2 * ~ 2 — 2. 
Рассмотрим совершенное паросочетание А £ М£+{+1. Без ограничения 
общности можно считать, что в А нет рёбер (к + г + 1)-го направления. 
Следовательно, А можно представить в виде А = cp0(AQ) U <pi(Ai), где 
AQJAI £ M£+i. Тогда по предположению индукции найдётся В Е Mk+i 
такое, что А0 П В = 0 и 2-фактор G(A0 U 5 ) имеет m компонент связ­
ности, причем 

m^2k~2 - г . (15) 
Если m = 1, то справедливость теоремы вытекает из следствия 1. Пусть 
ш > 1. В силу связности JSn найдётся такое ребро е = (хг х2) £ 
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E(Ek+l), что хг и х2 принадлежат разным компонентам связности графа 
G(A0 U В). Тогда удалим из 2-фактора G(A0 U В) два ребра, принадле­
жащих множеству Б , которые инцидентны вершинам хг и ж2, и добавим 
в него ребро е. Во всех оставшихся циклах 2-фактора G(AQ U В) уда­
лим по одному произвольному ребру, принадлежащему множеству В. В 
результате получим граф G = С(А0 U Б ' ) , где паросочетание В' содер­
жится в В U {е}. Граф G(A0 U В') состоит из ( т - 1)-й простой цепи. 
Тогда из (15) и леммы 1 следует, что совершенное паросочетание А до­
полняется до 2-фактора, состоящего не более чем из 2k'2-i~ 1 компонент 
связности. 

Тогда при г ~ 2к~2 — 1 произвольное совершенное паросочетание из 
М£+1- дополняется до гамильтонова цикла. Таким образом, Мк

о С М*о 

при п0 = к + 2к~2~1. Кроме того, из следствия 1 вытекает, что Мк С М* 
при п ^ п0. Теорема 4 доказана. 

Таким образом, каждое совершенное паросочетание, в котором со­
держатся рёбра не более к направлений, дополняется до гамильтонова 
цикла в Еп при п ^ п0 . 
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