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РАЗДЕЛИТЕЛЬНАЯ ДЕКОМПОЗИЦИЯ 
ОТНОШЕНИЙ В ЗАДАЧАХ 

МНОГОКРИТЕРИАЛЬНОГО ВЫБОРА*) 

Л. А. Шоломов 

Исследуются алгоритмические проблемы, связанные с раздели­
тельной декомпозицией отношений в задачах многокритериального вы­
бора, т. е. с возможностью разбиения множества критериев / на под­
множества 1г,... , 1к и представления выбора по заданному отношению 
р на / в виде последовательного выбора по некоторым отношениям 
Pi> • • • , Рк, заданным соответственно на 1г,... , 1к. Отношения пред­
полагаются порядковыми и описываются функциями (3,2)-значной ло­
гики. Доказывается, что всякое отношение обладает лучшей разде­
лительной декомпозицией, которая единственна с точностью до неко­
торого преобразования. При задании представляющих функций отно­
шений в форме ДНФ и КНФ задачи о существовании нетривиальных 
декомпозиций и о построении лучших декомпозиций NP-трудны. Если 
отношения обладают свойством монотонности, то в случае ДНФ эти 
задачи остаются NP-трудными, а при задании в виде КНФ полиноми­
ально разрешимы. 

Введение 

Прикладные методы построения моделей выбора решений часто ис­
пользуют декомпозицию процедур выбора (см., например, [7]). Неко­
торые формальные методы декомпозиции абстрактных функций выбора 
развиты в [1, 5, 8, 12]. 

Декомпозиция может применяться не только на стадии конструиро­
вания моделей выбора. Иногда декомпозиция уже построенной модели 
позволяет существенно понизить трудоемкость процедуры выбора. Наи­
более известный пример — декомпозиция модели многокритериального 
выбора, выполняемого по отношению предпочтения, монотонно завися­
щему от значений критериев. При реализации этой модели выбор часто 
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разбивают на два этапа: сначала производят выбор по отношению Па-
рето, а затем — по исходному отношению (из вариантов, отобранных на 
первом этапе). При очень слабых допущениях такая двухступенчатая 
процедура выбора эквивалентна одноступенчатой. Поскольку выбор по 
отношению Парето выполним с малой сложностью [13] и после первого 
этапа отсеиваются многие варианты [4], двухступенчатая процедура ре­
ализуется более просто. 

Еще одним важным типом декомпозиции задач многокритериаль­
ного выбора является разделительная декомпозиция. Критерии разби­
ваются на упорядоченные группы, и при выборе сначала используются 
критерии первой группы, затем из отобранных вариантов производится 
выбор по критериям второй группы и так далее. Уменьшение сложности 
реализации процедур выбора при разделительной декомпозиции проис­
ходит в результате понижения размерности задач. Наиболее известным 
и изученным частным случаем является лексикографический выбор [6], 
когда каждая группа состоит из одного критерия. Обычно разделитель­
ную декомпозицию производят на стадии построения модели, исходя из 
содержательного анализа задачи выбора. В настоящей работе исследу­
ются формальные методы разделительной декомпозиции многокритери­
альных моделей. 

В статье рассматривается задача многокритериального выбора по 
порядковому отношению [2], т. е. отношению, в котором результат срав­
нения вариантов определяется не самими оценками по критериям, а со­
отношениями оценок (больше, меньше, равно). Отношение допускает 
разделительную декомпозицию, если выбор по нему эквивалентен после­
довательному выбору по некоторой системе отношений, заданных на не­
пересекающихся множествах критериев. Исследуются алгоритмические 
проблемы, связанные с существованием и построением разделительных 
декомпозиций для порядковых отношений. Найдено необходимое и до­
статочное условие существования разделительной декомпозиции при за­
данном разбиении множества критериев. Доказано, что для каждого 
отношения имеется в определенном смысле лучшая разделительная де­
композиция, которая единственна с точностью до некоторого простого 
преобразования. 

Основное внимание в работе уделяется вопросам, связанным со слож­
ностью построения разделительных декомпозиций. Порядковые отноше­
ния могут быть заданы своими представляющими функциями, являю­
щимися двузначными функциями от трехзначных аргументов. Рассмат­
риваются представления этих функций в виде дизъюнктивных и конъ­
юнктивных нормальных форм (ДНФ и КНФ), которые подобны соот­
ветствующим представлениям булевых функций. Показано, что задачи 
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построения декомпозиций с заданным разбиением множества критериев 
и лучших декомпозиций являются NP-трудными для обоих типов за­
дания отношений — ДНФ и КНФ. Если порядковые отношения обла­
дают свойством монотонности (именно такие отношения обычно возни­
кают в приложениях), то при использовании ДНФ обе задачи остаются 
NP-трудными, а для КНФ они оказываются полиномиально разреши­
мыми. 

В статье используется развитая в [9] техника исследования порядко­
вых отношений. 

1. Разделительная декомпозиция 

Пусть задано множество А (конечное или бесконечное), элементы ко­
торого называются вариантами. Произвольное отображение С: 2А —»2Л, 
которое каждому множеству X С А ставит в соответствие некоторое 
подмножество С(Х) С X, называется функцией выбора. Варианты из 
С{Х) считаются выбранными из множества X. 

Пусть г — заданное бинарное отношение на А, обладающее свойст­
вом иррефлексивности xfx (х £ А)] соотношение угх содержательно 
интерпретируется как «вариант у предпочтительнее варианта ж». С от­
ношением г связывается функция выбора 

СГ(Х) = {х е X | Vy G X yfx}. 

Говорим, что набор отношений (7*1,7*2,... ,rk) (на множестве А, бинар­
ных, иррефлексивных) образует декомпозицию отношения г, если для 
каждого X С А справедливо равенство 

СГк(...СГ2(СГ1(Х))...) = Сг(Х), (1) 

и слабую декомпозицию, если (1) справедливо для всех конечных 1 С А. 
Следующий пример показывает различие этих понятий. Пусть 

А — {а0, а ь . . . , а „ , . . . } , а отношение г представляет собой линейный по­
рядок а1+1га,-, i = 0 ,1 ,2 , . . . Введем отношения тх и г2, положив а^+1гга{ 
и а,*г2«о, i = 1,2,... Пара (ri ,r2) не является декомпозицией отношения 
г, ибо СГ(А) = 0, а СГ2(СГ1(А)) = {а0}. Вместе с тем эта пара образует 
слабую декомпозицию, поскольку СГ2(СГ1(Х)) = {а,} = СГ(Х) для лю­
бого конечного X, где а5 — элемент из X с наибольшим номером. Для 
приложений обычно бывает достаточно слабой декомпозиции. В част­
ности, широко применяемая в задачах многокритериального выбора де­
композиция длины 2, в которой на первом шаге используется отношение 
Парето, является слабой. 

Введем операцию С\ о С2 суперпозиции функций выбора Сх и С2, 
положив (Ci о С2)(Х) = C2(Ci(X)), X С А. Операция суперпозиции 
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ассоциативна [10], т. е. удовлетворяет условию С ^ С ^ С з ^ ^ о С ^ о С з . 
Поэтому (1) может быть переписано в виде 

Сг = СГ1оСг,с..оСГк (2) 

без расстановки скобок. В случае слабой декомпозиции будем применять 
запись Ст ~ СГ1 о СГ2 о . . . о СГк, обозначающую равенство СГ(Х) = (СГ1 о 
СГ2 о . . . о СГк){Х) для любого конечного X. 

Введем операцию лексикографии rx ® г2 отношений, положив 

х(гх ® г2)у <=> хггу V хггу Л yf\X Л хг2у. 

Легко видеть, что 
r i ® r 2 = r1U(7-Jnr2) , (3) 

где через г* обозначено отношение А 2 \ г - 1 , двойственное к г. Поскольку 
операция лексикографии ассоциативна [1], можно рассматривать много­
местную операцию гг ® г2 ® . . . ® тк. Известно, что если (г1? г 2 , . . . , гд-) — 
(слабая) декомпозиция отношения г, то 

Г = Г! ® Г2 ® . . . ( g ) Г*. ( 4 ) 

В [10] доказано, что для любых г ь . . . , rk имеет место включение 

СГ1 о . . . о Crfc Э Cri®...®rfc (5) 

(эта запись означает, что включение справедливо при каждом X С А). 
Будем рассматривать задачу многокритериального (п-критериаль-

ного) выбора. Каждый вариант описывается набором х == (ж1 ? . . . , яп) 
чисел (оценок по п критериям), и под вариантами дальше будем пони­
мать эти наборы, т. е. будем считать, что А совпадает с Rn — n-мерным 
действительным пространством. Отношения на Rn будем обозначать 
символами /?, <т,... 

Положив I — { 1 , . . . , п}, наряду с Rn будем использовать запись R7. 
Для Г С I обозначим через R7 соответствующее подпространство про­
странства R7. Будем говорить, что отношение р существенно зависит 
от критерия г € / , если найдутся наборы х ,у ,х ' , у ' £ R7 такие, что х' 
отличается от х, а у' — от у не более чем в одной г-й компоненте и при 
этом хру и х'ру'. В противном случае будем говорить о несущественной 
(фиктивной) зависимости отношения р от критерия г. Исходное отноше­
ние р будем полагать существенно зависящим от всех своих критериев, 
ибо несущественные критерии можно исключить из рассмотрения. 

Декомпозицию ( р ь р 2 , . . . ,рк) отношения р назовем разделительной, 
если существует такое разбиение / = 1г U /2 U . . . U 1к (1% П Ij — 0 при 
г ф j) множества критериев / , что отношение ps, 1 ^ s ^ к, сущест­
венно зависит лишь от критериев множества 18. Упорядоченное разби­
ение ( / ь / 2 , . . . , 1к) будем называть базой разделительной декомпозиции 
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R zz (/)ь /)2 , . . • ,/?*) и обозначать через J5(R). Дальше, говоря о деком­
позициях, будем иметь в виду разделительные декомпозиции заданного 
отношения р. Декомпозиции длины k ^ 2 будем называть нетривиаль­
ными. Отношение, для которого существует нетривиальная декомпози­
ция, назовем разделимым, а в противном случае — неразделимым. Для 
слабых декомпозиций могут быть введены аналогичные понятия: слабая 
разделительная декомпозиция, слабая разделимость и так далее. 

Опишем класс отношений на Rn, для которых будем решать задачу 
декомпозиции. Для х, у £ Rn положим 

А ( х , у ) = (sgn(zi - y i ) , . . . ,sgn(xn - y n ) ) , 
где sgnz равен +1 , 0 и - 1 при 2 > О, z = 0 ж z < 0 соответственно. 
Отношение р назовем порядковым [2], если А(х,у) = A(u, v) = > хру <£> 
upv для любых x , y , u , v £ Rn. Порядковое отношение р называется 
правильным [2], если хру Az ^ х =>> z/>y, где z ^ х <£=> гх ^ х 1 ? . . . , zn ^ 
хп . Хорошо известными примерами правильных порядковых отношений 
являются отношение Парето Х7гу <=> х ) у Л х / у и лексикография 
хЛу «=> 3i(s t > yt, xs ~ ys, s < t). 

В настоящей работе исследуются алгоритмические проблемы, свя­
занные с построением для порядковых отношений разделительных де­
композиций с заданной базой и лучших (определение будет дано ниже) 
разделительных декомпозиций. 

2. Техника исследования порядковых отношений 

В [9] были развиты методы исследования порядковых отношений 
средствами (3,2)-значной логики. Приведем без доказательства резуль­
таты, которые используются в настоящей работе (см. подробнее в [9]). 
Другие логические методы использовались в [2, 5]. 

Обозначим через Р3)2 класс двузначных функций д(щ,... , ип) = д(й) 
от трехзначных аргументов; д : {-1,0,1}п —• {0,1}. Порядковое отноше­
ние р однозначно задается своей представляющей функцией др(й) € Рз,2> 
связанной с р соотношением #р(Д(х,у)) = 1 <=> хру. Порядковое отно­
шение р правильно тогда и только тогда, когда функция др монотонна, 
т. е. удовлетворяет условию и ^ v => дР{и) ^ 9p(v)- Множество всех 
монотонных функций из Р3)2 обозначим через М3)2-

Введем функции р(и) и р'{и) £ M3j2 одного аргумента, положив 
р(и) •= 1 О w = 1, р'{и) — 1 О и G {0,1}. Любая функция д £ Р3,2 
представима в виде 

д(й) = ^ ( и х ) , . . . ,p(wn),p'(Mi)i--- >Р'(^))> 
где <р : {0,1}2п —» {0,1} — булева функция (для д £ М3^ функция 
ip может быть взята монотонной). Обозначив р(щ) = р{ и р'(г^) = р(-, 
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1 ^ г ^ тг, р = (ри... ,рп) и р' - (р'15... ,р'п), это представление будем 
записывать в виде 

д(й) = <р{р,р'). (6) 

В таких обозначениях представляющие функции отношений Парето 
и лексикографии имеют вид (символы конъюнкции опущены) 

дж = р\р'2 .. .p'n(Pl V p2 V . . . V рп), (7) 
<7А = Pi Ур[р2 V . . . V p ^ . - . K . i P n . (8) 

Двойственной к #(й) называется функция #*(й) = <7(—ui,... ?~^n) =: 

<7(—й). Если #(й) представлена в виде (6), то д*(й) = <р(р\р), где у?* — 
булева функция, двойственная к (р (р' ж р меняются местами). 

Конъюнкция К = ?192 • • .?п, ft G {#>$ ,Рй# ,$Рп 1}? 1 ^ г ^ п, на­
зывается элементарной. Множитель д,- называется элементарным со­
множителем (gt- = 1 означает отсутствие г'-ro сомножителя). Дизъюнк­
ция элементарных конъюнкций называется дизъюнктивной нормальной 
формой (ДНФ). Всякая функция g из Р3)2 представима в виде ДНФ (ДНФ 
функции g = 0 считается равной 0). Если # £ М3)2 к g ф const, то 
g может быть единственным образом представлена посредством ДНФ, 
в которой конъюнкции составлены из элементарных сомножителей вида 
Pi, р'{ ж 1 и отсутствуют поглощения Кх ^ К2 конъюнкций. Такая ДНФ 
называется приведенной. Примером приведенной ДНФ является (8). 

Двойственным образом определяется понятие конъюнктивной нор-
мальной формы (КНФ), представляющей собой конъюнкцию элементар­
ных дизъюнкций D — с?! V.. .Vdn, где d,- G {Pt)P(-?P«>PoPtVpJ,0}, I ^ г ̂  п, 
называется элементарным слагаемым (dt- = 0 означает отсутствие г-
го слагаемого). Каждая функция g £ Р3)2 реализуется некоторой КНФ 
(в случае g = 1 КНФ считается равной 1). Если g £ М3у2 и # ^ const, то 
g единственным образом представима посредством КНФ, в которой каж­
дая дизъюнкция может содержать лишь элементарные слагаемые вида 
Pi, р^ и 0 и отсутствуют поглощения Di ^ D2 дизъюнкций. Такая КНФ 
называется приведенной (примером может служить равенство (7)). 

Введем операцию • композиции функций из Р3}2. Сначала определим 
ее для элементарных сомножителей, положив pi *р'{ = р\ #р,- = рг-; pi •$ — 
Pi •Pi = # ; Pi *P'i = Pi #Pf = Pi •#• = P' *Pi = !» ft • ft = ft, ft • 1 = 1 • ft = 1 
и ft # PiPi — PiPf • Яг = ft Для всех gt-. Для элементарных конъюнкций 
К — qi . . . qn ж К = gi . . .g n положим А' • Ar = (qx • gi) Л . . . Л (gn • gn), 
а для функций g = K\ V.. ,VKS и # = A^ V.. .V 1(± в форме ДНФ определим 
композицию формулой g • g — \J Ki • A';. Операция композиции 

коммутативна, ассоциативна и монотонна: g' ^ g => д' • д ^ д • д. 
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Операциям над отношениями соответствуют преобразования пред­
ставляющих функций. Приведем те из них, которые используются ниже. 

1°. Представляющая функция произведения отношений равна ком­
позиции представляющих функций: gp.a = gp • ga. 

2°. Представляющая функция объединения, пересечения и дополне­
ния отношений равна дизъюнкции, конъюнкции и отрицанию предста­
вляющей функции: gpUo = gpV ga, gpna = gpga и gp = gp. 

3°. Представляющая функция двойственного отношения двойствен­
на к представляющей функции исходного отношения: др* — д*. 

Будем говорить, что порядковое отношение р1 получено из р инвер­
тированием оси г, если дР'(их,... , г^-,... , гг„) = gp(v>i,... , —и,-,... , ггп). 
Порядковое отношение /5 будем называть однотипным с /?, если /3 обра­
зовано из р инвертированием некоторых осей. 

4°. Представляющая функция однотипного отношения получается из 
представления для представляющей функции (6) исходного отношения 
заменой р{ на р\ и р\ на pi для всех инвертированных осей г. 

В терминах представляющих функций могут быть описаны все ос­
новные свойства отношений. Приведем те из них, которые понадобятся 
ниже. 

5°. Порядковое отношение р рефлексивно (иррефлексивно) тогда 
и только тогда, когда др(0) = 1 (др(0) - 0), где б = (0 , . . . , 0). 

6°. Порядковое отношение р связно (т. е. удовлетворяет условию 
х ф у = > хру V у/>х) тогда и только тогда, когда д* ^ дрУ Аг

0, где К0 — 
PiPi • • -РпРп- Для правильного представляющего отношения вместо К0 
можно взять KQ — р[ .. .р'п. 

7°. Порядковое отношение р транзитивно тогда и только тогда, ког­
да др • дР ^др. 

8°. Представляющая функция транзитивного (и только транзитив­
ного) отношения р представима в форме др=дх - - -9\ и л и 9р—9\* • • • 9\*•> 
где Л — отношение, однотипное с лексикографией А, а * означает двой­
ственность. 

Укажем некоторые следствия этих фактов применительно к деком­
позиции отношений. Если пара (/>i,/92) образует (слабую) декомпозицию 
отношения р, то рх ® р2 = р (см. (4)), что с учетом (3), 2° и 3° может 
быть записано в виде 

9Р1 V д*Р1дР2 = др. (9) 

Кроме того, pi и р2 удовлетворяют соотношению pi (рг П/>* Пр2) С рх \Jp2 
[10], которое в соответствии с 2° и 3° принимает вид 

9Р1 •(9р19*Р19р2) ^9Р1 V дР2. (10) 
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3. Условие существования 
разделительной декомпозиции 

Исследование разделительных декомпозиций общего вида сводится 
к исследованию разделительных декомпозиций (р\,р2) длины 2 с исполь­
зованием следующего утверждения. 

Лемма 1. Если (р ь /> 2 , . . . ->Рк) — (слабая) разделительная деком­
позиция отношения р, то при любом s, 2 ^ s ^ к — 1, пара (р',р"), где 
р1 — />i ®.. .®р5 ир" = /?л+1 ®...®Pk, образует (слабую) разделительную 
декомпозицию отношения р, а наборы ( р ь . . . ,/?,) я (/>л+1,... ,/>*) явля­
ются (слабыми) разделительными декомпозициями отношений р1 и р". 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ДЛЯ определенности рассмотрим случай слабой 
декомпозиции. Пусть J9(/?i,... ,/>*) = (Л, • - • ->h) — база декомпозиции, 
/ / = / 1 и . . . и / . и / | / = / 1 + 1 и. . .ил . 

Сначала покажем, что СР1 о . . . о CPs ~ Ср/. Допустим, что это не 
так. Тогда в соответствии с (5) для некоторого конечного множества 
X' С R/ выполняется строгое включение 

Y' = (CPlo...oCp,)(X')DCp,(X') = Z'. 

Взяв произвольное а Е В/ , образуем множества X = {ха | х £ X '} , 
У = {уа | у е У7} и Z = {za | z Е Z7}, где ха — конкатенация на­
боров х и а. Учитывая (5), иррефлексивность отношений р5+ь • • • ?/>* 
и ассоциативность суперпозиции, имеем 

СР(Х) = Ср,®р»(Х) С (С> о С » № - C>(Z) - Z С Y 
= (СР1о...оСРй)(Х) = ((СР1о...оСРа)оСРз+1о...оСРк)(Х) 

= (СР1о...оСРк)(Х). 

Это противоречит тому, что (р 1 ? . . . , р*) — слабая декомпозиция отно­
шения /?. Аналогично доказывается соотношение CPs+1 о . . . о CPfc ~ Срн. 
Используя эти факты, получаем 

Ср~СР1оСР2о...оСРк=(СР1о...оСр.)о(Ср,+1о...оСРк)~Ср,оСр,, 

Лемма 1 доказана. 
Поскольку р' и р" заданы на К/ и R1 , имеем 

Следствие 1. Если существует (слабая) разделительная декомпо­
зиция с базой ( Д , . . . ,/ f c), к ^ 2, то существует (слабая) разделитель­
ная декомпозиция длины 2 с базой ( / ' , / " ) , где Г = Ix U . . . U ISJ J" — 
Ia+i U . . . U J* nl^s ^ fc. 

Согласно лемме 1 при построении разделительной декомпозиции 
(/>ь . . . ,/)*) сначала можно найти разделительную декомпозицию (р1з р1), 
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где р1 = р2 ® . . . ® Рь затем — разделительную декомпозицию (р2?^2)? 
где р2 = р3 ® • • • ® Рь отношения р1 и т. д. То же верно для слабой 
разделительной декомпозиции. 

С каждым отношением г, г С А2, свяжем отношение несравнимос­
ти # г : хфгу <=> хгу Л yrx, x , j £ А. Очевидно, что # г = г П г*. 
Отношение г, удовлетворяющее условию г - #г С г, где • означает про­
изведение отношений, назовем транзитивным относительно несравни­
мости (ТОН-отношением). 

Лемма 2. Если (pi,p2) — слабая разделительная декомпозиция, то 
отношение рг транзитивно относительно несравнимости. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть для определенности рг задано на 1г = 
{ 1 , . . . , s} и р2 — на I2 = {s + 1 , . . . ,тг}. Положим щ — (г/ь . . . , ггв) 
и й2 = (^д+1,... , ^ п ) . Соотношение (10) для рг и р2 имеет вид 

9Pl(ui) • ( ^ 1 ( ^ 1 ) ^ ( ^ 1 ) ^ 2 ( ^ 2 ) ) ^ 9Pl(ui) V 5 Р з ( й 2 ) . 
Введя обозначение 5^*7^ — <7# и воспользовавшись определением опера­
ции • и тем, что наборы йг и й2 заданы на непересекающихся множествах 
Ii и /2 , преобразуем левую часть: 

#Pi(ul) • (5#(ul)ffpa(U2)) = (0Pl(Ul) • ( # # ( U l ) ) ( ^ i ( U l ) • flfpa(U2)) 
= (#PI(UI) • 5#(^i))l = 9Р1{УЧ) • flr#(ui). 

В результате получаем gPl{ui) • g#{ui) ^ gPl{ui) V gP2(u2). Подставляя 
й2 = 0и принимая во внимание, что по свойству 5° из иррефлексивности 
р2 следует дР2(0) = 0, получаем дР1{щ) • д#{й{) ^ gPl(ui). Лемма 2 
доказана. 

Теорема 1. Любая слабая разделительная декомпозиция (pi,/?25 
. . . , р*) является декомпозицией. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 1. Сначала рассмотрим случай слабых декомпо­
зиций ( р ь р2) длины 2. В [11] доказано, что для каждого ТОН-отношения 
7*1 и произвольного отношения г2 (г1!, г2 С ^42) при всяком I ( I С 4) вы­
полнено СГ2(СГ1(Х)) = СГ1^Г2(Х). (Этот факт установлен для функций 
выбора на конечных множествах вариантов А, но доказательство перено­
сится на любые множества.) Используя лемму 2 и равенство рг ® р2 = р, 
получаем нужное утверждение. 

2. Для к ^ 3 применим индукцию по &. Пусть при к — 1 теорема 
справедлива. Если (р 1 ? . . . ,р*) — слабая разделительная декомпозиция 
отношения р, то по лемме 1 декомпозиция ( р ь . . . , pjb_i) является слабой 
разделительной декомпозицией отношения р1 = p i®. . .®Pjb-i5

 a (p'iPk) — 
слабой разделительной декомпозицией отношения р. По предположению 
каждая из них является декомпозицией. Поэтому 

Ср = Ср> оСРк = СР1о ...о СРк_, о СРк. 
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Теорема 1 доказана. 
В соответствии с теоремой 1 ниже будем говорить только о раз­

делительных декомпозициях (не слабых). Нам понадобятся некоторые 
свойства ТОН-отношений. 

Лемма 3. Если г — иррефлексивное ТОН-отношение, то # г — экви­
валентность. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Отношение # г симметрично и в силу иррефлек­
сивности г — рефлексивно. Докажем его транзитивность. Предполо­
жим, что это не так и для некоторых х, у и z имеет место х#гу, уфг? 
и xrz (или zrx). Тогда по свойству ТОН-отношения выполнено хту 
(илиг/гж), что противоречит х#гу. Лемма 3 доказана. 

Лемма 4. Представляющая функция любого отношения эквива­
лентности s на R1 имеет вид g£ = p,

ilpi1 .. -Pivpiv, где {гь . . . , iv} С / . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Поскольку е рефлексивно и транзитивно, в силу 

5° и 8° имеем д£ = д^ .. .д^. Из симметрии е следует, что д£ = д^х*)-1 • • • 
<7/д*ч_1. Перемножая, получаем 

9е =5AJ5(AJ)- I - - -5A : S(A:) - I - ( П ) 

Отношение Л*, двойственное лексикографии, согласно 3° имеет пред­
ставляющую функцию дх* = (5А)*• Используя (8), нетрудно проверить, 
что #Л* = Pi Vp'iP2 V...Уp'iP'2 • • -P'n-xP'n- Кроме того, поскольку (А*)""1 по­
лучается из А* инвертированием всех осей, из 4° следует, что ^(л*)-1 = 
р\ V р^2 V . . . V рхр2.. -Рп-хРп- С учетом этого получаем gx*9(\*)-i = 
p[pi.. .р'прп- Из 4° следует, что при переходе от А к любому однотипному 
отношению А правая часть не изменится, т. е. д^д^у1 — p[pi .. -р'прп-
Применив это соотношение к (11), получаем утверждение леммы 4. 

Множество { г ь . . . , г^}, участвующее в формулировке леммы, обо­
значим через 1£. Из вида функции де следует, что хеу <$> (х{ = у{, г £ / е ) . 

Лемма 5. 1. Если р — иррефлексивное ТОН-отношение и е = #р — 
соответствующая эквивалентность, то р можно считать заданным на 1£, 
причем на 1е оно иррефлексивно и связно. 

2. Обратно, если р — иррефлексивное связное отношение на некото­
ром R1 , Г С I, то, рассматриваемое на всем R/, оно является иррефлек-
сивным ТОН-отношением и Г = 1е, где е = # р . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 1. Пусть для определенности 1£ — { 1 , . . . , з } . 
Покажем, что представляющая функция др может быть задана на 
{ — 1,0,1}*. Для набора u € { —1,0,1}п обозначим через и1 его начало 
длины s. Рассмотрим произвольные й ь й 2 6 {-1,0,1}п такие, что 
й[ = й'2. Введем наборы x , y , 0 £ Rn, положив х = —йх, у = —й2 
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и 0 = (0 , . . . ,0). Так как х и у совпадают на компонентах из / е , то 
выполнено х£у и, следовательно, х # р у . Отсюда по свойству транзитив­
ности относительно несравнимости получаем #р(Д(0,х)) = <7р(Д(0,у)). 
С учетом равенств А(0,х) = щ и Д(0,у) = щ получаем, что gp(ui) = 
gp(u2). Это доказывает, что значения gp(u) однозначно определяются 
наборами и* длины s. 

Рассмотрим произвольные х ' ,у ' £ R'. Если х' ф у', то А(х / ,у /) ф 0', 
а поэтому <7е(Д(х',у')) = 0. Это означает, что х'/>у' или у'рх', и доказы­
вает связность р на R5. Если жех' = у', то Д(х / ,у /) = б/ и <7е(Д(х',у')) = 1. 
Следовательно, др(0') — <7р(Д(х',у')) = 0. В силу 5° отношение р ир-
рефлексивно на R/. 

2. Пусть х, у, z — наборы из R/, а х ;, у', z' — их поднаборы, зада­
ваемые множеством / ' . Пусть х# р у . Из иррефлексивности и связности 
р на V следует, что х # р у О- х' = у7. В этом случае Д(г' ,х ') = Д(г / ,у /) 
и ^p(A(z /,x /)) = 5г

р(Д(г/,у/)). Поэтому ърх <£> ъру. Это доказывает, что 
р — ТОН-отношение. Оно, очевидно, иррефлексивно, а х # р у <£> х' = у' 
приводит к 1е = Г. Лемма 5 доказана. 

ЗАМЕЧАНИЕ 1. С отношением г на произвольном А может быть свя­
зано естественное отношение эквивалентности ег на А: 

хегу <£=$- (Уг £ A){xrz & yrz Л zrx & zry). 

Из леммы 5 извлекается характеризация порядковых ТОН-отноше­
ний р. Только для них ер = # р и факторотношение р/ер связно. В случае 
произвольных (не порядковых) ТОН-отношений каждое из этих свойств 
может быть нарушено. Примером служит ТОН-отношение г = {(г, ж), 
(г, у), (y,z)} на множестве А = {z,?/,z}, для которого г/ег несвязно 
жегф # г . 

Следующая теорема указывает условия на др , необходимые и до­
статочные для того, чтобы порядковое отношение р обладало декомпо­
зицией (рьРг) с заданной базой (Д, /2)- Обозначив через щ и й2 подна­
боры набора и £ { —1,0,1}п, относящиеся к множествам Д и /2 , будем 
использовать запись и — (ui,u2). В частности, б = (0i,02). Положим 
i^o(ui) = Л UPi. 

Теорема 2. Порядковое отношение р обладает разделительной де­
композицией с базой (J1?/2) тогда и только тогда, когда 

9P(uuu2) = gp(uu02) У Ko(ul)gp(Quu2) (12) 

и выполнено условие 

дР{йиЬ2)У К^и1)^(др{йиЬ2)У. (13) 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 1. Пусть разделительная декомпозиция (pi,p2) 
с базой (А,/г) существует. При этом порядковое отношение pi сущест­
венно зависит от всех критериев множества /1? ибо если рг не зависит от 
критерия г £ Д, то <7Р1 не зависит от щ, и представляющая функция др, 
согласно (9) равная gPl V g*PigP2> не зависит от щ. По лемме 2 отношение 
Рх является ТОН-отношением и в соответствии с леммой 5 (с учетом су­
щественной зависимости от критериев из /х) является иррефлексивным 
связным отношением на 1г . Согласно утверждению 6° имеем 

д;х ^gPlvK0. (14) 
Из иррефлексивности рх следует рефлексивность отношения р^, что 
в силу 5° эквивалентно условию д* ^ К0. Эти соотношения можно 
записать в виде g*pi — agPl V А'0, где а = a{ui) — некоторая функция. 
Подставляя в (9), получаем др = gPl V (agPl V К0)дР2 = gPl V К0дР2, или 
в более полной записи — 

др(йий2) = дР1(йг)\/ K0(ui)gP2(u2). (15) 
Положив йг — Oi, й2 = 02, и принимая во внимание, что gPl(0i) = 0, 

5,02(62) = 0 (pi, р2 иррефлексивны) и К0(0х) = 1, получаем gPl{ui) = 
5p(ui,02), 5/з2(^2) = 5р(0ьй2). С учетом этих равенств соотношения (15) 
и (14) превращаются в (12) и (13). 

2. Обратно, пусть #р удовлетворяет условию (12) и выполнено (14). 
Введем отношения рг и р2, положив gPl{ui)~gp{uu б2), 9Р2(и2) = др(0и й2). 
Учитывая иррефлексивность р, в силу 5° получаем 5PI(0I ) ~ 5р2(02) = 
<7p(Oi,02) = 0. Отсюда вытекает иррефлексивность pi и р2. Из (13) 
и 6° следует, что рх связно на / ь поэтому по лемме 5 рг является ТОН-
отношением. Чтобы доказать, что (pi,p2) является разделительной де­
композицией отношения р, достаточно убедиться (см. доказательство 
теоремы 1), что рг ® р2 = р, т. е. ^/?1 V g*PigP2 = 5р- Этот факт уста­
навливается так же, как при завершении доказательства п. 1 теоремы. 
Теорема 2 доказана. 

Следствие 2. Если для отношения р существует разделительная 
декомпозиция (р 1 ? . . . ,р*) с базой ( i \ , . . . , Д)3 то функция gPs, 1 ^ s ^. к, 
получается из др подстановкой щ = 0 при всех i £ Is. 

Действительно, в силу леммы 1 имеем р = р' о р", р' = рх о . . . о 
ря_х , р" = р5 о /5, р = рл + 1 о . . . о рк. Отсюда и из доказательства тео­
ремы 2 следует,_что gp»{u") = д£(0',й") = д(0и.._. , б ,_ ь й") и дРз(й3) = 
5р"(йв ,бв +1,. . . ,0*) = 5 P ( 0 I , . . . , 0 л _ ь й я , б д + 1 , . . . ,0*). 

Из следствия 2 вытекает 
Следствие 3. Если для отношения р существует разделительная 

декомпозиция (р 1 ? . . . , р*) с заданной базой ( J l 5 . . . ,/*)> т о такая разде­
лительная декомпозиция единственна. 
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Из следствия 2 и того факта, что подстановки констант сохраняют 
монотонность функций, вытекает 

Следствие 4. Если (/эь . . . ,/?fc) — разделительная декомпозиция 
правильного отношения р, то отношения /?i , . . . ,/?* правильны. 

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Если р — правильное порядковое отношение, то в ус­
ловиях (12) и (13) конъюнкция KQ(ui) допускает замену на KQ(UI) = 
Д р\. Для условия (13) этот факт следует из 6°, а для (12) может быть 

установлен подобно тому, как обычно доказывается отсутствие отрица­
ний в минимальных ДНФ монотонных булевых функций. 

Теорема 2 и следствие 2 позволяют находить разделительную деком­
позицию с заданной базой либо доказывать отсутствие такой декомпо­
зиции. 

4. Лучшая разделительная декомпозиция 
По следствию 3 каждая разделительная декомпозиция R = (рг,... ,рк) 

однозначно определяется своей базой B(R). Качество декомпозиций бу­
дем связывать со свойствами их баз. 

Пусть I = {/ l5... , Ik} и J = { J l 5 . . . , Ji) — два разбиения множест­
ва / . Будем говорить, что разбиение J не крупнее I (I не мельче J ) , 
если каждое /5, 1 ^ s ^ &, представимо в виде объединения некоторых 
множеств из J. 

Скажем, что декомпозиция R не хуже декомпозиции R', и запишем 
R У R', если {i?(R)} не крупнее {B(R')}, где через {J9(R)} обозна­
чено неупорядоченное разбиение, соответствующее базе JB(R) . Деком­
позиции R и R' назовем равноценными (обозначение R х R') , если 
R У R' и R' У R. Очевидно, что базы равноценных декомпозиций 
совпадают с точностью до перестановки множеств. Скажем, что раз­
делительная декомпозиция R строго лучше R' (обозначение R У R'), 
если R и R' не равноценны и R У R'. Разделительную декомпозицию 
R назовем максимальной, если для любой разделительной декомпози­
ции R' из R' У R следует R' x R. В максимальной разделительной 
декомпозиции ( p l 5 . . . ,/>*.) все отношения /з,- неразделимы. Если бы неко­
торое pi обладало декомпозицией (сгх,... , <7/), то из Ср = CPl о . . . о СРк и 
CPi — CCl о . . . о Сах вытекало бы разложение 

Ср = СР1 о . . . о CPi_x о Cffl о . . . о Сах о С р . + 1 о . . . о СРк, 

приводящее к декомпозиции, которая строго лучше (/>1?... ,/>*). 
Декомпозицию R назовем лучшей, если R >: R' для любой разде­

лительной декомпозиции R'. Очевидно, что все лучшие декомпозиции 
заданного отношения (если существуют) максимальны и равноценны. 
Исследуем вопрос существования лучших декомпозиций. 



76 Л. А. Шоломов 

Лемма 6. Если для разбиения ( / ь / \ /х) выполнено соотношение 
(13)7 то (13) справедливо для каждого разбиения ( / { , / \ /{), в котором 
/{с д. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что это не так и на множестве /{ 
существует ненулевой набор й[ такой, что <7p(ui, 0'2) = 0 и (<7р(й'1? 62))* = 1, 
т. е. gp(—u[^0f

2) = 0 (здесь б'2 — нулевой набор длины | / \ / { | , где | • | озна­
чает мощность множества). Обозначим через щ набор на / ь который 
на /{ совпадает с й[ и остальные компоненты которого равны 0, а че­
рез б2 — нулевой набор длины | / \ 1Х\. Тогда др(йъ02) = #P(U'I,6'2) — 0 
и gp(—ui,02) = <7р(—й'̂ О'з) = 0. Это противоречит условию (13) для 
(Д, / \ Ii). Лемма 6 доказана. 

Для подмножества Г С I ж функции д : { — 1,0,1}7 —> {0,1} обозна­
чим через д(Г —• 0) функцию, полученную из д{и) подстановкой щ •= 0 
при всех i 6 V. Запись h(F) будем применять для обозначения того, 
что функция h зависит от переменных с индексами из / ' , т. е. осу­
ществляет отображение {—1,0,1}7 —> {0,1}. Множество / ' , Г С / , назо­
вем допустимым, если существует разделительная декомпозиция с базой 

Лемма 7. Если множества Д и Зх допустимы и 1г П Jx ф 0 , то 
множество 1Х П Jx также допустимо. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Введем обозначения I2 = I \ h и J2 ~ I \ J\. 
Тогда условие (12) для /х и Jx приобретает вид 

ЯР - 9P{h -> 0) V K0(h)gP(Ii -> 0), (16) 
9Р = 9P{h - 0) V K0(Ji)gP(Ji -> 0). (17) 

Из (16) получаем 

9p(J2 - 0) = gp{h U J2 -> 0) V #o(/i \ Л Ы Л U J2 -> 0), 
5Р(Л -> о) = gP{h и Ji - 0) v ад \ Ji)^(/i и л -> о). l j 

Подставляя эти выражения в (17) и группируя с учетом равенств IX\J2 — 
Ix П J i , /2 U J2 = /1 П Ji , находим 

5Р = ЛхС/х П Л) V 1 З Д П Jx)h2, (19) 

где введены обозначения 

hi(IinJl) = gp{I2UJ2^0)J 

h2=gp{h U J 2 ^ 0 ) V gp(I2 U Ji->0) V tf0(Ji U JX \ {h П Ji))<7P(/i U Л-+0) . 

Поскольку Ar
0 обращается в 1 лишь на нулевом наборе, равенство (19) 

можно переписать в виде 

др = ад П JO V JSToC/i П Л)Л'№ U J2), (20) 
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где h'(I2 U J2) = h2{h П Л —> 0). Легко проверить, что /h(/i П J\ -» 0) = 
дДб) и h'(I2UJ2 —• 0) = #р(б). Поскольку /> иррефлексивно, эти значения 
равны 0. Отсюда и из (20) следует, что gp(I2 U J2 -* 0) = fti(Ji П Ji) , 
#p(/i П Ji -» 0) = Л/(/2 U J2). Подставляя эти выражения в (20), приходим 
к представлению 

9Р = 9P{h U J2 -> 0) V К0{1г П Ji)5P(/i П Ji -* 0), 

которое имеет вид (12) применительно к /х П Ji . 
В силу леммы 6 соотношение (13) для Д П J\ вытекает из вклю­

чения 1Х П Ji С 1х и того, что по теореме 2 допустимое множество 1Х 
удовлетворяет условию (13). Лемма 7 доказана. 

Будем говорить, что критерий г поглощает критерий j ( i , j £ I ) , 
если функции др(щ = 1) и #р(иг- = -1 ) не зависят существенно от пере­
менной щ, где через <7p(̂ t- = а) обозначена функция, полученная из др 
подстановкой щ = а. Скажем, что критерий г поглощает множество J, 
если критерий г поглощает каждый критерий из J. 

Лемма 8. Отношение поглощения критериев транзитивно. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Убедимся, что если i поглощает j и j поглощает 

/, то i поглощает /. Возьмем a £ {-1,1}. Так как др{щ — а) не зависит 
от г£>, то др(щ = а) = др(щ = a,Uj — а). Последнюю функцию также 
можно рассматривать как результат подстановки щ = а в функцию 
др(щ = а) . Так как gp(uj = а) не зависит от щу то функция др(щ — а) 
также не зависит от щ. Лемма 8 доказана. 

Лемма 9. Если множества 1г и Ji допустимы и 1г П J\ — 0, то 
функция др представима в виде 

9Р= V (ftv#-)Vff, (21) 

где # не зависит от переменных щ, i £ /1 U J\. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим некоторое i из I\\JJ\ (пусть, напри­
мер, i 6 1\). Возьмем j £ J\. Из (12) следует, что г поглощает множество 
I2 = I \ J b поскольку подстановки щ = 1 и и;- = - 1 обращают ii'o(^i) 
в 0. В частности, г поглощает j . Аналогично j поглощает множество 
J2 = I \ Jx. По лемме 8 критерий г также поглощает J2 и поэтому г 
поглощает множество I2 U J2 — I. Нетрудно видеть, что справедливо 
разложение по переменной щ: 

9Р = Pi9P{ui = 1) V р\рг9Р(щ = 0) V Й0Р(И.- = - 1 ) . 

Поскольку г поглощает множество / , это представление приобретает вид 
дР — aPiVPiPihyfip'^ где а, /3 £ {0,1}, h — Л(/\{г}) — некоторая функция. 
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Покажем, что а V /3 — 1. Если допустить, что а = (3 — О, полу­
чим представление др — p\pih, из которого следует, что gp(h —• 0) = 
v\ViKh -» 0) и (#Д/2 -> 0))* = л V v\ V (Л(/2 - • 0))*. Соотношение (13) 
будет нарушено. Это противоречит допустимости 11т 

Убедимся теперь, что а — (3 = 1. Если, например, а — 0, то имеет 
место представление др — PiPih V р\ — p{h V р(-. Подстановка щ = 1 
дает ^ ( ^ i = 1) = М(ч? = 1) V $ , откуда р'{ <$ # р ( ^ = 1) < pi- Это 
противоречит поглощению критерия г критерием j . 

В итоге получаем др = рг- V $ V р(-р,-Л = 2?{ V р\ V /г. Взяв любое 
/ Е /i U Л \ {г}, аналогично можно записать др~р\\1р\УЫ. Приравняв 
правые части и подставив щ — 0, получаем h = р\ V р\ V Л'(и,* = 0) = 
P\V p'l^hi, что дает #р = р£ V р(- V р/ V р\ V /^. Продолжая эти рассуждения, 
придем к (21). Лемма 9 доказана. 

Из леммы 7 и того факта, что для монотонной функции др представ­
ление (21) невозможно, вытекает 

Следствие 5. Для правильного отношения р все допустимые мно­
жества, пересекаются. 

Лемма 10. Если др = рг- V р(- V д и д не зависит от щ, то множество 
Is базы максимальной декомпозиции, содержащее i, одноэлементно. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть (/>l5... ,pk) — максимальная декомпози­
ция, ( J i , . . . , Д) — ее база, г Е 15- По следствию 3 функция дРа может 
быть получена из др подстановками Uj — 0 при каждом j £ Is. Поэтому 
дРд — <р{ ур1. \jh при некотором h. Это представление может быть преобра­
зовано к виду gPs = Pi Vр\ V p^pili. Допустив, что в Is имеются элементы, 
отличные от г, по теореме 2 можно заключить, что отношение ps разде­
лимо на отношения, заданные на множествах {г} ж Is\ {г}, ибо условие 
(13), приобретающее вид (pt- V р'{)* = р'{р{ ^ (рг- V р\) V р\р{, выполнено. 
Это противоречит максимальности декомпозиции. Лемма 10 доказана. 

Теорема 3. Всякое отношение р имеет лучшую декомпозицию.*^ 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточно убедиться, что базы ( Д , . . . ,Д) и 
(J x , . . . , Ji) любых максимальных декомпозиций ( р ь . . . , рк) и (сгь . . . , а/) 
отношения р могут отличаются лишь расположением множеств. Для 
этого докажем, что из обеих баз можно удалить одно и то же множество 
так, что оставшиеся базы будут соответствовать максимальным деком­
позициям некоторого отношения р' на меньшем множестве критериев. 
Доказательство разобьем на ряд случаев. 

*) Если отношение р неразделимо, его лучшая декомпозиция тривиальна, т. е. 
совпадает с р. 
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СЛУЧАЙ 1 (1г = Л) . По лемме 1 имеем Ср = CPl о Ср* и Ср> = СР2 о 
. . . о CPfc. Разделительная декомпозиция (/>2,... , /э*) отношения />' макси­
мальна. Если бы это было не так, то, взяв декомпозицию (г 2 , . . . , rm) , 
строго лучшую ее, можно было бы образовать декомпозицию (/?ь г 2 , . . . , 
r m ) , которая строго лучше максимальной декомпозиции (р1}... ,/>*). 

Аналогично (<7i,... , 07) образует максимальную декомпозицию отно­
шения & такого, что (ах,а') — декомпозиция отношения р. Отношения 
р' и & совпадают, ибо рх и сгх заданы на множестве / ь и по следствию 2 
выполнено gpi — ga> = 9P{h ~* 0). 

СЛУЧАЙ 2 (1Х ф J b / i П Jx 7̂  0 ) - Хотя бы одно из множеств 1Х 
и Jx (пусть Д) отлично от J i f l J i . Поскольку множества Д и Д допус­
тимы, по лемме 7 множество 1Х П Д также допустимо. В этом случае 
представление (18) имеет вид 

9,(1 - 0) = </р(/ U J - 0) V ВД П Л )<?,(/ и Л - * 0), (22) 

где / = I2 U .. . U Ik и J = J2 U . . . U J/. Согласно следствию 2 имеем 
gpi(li) ~ gp(I —» 0). На множествах критериев /х П Д и 1г \ Jx введем 
отношения тг и т2, положив gTl{h П Л) = #р( / U J —> 0), #Т2(Л \ Л) = 
gp(IU Л —• 0), и перепишем (22): 

gPl{Ii) = gMnJ1)VKo(I1C\Jl)gTa(Il\J1). (23) 

Из условия (13) для множества 1г П Д вытекает, что гх является ТОН-
отношением. Как было установлено при доказательстве теоремы 2, 
в этом случае (23) эквивалентно равенству pi = TI®T2. Отсюда следует, 
что (7"i,r2) — декомпозиция отношения рг. Это противоречит макси­
мальности (/>!,.. . ,/?*). Поэтому случай 2 невозможен. 

СЛУЧАЙ 3 (Д П Ji = 0). По лемме 9 элементы множества 1Х удов­
летворяют условиям леммы 10, в соответствии с которой 1г = {г} при 
некотором г и найдется 5 такое, что Js = {г}. Согласно лемме 1 сущест­
вует декомпозиция отношения р с базой (J7,«/")? где J' — Jx U . . . U Л _ ь 
J" = J5 и . . . U J/. Поскольку г ^ J7, допустимые множества /j и J ' 
не пересекаются. Воспользовавшись леммой 9, заключаем, что все эле­
менты множества J' удовлетворяют лемме 10. По этой лемме множества 
J i , . . . , J5-1 одноэлементны. Пусть Ji = { j i } , . . . , Jt-i — {js-i}- Приме­
нив лемму 1, образуем декомпозицию (т',г") отношения р, где т' задано 
на Ji U . . . U Js и имеет декомпозицию ( a l 9 . . . , <тв). Из леммы 9 следует, 
что gT> = PiiVp^V.. -Vpj.^Vpj^iVpiVpi- В силу симметрии этой функции 
отношение г' может быть представлено декомпозицией (<7Л, <7l5... , cre_i), 
а отношение р — декомпозицией (сг5, а ь . . . , 0"5-ъ сг5+1,... , <j/), база ко­
торой начинается с множества Js = /х. Мы оказываемся в условиях уже 
рассмотренного случая 1. 
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В результате показано, что в базах максимальных декомпозиций 
можно устранить равные множества и получить максимальные деком­
позиции одного и того же отношения. Продолжая эту процедуру до тех 
пор, пока не исчерпаются все множества, получим утверждение теоремы. 
Теорема 3 доказана. 

ЗАМЕЧАНИЕ 3. Из доказательства видно, что лучшие декомпозиции 
совпадают с точностью до перестановки некоторых подряд идущих от­
ношений, заданных на одноэлементных множествах. 

ЗАМЕЧАНИЕ 4. Правильные порядковые отношения обладают един­
ственной лучшей декомпозицией. Это следует из того, что разные луч­
шие декомпозиции отношения р могут возникнуть лишь при наличии 
у функции др представления (21), что для монотонных функций невоз­
можно. 

5. Алгоритмические проблемы построения 
разделительных декомпозиций 

Исследуем проблемы, связанные со сложностью нахождения разде­
лительных декомпозиций. Будем рассматривать две задачи. 

Задача о разделительной декомпозиции с данной базой состоит 
в том, чтобы по отношению р и разбиению ( J i , . . . ,/*) множества / 
узнать, существует ли разделительная декомпозиция (p i , . . . ,/?*) отно­
шения р с базой J9(p b . . . ,/>jfc) = ( J i , . . . ,/jb), и, если существует, найти 
ее. Согласно следствию 1 можно ограничиться разбиениями (/1? J2) н а 

два множества. 
Задача о лучшей разделительной декомпозиции состоит в том, что­

бы по отношению р построить его лучшую разделительную декомпози­
цию, которая существует по теореме 3. 

Будем считать, что порядковое отношение р представлено функцией 
др в форме ДНФ либо КНФ. Отдельно будем исследовать случай пра­
вильных порядковых отношений. Для задания порядкового отношения 
общего вида будем использовать произвольные ДНФ и КНФ, а для пра­
вильных порядковых отношений — приведенные ДНФ и КНФ, которые 
единственны в силу монотонности функций др. Далее для краткости бу­
дем говорить о задании отношений в виде ДНФ и КНФ, подразумевая 
под этим форму их представляющих функций. 

Сформулируем результаты о сложности задач, связанных с разде­
лительной декомпозицией отношений. 

Теорема 4. Задачи о разделительной декомпозиции с данной базой 
и о лучшей разделительной декомпозиции 
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• NP-грудяы для произвольных порядковых отношений в форме 
ДНФ или КНФ? 

• NP-трудны для правильных порядковых отношений в форме ДНФ, 
• полиномиально решаемы для правильных порядковых отношений 

в форме КНФ. 
Понятия NP-трудности и полиномиальной решаемости задач пред­

полагаются известными (см., например, [3]). Доказательство теоремы 4 
разбивается на на несколько этапов (леммы 11-18). 

Лемма 11. При представлении отношений в форме КНФ задачи 
о разделительной декомпозиции с данной базой и о лучшей разделитель­
ной декомпозиции NP-трудны. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Укажем сведение к ним задачи выполнимость 
[3]. Пусть Di А . . . Л Ds — КНФ булевой функции / ( p i , . . . ,рп)- Если 
/ (О , . . . ,0) = 1, КНФ выполнима. Будем считать, что / ( 0 , . . . ,0) = 0. 
На множестве / = { 0 , 1 , . . . , п} введем порядковое отношение р посред­
ством КНФ 

9р = (р'0 V Зг).. .(У0 V 38)(РоУР1 V . . . Vpn), 

где Dj (1 ^ j ^ s) означает дизъюнкцию из Р3,2? графически совпада­
ющую с дизъюнкцией Dj из КНФ функции / . Отношение р иррефлек-
сивно, ибо дДО,... , 0) = 0. Легко видеть, что представляющая функция 
др может быть записана в виде 

gP=PoV(p'0VDlA...A Ds)(Pl V . . . V p n ) . (24) 

Эта функция существенно зависит от всех аргументов (а отношение р — 
от всех критериев), поскольку #р(0, . . . , 0) = 0, а на всех наборах с одной 
единицей она обращается в единицу. 

Убедимся, что для отношения />, определенного равенством (24), де­
композиция с базой ({0},{1, . . . , п}) существует тогда и только тогда, 
когда лучшая разделительная декомпозиция нетривиальна. Согласно 
лемме 1 это эквивалентно тому, что существует разделительная деком­
позиция длины 2. Подставив щ = —1 (г ф 0) в (24), получаем 

др(щ = - 1 ) - р0 V (р'0 V D[ А . . . Л D's)(Pl V . . . V Pi.x V p i + 1 V . . . V pn) , 

где Dj = Dj{u{ = —1), 1 ^ j ^ s. Легко видеть, что это выражение 
существенно зависит от всех переменных uh I ф г. Поэтому г не по­
глощает ни одного критерия. Следовательно, если декомпозиция длины 
2 существует, то ее базой является ({0},{1, . . . ,гс}). Покажем, что р 
обладает декомпозицией с этой базой тогда и только тогда, когда КНФ 
D\ А . . . Л D5 невыполнима. 
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Если Di Л . . . Л Ds = О, то (12) и (13) будут иметь место, ибо тогда 

9Р=РоУ Po(pi V . . . V рп) = р0 V p'0po(pi V . . . V р п ) , 

а (13) приобретает вид р0 Vp'0 ^ р'0. По теореме 2 разделительная деком­
позиция существует. 

Пусть теперь Dx Л . . . Л Ds ^ О и ( а 1 , . . . , ап) — набор, обращающий 
DiA., ,ADS В 1. Имеем др(и0 = -1 ) = Dxk .. MDs(pi\/.. .Vpn), что при­
водит к ^ ( — 1,0,... ,0) = 0, рД—l,a i , . . . , an) = 1 и означает, что кри­
терий 0 не поглощает остальные. Декомпозиция с базой ({0}, { 1 , . . . , тг}) 
невозможна. 

Полученные сведения задачи выполнимость к задачам о раздели­
тельной декомпозиции с данной базой и о лучшей разделительной деком­
позиции доказывают NP-трудность последних. Лемма 11 доказана. 

Лемма 12. Задача выяснения по монотонной булевой функции f 
в форме ДНФ (приведенной) справедливости неравенства, f ^ /* явля­
ется NP-трудяоя. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Укажем сведение к этой задаче NP-трудной за­
дачи МОНОТОННАЯ выполнимость [3, комментарий к задаче ЛОГ 2]. 
Последняя состоит в том, чтобы по КНФ, каждая дизъюнкция кото­
рой содержит либо только сами переменные, либо только их отрицания, 
узнать, выполнима ли она. 

Представим КНФ в виде Dx Л . . . Л Ds Л D5+i Л . . . Л Д , где первые s 
дизъюнкций содержат переменные без отрицаний, а последние t — s дизъ­
юнкций — с отрицаниями. Введем монотонные функции Л и /2 в форме 
ДНФ, положив fi = Ъх V . .. V Ds, /2 = (£5+1 Л . . . Л Dt)*. Тогда исход­
ная КНФ может быть представлена как Л / 2 . Она невыполнима тогда 
и только тогда, когда справедливо неравенство /х ^ / 2 . Отсюда выте­
кает NP-трудность проверки этого неравенства для монотонных функ­
ций fi и /2 в форме ДНФ. 

Рассмотрим функцию /i(x, у, z) = ху V xz V yz. Введя новые перемен­
ные и и v, определим монотонную функцию 

g = h(u,vfi,vV f2) = uvVvifVuf2 

в форме ДНФ. Пользуясь самодвойственностью и симметрией функции 
/i, находим 

ff* = fc(tt,t;V/1*,t;j;) = % ^ , t ; V / n . 
Покажем, что fx ^ /2 справедливо тогда и только тогда, когда g ^ g*. 
Если выполнено неравенство / г ^ / 2 , то /2 ^ /*, и, используя монотон­
ность /ц из представлений функций д ж д* получаем д ^ д*. Обратно, 
если д ^ #*, то /х = дг(г* = 0,v = 1) ^ <7*(и = 0,г; = 1) = / 2 . Лемма 12 
доказана. 
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Лемма 13. Для правильных отношений в форме ДНФ задача о раз­
делительной декомпозиции с данной базой является NP-трудной. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Укажем сведение к этой задаче NP-трудной за­
дачи из леммы 12. 

Пусть для монотонной булевой функции / (ж 1 ? . . . ,£„) в форме ДНФ 
требуется проверить соотношение / ^ /*. Введем правильное отноше­
ние р представляющей функцией 

gp(uu . . . ,un + 1) = (рг V . . . V p„ ) / (p i , . . . , < ) Ур\ .. -PnPn+i-

Это представление с полиномиальной сложностью может быть преобра­
зовано в ДНФ. Отношение р иррефлексивно, поскольку # р (0 , . . . ,0) = 0. 
Легко видеть, что отношение р существенно зависит от всех критериев. 
Покажем, что задача о неравенстве / ^ /* сводится к задаче существо­
вания декомпозиции с базой ( { 1 , . . . , п}, {п + 1}) отношения р. В силу 
замечания 2 последняя задача эквивалентна задаче проверки соотноше­
ния 

(Pi V . . . V рп)М,... , К ) V р\ .. .p'n > /*(Pi, • • • ,р„) V р[ .. .р'п. (25) 

Отметим, что если среди значений переменных имеются положительное 
и отрицательное, то (25) приобретает вид 

/ (р 'г , . . - ,Ю>ПРь. •-,?»)• (26) 

Убедимся, что из / ^ /* следует (25). Если все переменные щ прини­
мают только неотрицательные либо только неположительные значения 
и имеется хотя бы одно отрицательное, то (25) выполнено независимо 
от вида / , ибо в первом случае р[ ..-р'п = 1, а во втором обе части 
(25) обращаются в 0. Поэтому достаточно проверить (26) для набора, 
включающего компоненты 1 и —1. Пользуясь монотонностью / и соот­
ношениями р[ = р'(щ) ^ р(щ) = Pi, получаем 

/(?!>••• >Pn)Z f(Pu-" >Рп)^ /*(Рь-«- >Pn). 

Обратно, убедимся, что из (25) следует / ^ /*. Пусть а = ( а 1 ? . . . , 
ап) — произвольный булев набор. Если а составлен из одинаковых сим­
волов (0 или 1), то / ( а ) — /*(а) . Пусть в а содержатся разные символы. 
Рассмотрим набор (м1 ? . . . , un), где щ — 2аг- — 1. Для него (р[,... ,р'п) = 
(р 1 ? . . . ,рп) = ( а 1 ? . . . , а п ) . Поскольку набор (гг15... , г/п) содержит поло­
жительные и отрицательные компоненты, вместо (25) можно восполь­
зоваться соотношением (26), из которого следует, что / ( а ) ^ /*(<5). 
Лемма 13 доказана. 
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Лемма 14. Для правильных порядковых отношений отношение по­
глощения асимметрично. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим противное, т. е. существуют кри­
терии (например, с номерами 1 и 2), поглощающие друг друга. Сгруп­
пировав члены приведенной ДНФ, представим др в виде 

9Р = PiPtfi V p[p2f2 V Pip'2/3 V p[p'2U V Plfb V p[f6 V p2f7 V p'2fg V /9 , (27) 

где функции f\-fs не зависят от щ и и2. Из условия, что gp(ui = —1) 
не зависит от и2? получаем соотношение р 2 / 7 V р'2/8 ^ /э? из которого 
следует, что в (27) отсутствуют члены p2f7 и p2f8- Аналогично при 
и2 = — 1 убеждаемся в отсутствии членов р х / 5 и p'j/б. В результате 
представление (27) приобретает вид 

9Р = Pmfi V p[p2f2 V Pip'Js V p[pf
2f4 V /9 . (28) 

Из него и независимости др(щ = 1) от и2 следует, что p2fx V p2f2 Vp'2/3 V 
р 2 / 4 ^ /g- Отсюда и из (28) получаем равенство др = /9 . Оно про­
тиворечит существенной зависимости отношения р от всех критериев. 
Лемма 14 доказана. 

Лемма 15. Для правильных отношений в форме ДНФ задача о луч­
шей разделительной декомпозиции является NP-трудной. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Укажем сведение для правильных отношений 
задачи о разделительной декомпозиции с данной базой к задаче о лучшей 
разделительной декомпозиции. Пусть известна лучшая разделительная 
декомпозиция (по замечанию 4 она единственна) и ее базой является 
( J l 5 . . . , Ji). Покажем, что разделительная декомпозиция с данной базой 
(1Х,12) существует тогда и только тогда, когда 

/ i= U J" (29) 

где s = max{t | Д П Jt ф 0} . 
Пусть разделительная декомпозиция с базой (h^h) существует. По 

определению лучшей декомпозиции разбиение { J i , . . . , J j } мельче 
{/!,/2}, и, следовательно, 1г является объединением некоторых J,-. Пред­
положим, что (29) нарушено и в этом объединении не участвует множе­
ство J t , t < s. Рассмотрим некоторые a £ Jt и b € Ja . Из a € J l5 
b £ Ii и существования декомпозиции с базой {h^h) вытекает, что a 
поглощает Ь. С другой стороны, по лемме 1 существует разделитель­
ная декомпозиция с базой (</', J") , J' = Jx U . . . U Ju и из а ^ </', Ь G J7 

следует, что 6 поглощает а. Это противоречит лемме 14. Потому (29) 
выполнено. Обратно, из (29) в силу леммы 1 вытекает существование 
декомпозиции с базой (/1?/2)- Лемма 15 доказана. 
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ЗАМЕЧАНИЕ 5. Из лемм 13 и 15 очевидно следует NP-трудность рас­
сматриваемых задач для произвольных порядковых отношений в форме 
ДНФ. 

Скажем, что множество критериев Ii поглощают 12) если каждый 
критерий из Ii поглощает 12. 

Лемма 16. ЕСЛИ р — правильное отношение^ то множество 1\ по­
глощает 12 = 1\1\ тогда и только тогда, когда функция др представима 
в виде 

9Р = 9P{h - 0) V Kt{h)9„{h - 0), (30) 

где K+(h) = Л P'i-

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть множество 1Х поглощает 12. Сгруппиро­
вав члены приведенной ДНФ функции др, представим др в виде 

др = h(Ix) V у qAiB(A U В U J2), (31) 
А,В 

где дизъюнкция берется по таким парам множеств (А, В), что АиВ С 1г, 
А Г) В — 0, а функции <^я имеют вид 

?Л,В = Д Ра Д Р'Ь/АА1^! /ААЪ) Ф C 0 I l s t ' (32) 

Покажем, что все множества А в (31) пусты. Предположим, что это не 
так и найдется пара (А0,Бо)5

 в которой А0 ф 0. Подстановка А0 —> 1 
в (31) с учетом (32) дает 

др(А0 - 1) = h(AQ -> 1) V \ / ^ ( A 0 - 1) V Д pfbfAotBo(I2). 
(AtB)?(A0iBo) ЪеВ0 

Поскольку А0 поглощает 12 (ибо А0 С Д), выполнено неравенство 

Д PbfA0,B0(h) < h(A0 - 1) V \ / qAiB(A0 -> 1). 

Домножив обе части на Д ра и учитывая соотношения 

9Ao,So = Д Ра Д Р'Ъ1А0,ВО1 
a£AQ b£B0 

QA}B ^ Д РаЗи,в(А0 -> 1), 
а€Л0 

h ^ Д Ра^(Л -> 1) ^ Л, 
абА0 
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получаем 
? A 0 ) B O ^ V У qAiB. 

(AtB)*{A0,Bo) 

Это означает, что член qA0iB0
 B (31) поглощается остальными, что не­

возможно. 
В результате доказано, что (31) имеет вид 

дР = Ч1г)ч\/ /\p'bfB(I2), fB(h)^ const. (33) 
в ъев 

Дизъюнкция берется по некоторым В С 1Х. Покажем, что в (33) имеется 
единственное множество Б, причем В = 1г. Пусть это не так и в (33) 
входит некоторое В ф 1х. Подстановка 1Х \ В0 —> — 1 дает 

gP(ii \ в0 -+ -1) = h{h \ в0 -+ -1) v V Л Pbfsih). 
B:Bn(Ii\Bo)=0 ЪеВ 

Поскольку множество 1г \ В0 поглощает /2 , функции qB = Д pf
bfB(h) 

ьев 
в этом представлении удовлетворяют неравенству qB ^ h(Ii \B0 -» —1). 
В частности, qBo ^ h(Ii \ В0 —» —1). Из монотонности /i следует, что 
Яво ^ ^- Это противоречит тому, что В0 присутствует в (33). Из 
(33) в силу доказанного следует, что др = h(Ii) V А ^ / х ) / ^ ^ ) . Под­
становками /2 —> 0 и Д —» 0 отсюда получаем h(Ii) = др(12 —* 0), 
/ 7 l ( / 2 ) = #p(l"i -» 0), что приводит к (30). 

Обратное утверждение о том, что 1г поглощает /2 , очевидно следует 
из (30). Лемма 16 доказана. 

Лемма 17. Для правильных отношений в форме КНФ задача о раз­
делительной декомпозиции с данной базой полиномиально разрешима. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. С учетом замечания 2 условия (12) и (13) су­
ществования декомпозиции с базой ( /ь /г) Дд я правильных отношений 
приобретают вид (30) и 

др{12 - 0) V #+( / i ) ^ Ы / 2 - 0))*. (34) 

Достаточно убедиться, что для функции др, заданной в приведенной 
форме КНФ, соотношения (30) и (34) полиномиально проверяемы. 

Согласно лемме 16 условие (30) эквивалентно тому, что каждый кри­
терий г из Ii поглощает /2 . Последнее имеет место тогда и только тогда, 
когда обе КНФ, полученные подстановками щ = 1 и щ = — 1 в КНФ др 
и приведением, не содержат переменных с индексами из 12. Этот способ 
проверки условия (30) полиномиален. 
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Левая часть (34) может быть преобразована в КНФ с полиномиаль­
ной сложностью, а правая имеет вид ДНФ. В силу соотношений 

(1Л Л . . . Л Ds ;> Кг V . . . V Kt) О (Д- ^ Kh l ^ i ^ s , l^j^t) 

неравенство (34) допускает полиномиальную проверку. Лемма 17 дока­
зана. 

Лемма 18. Для правильных отношений в форме КНФ задача о луч­
шей разделительной декомпозиции полиномиально разрешима. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПО замечанию 4 правильное порядковое отно­
шение р имеет единственную лучшую разделительную декомпозицию 
(Pi? • • • ?Р/)- Предположим, что она нетривиальна, и обозначим через В0 
ее базу ( J i , . . . , J/). Согласно лемме 7 и следствию 5 пересечение всех 
допустимых множеств для р непусто и допустимо. Оно является наи­
меньшим допустимым множеством и, как нетрудно заключить из опре­
деления лучшей декомпозиции, совпадает с Зх. 

Обозначим через га(г), г € J, номер m множества Jm базы J?0, ко­
торый содержит г. С базой В0 свяжем бинарное отношение s на J, по­
ложив isj <£> m(i) < m(j). Это отношение является слабым порядком, 
т. е. асимметричным и негатранзитивным (isj Ajsk =>- isk) отношением. 
Множество Jx образовано его максимальными элементами, т. е. такими 
г, что jsi при всех j £ I. 

Поскольку объединение негатранзитивных отношений негатранзи-
тивно, для любого бинарного отношения г на конечном множестве су­
ществует наибольшее по включению вложенное, в него негатранзитивное 
отношение г0. Если г асимметрично, то г0 — слабый порядок. Обозна­
чим через р отношение, которое поглощает р (по лемме 14 оно асиммет­
рично), через р0 наибольший слабый порядок, вложенный в р , а через 
J0 множество максимальных элементов в р0. Из s С р0 следует, что 
Jo С Л. 

Опишем полиномиальный алгоритм нахождения J0. Отношение ipj 
выполнено тогда и только тогда, когда КНФ др(щ — 1) и др(щ = —1), 
полученные из КНФ др подстановками и приведением, не содержат пе­
ременной Uj. Поэтому р может быть построено с полиномиальной слож­
ностью. Чтобы найти отношение р0, достаточно взять дополнение р — 
I \ p отношения р, построить его транзитивное замыкание р и взять 
дополнение к р. Множество J0 является множеством максимальных эле­
ментов отношения р0. 

Поскольку J0 поглощает J \ J0, по лемме 16 множество J0 удовлетво­
ряет соотношению (30). Условие (34) для J0 может быть полиномиально 
проверено методом из доказательства леммы 17. Если оно нарушено, то 
по лемме 6 условие (34) нарушено и для Jx. Это означает, что лучшая 
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разделительная декомпозиция для р тривиальна. Если (34) для J0 имеет 
место, то J о допустимо и совпадает с Jx в силу минимальности <Д и вклю­
чения J0 С Jx. Зная J b приведенную КНФ отношения pi лучшей разде­
лительной декомпозиции (/>ь . . . , р{) найдем путем подстановки I\JX —» О 
в КНФ др и приведения. 

Далее подстановкой Ji —> 0 в КНФ др и приведением найдем порож­
дающую функцию отношения р' ~ р2 ® . . . ® pj. Используя отношение 
р' вместо /?, с помощью тех же построений найдем отношение р2- Эта 
процедура может быть продолжена вплоть до нахождения ph Лемма 18 
доказана. 
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