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Достаточные условия разрешимости посредством алгоритма по­
координатного подъема некоторых задач целочисленного программи­
рования были получены в работе [1]. В случае задания множества 
допустимых решений задачи системами линейных неравенств с цело­
численными неотрицательными коэффициентами эти условия выра­
жаются в терминах свойств некоторых семейств множеств, тесней­
шим образом связанных со структурой системы линейных ограниче­
ний и целевой функцией задачи. В данной статье дается более полное 
описание (характеризация) указанных семейств множеств, основан­
ное на специального вида представимости этих семейств параллельно-
последовательными сетями. 

В работе [1] рассматривалась задача целочисленного программиро­
вания, имеющая вид: найти 

max < ] Г ft I JT aijxJ ) I x € P [> (!) 

где fi(-) — вогнутые функции; 
A ~ {a{j} — матрица размера т X n с неотрицательными целочис­

ленными элементами аг;-; 
Р — конечное множество целочисленных точек х = (ж 1 9 . . . , жп), ле­

жащее в положительном ортанте пространства Rn и содержащее начало 
координат. 

Исследовалась разрешимость данной задачи посредством алгоритма 
покоординатного подъема (жадного алгоритма). Полученные достаточ­
ные условия разрешимости воспроизведем здесь в частном случае, когда 

*) Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда 
фундаментальных исследований (проект 99-01-00510) и Федеральной це­
левой программы «Интеграция» (проект 274). 
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множество Р определяется следующими условиями: 

71 

^T,aijxj ^bii г = m + l,... ,m, (2) 

х^О, j = l , 2 , . . . , n , (3) 
я,- - целое, j = 1,2,... , га, (4) 

а элементы аг;- расширенной матрицы А = {atj} размера га х га при­
нимают значения из множества {0,1} и матрица А не имеет нулевых 
строк и столбцов. Для формулировки упомянутых условий рассмотрим 
семейство я/ = {А{ \ г = 1 , . . . ,га} подмножеств Аг- = {j | at;- = 1} 
множества { 1 , . . . , га}. Его подсемейство J#" называется тупиковым по­
крытием, если объединение множеств из л^7 покрывает { 1 , . . . ,п},а уда­
ление любого множества из &/1 нарушает это свойство. 

Тупиковое покрытие называется разбиением, если любые два мно­
жества покрытия имеют пустое пересечение. Из установленных в [1] 
условий разрешимости задачи (1) алгоритмом покоординатного подъема 
следует 

Утверждение 1. Задача (1)-(4) разрешима алгоритмом покоорди­
натного подъема, если любое подсемейство srf', srf1 С srf, являющееся ту­
пиковым покрытием, есть разбиение и каждое множество А{, 1 ^ i ^ m, 
входит в некоторое разбиение. 

Целью данной статьи является полное описание семейств множеств, 
обладающих указанными в утверждении 1 свойствами. 

Введем некоторые определения. 
Пусть S — конечное множество, § — {Д- | i £ 1} — семейство его 

непустых подмножеств, покрывающих S, т. е. ( J{^ ' \ i € 1} = S. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Семейство £ будем называть а-семейством, если 

любое его подсемейство £', являющееся тупиковым покрытием, есть раз­
биение множества S на попарно непересекающиеся подмножества. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. a-семейство § будем называть а/3-семейством, 
если любое множество Е{ этого семейства входит в некоторое подсемей­
ство $', являющееся разбиением. 

Для описания а/?-семейств будет использовано их представление по­
средством множеств путей в сетях. При объединении двух или более 
семейств считается, что индексное множество объединенного семейства 
равно объединению индексных множеств исходных семейств. Если ис­
ходные семейства не являются подсемействами одного и того же семей­
ства, то дополнительно предполагается, что их индексные множества 
не имеют общих элементов. Операция удаления некоторого множества 
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семейства трактуется как удаление из индексного множества семейства 
индекса удаляемого множества. При этом ниже, вообще говоря, не пред­
полагается, что используемые в обозначениях те или иные индексы рас­
сматриваемых множеств совпадают с теми индексами, которые эти мно­
жества имеют в качестве членов содержащих их семейств. 

Под двухполюсной сетью мы понимаем ориентированный мульти-
граф Я = (VH, ЕН) с множеством вершин УЯ, множеством дуг ЕН 
и двумя выделенными вершинами-полюсами s (вход) и t (выход). 

Ниже особую роль будут играть параллельно-последовательные сети 
(7г-сети). Для определения класса параллельно-последовательных сетей 
рассмотрим две операции над сетями [2]. Пусть Н1 — сеть с входом Si 
и выходом £1? # 2 — сеть с входом s2 и выходом t2 и при этом Hi и Н2 не 
имеют общих элементов. Сеть Нх • Н2 с входом зг и выходом 22, полу­
ченная отождествлением вершин s2 и tf1? называется последовательным 
соединением сетей Нх и Н2. Сеть Hi V H2 с входом Si и выходом £1? по­
лученная отождествлением входов Si и s2 и выходов ^ и t2, называется 
параллельным соединением сетей Ях и Н2. Тогда класс параллельно-
последовательных сетей (7г-сетей) определяется индуктивно: 

1) сеть Н — (VH,EH) с множеством вершин VH = {<s,t}, где s — 
вход и t — выход, и множеством дуг ЕН = {($,*)} является 7г-сетью; 

2) если Н{ = (VHi, ЕН{) — х-сети без общих элементов с входами s{ 
и выходами ^ (г = 1,2), то Нх • Н2 и Hi V Н2 — тоже 7т-сети. 

Будет использоваться также другое (эквивалентное) определение 
класса ж-сетей, отличающееся от приведенного выше п. 2: 

2;) если Н — 7г-сеть, е — ее дуга, то 7г-сетями являются также сети 
Н' и Я", получаемые из Н дублированием дуги е и заменой дуги е двумя 
дугами (tx, w) и (эд, г>), где и, v — начальная и конечная вершины дуги е, 
a w — новая вершина. 

Пусть £ — {Ei | i G / } — семейство подмножеств множества S 
и Н = (VH,EH) — сеть с входом s и выходом t. Представимость 
семейства § сетью Н будем понимать в следующем смысле: 

существуют биективное отображение ср : I -± ЕН и отображение ф 
множества S на множество всех простых путей в Я, ведущих из s в £, 
такие, что при любом i & I справедливо равенство 

где объединение ведется по множеству всех простых ($,2)-путей ту, про­
ходящих по дуге tp(i). 

Другими словами, представимость семейства g двухполюсной сетью 
Я означает, что между множествами из § и дугами сети Я может быть 
установлено взаимно однозначное соответствие, а каждому элементу из 
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S может быть поставлен в соответствие некоторый простой ($,/)-путь 
в Я , так что каждому ($,*)-пути соответствует хотя бы один элемент, 
и если множеству Е Е § поставлена в соответствие дуга е, то Е состоит 
из всех элементов множества £, которым поставлены в соответствие 
(з,£)-пути, содержащие дугу е. 

С использованием данного определения может быть сформулировано 
и обосновано описание а/3-семейств. 

Теорема 1. Семейство ё является а/3-семейством тогда, и только 
тогда,, когда оно представимо некоторой тг-сетью. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ. Д о с т а т о ч н о с т ь . Пусть семейст­
во S представимо х-сетью Я — (VЯ, ЕН) при отображениях <р : / —> ЕЕ 
и ф : S —» £, где g — множество всех (s, £)-путей в Я . 

Если сеть Я содержит только одну дугу, то утверждение триви­
ально. Пусть \ЕН\ > 1. Тогда сеть Я получена из некоторых сетей 
Нг = (VHi,EHi) и Я2 — (VH2,EH2) посредством либо операции па­
раллельного соединения, либо операции последовательного соединения. 
Очевидно, что \ЕНг\ < \ЕН\ и \ЕН2\ < \ЕН\. Сначала рассмотрим слу­
чай Я = HiVH2. Тогда любой (s, /)-путь в сети Я содержится либо в Я ь 
либо в Я2 . Это приводит к тому, что любые два множества семейства § 
не пересекаются, если они соответствуют дугам из разных «подсетей» 
Hi и Я 2 . Отсюда далее следует, что множество S разбивается на два 
подмножества Si и S2 такие, что при х Е Si (соответственно х Е S2) 
путь ф(х) содержится в Ях (соответственно в Я2) . В соответствии 
с этим и семейство § делится на два подсемейства $i = {Е{ \ i Е Д} 
и <?2 = {Е{ | i E 12} такие, что Е{ С 5i при i E / i и JE7» С 52 при 
г Е 12. Нетрудно видеть, что семейство &i (соответственно <?2) пред­
ставимо сетью Hi (соответственно Я2). (При этом используемые ото­
бражения (£>1,(р2,ф1,ф2 получаются из <р и ф посредством их сужения на 
множества Ii^I2^Si и S2 соответственно.) Привлекая индукцию, можно 
считать, что §х и <f2 являются а/3-семействами. Отсюда следует, что <? 
является также а/3-семейством. 

Рассмотрим теперь случай Я = Hi - Н2. Сети Нх и Я2 можно рас­
сматривать как подсети сети Я с одной общей вершиной г, которая в Hi 
является выходом, а в Я2 — входом. Каждый ($, /)-путь т\ в сети Я про­
ходит через z и делится ею на две части 771 и щ: на (5,2:)-путь щ в Hi 
и на (^Л)-путь т/2 в Я2 . 

Пусть <р и ф — отображения, реализующие представление семейст­
ва S сетью Я; Ix = {i Е / | у>(г) Е ВД} = ^>~l(EHi), I2 = <р~\ЕН2), 
<£г = {Д- | г Е / i} и <?2 = {Д I i £ ^2}- Рассмотрим отображения (pi 
ж Ф1. В качестве срг возьмем ограничение отображения ср на множество 
/ ь а -01 — отображение множества 5 на множество (з,£)-путей в Hi — 
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определяется так, что V?f1(7/i) = U ^"Ч7?!^)? гДе объединение берется по 

множеству всех (л,/)-путей т\2 в Н2. Тем самым получается представле­
ние семейства S'I 7г-сетью Hi. Аналогично показывается, что семейство 
#2 представимо 7г-сетыо Н2. Тогда, используя предположение индукции, 
можно считать, что &х и £2 являются а/5-семействами. 

Пусть подсемейство S1 = {Е{ \ % £ /{}, / ' С / , является тупиковым 
покрытием множества S. Оно распадается на два подсемейства §[ — 
{Е{ \% е /{} и Ц = {£,- | г е /£}, где 1[ = Г П h ъ Г2 = Г П 12. 

Тот факт, что <f' есть покрытие множества 5, означает: для любого 
(з,/)-пути т/ в сети if существует индекс i £ / ' такой, что дуга у>(г) 
принадлежит пути 7у, т. е. путь т; содержит дугу из множества <р(Г). 

Если (s,z)-nyTb r)i в Я : не содержит дуг из множества у?1(/{), 
а (£,£)-путь % в Н2 не содержит дуг из множества (р2(12), то (з,£)-путь 
т? = ЩЩ в с е т и -ff н е содержит дуг из множества ¥>(Г). Последнее про­
тиворечит тому, что семейство S1 является покрытием. Следовательно, 
либо в любом (5,2г)-пути в сети Hi имеется дуга из множества ¥>i(/{), 
либо в любом (г,/)-пути в сети Н2 имеется дуга из множества ф2{1'2). 
В первом случае семейство <?/, а во втором случае семейство <§2 является 
покрытием множества S. Далее из тупиковости покрытия &' следует, 
что либо §[ — §' и §'2 — 0 , либо §{ — 0 и <?2 = £". Отсюда, привлекая 
предположение индукции, в любом случае получаем, что тупиковое по­
крытие §' является разбиением. Наконец, вхождение каждого множест­
ва семейства § в некоторое разбиение следует из того, что <? является 
объединением а/3-семейств §i и £2. Достаточность доказана. 

Н е о б х о д и м о с т ь . Пусть § = {Ei \ i £ 1} является а/3-семейст-
вом. Чтобы доказать представимость семейства <? некоторой 7г-сетью, 
сформулируем и докажем ряд лемм. В их формулировке под разбиени­
ями £%х-> &2 и т. д. понимаются подсемейства семейства £\ 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Непустое множество С, С С 5, будем называть 
компонентой связности семейства &, если 

1) для любого множества Е £ & либо Е П С = 0 , либо Е Г) С = Е\ 
2) никакое собственное подмножество С не обладает свойством 1. 

Лемма 1. Пусть 31 и S%2 — разбиения, Ei € 31\. Тогда компонента 
связности семейства £%i U 2%2, содержащая множество Ei, является объ­
единением всех множеств из &2, имеющих непустое пересечение с Е\. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточно показать, что любое множество из 
<Й?2> содержащееся в той же самой компоненте связности, что и Еи имеет 
с Е\ непустое пересечение. Предположим противное. Пусть для мно­
жества Е2 £ &2 из рассматриваемой компоненты связности имеем 
Ei П Е2 — 0. Тогда по определению компоненты связности Ег $. &2, 
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Е2 §f £%\ и существует последовательность F1,F2,... ,Fk,k ^ 2, мно­
жеств из 3?г U 3#2 такая, что JF\ = Еи Fk - Е2 ж F{ Г\ Fi+1 ф 0 при 
г - 1 , . . . , к - 1. Кроме того, семейство (311 \ {Ег}) U (3$2 \ {Е2})> являясь 
покрытием, должно содержать некоторое разбиение ё%. Нетрудно ви­
деть, что последовательность i<\, . . . ,Fk является «чередующейся» от­
носительно «Й?!, т. е. при любом г — 1 , . . . , к — 1 из двух множеств F{ 
и Fi+i одно принадлежит ^ 1 ? а другое не принадлежит гЙ\. Из Fx ё ^ 1 
H F ^ ^ ! следует, что к четно. С другой стороны, та же последователь­
ность является чередующейся и относительно 3$. При этом FuFk (£ 3%, 
так что к должно быть нечетным. Полученное противоречие доказыва­
ет лемму 1. 

Лемма 2. Пусть Е^Е2 Ф 0, 3^и3$2 —разбиения, Ех G 31 u Е2 £ 3%2 

и С — компонента связности семейства 3%i U 3%2, содержащая Е\ U Е2. 
Тогда С не зависит от выбора 3?г и 3?2. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Наряду с 3%Y и 3#2 рассмотрим разбиения Щ 
и Щ такие, что Ei Е &[ и Е2 Е Щ. Тогда С есть компонента связности 
семейства 3#[ U 3%2-> поскольку согласно лемме 1 компонента связности, 
содержащая J5b является объединением всех множеств из 3%2, имеющих 
непустое пересечение с Ех. Аналогично доказывается, что С есть ком­
понента связности семейства 3£[ U 31'2 (так как С есть объединение всех 
множеств из ЗИ1^ имеющих непустое пересечение с Е2). Лемма 2 до­
казана. 

Множества С С 5\ типа рассматриваемых в лемме 2, в дальней­
шем будем называть инвариантными. Каждое такое множество одно­
значным образом определяется некоторыми множествами Ег и Е2 из <?, 
имеющими непустое пересечение. 

Лемма 3. Любая совокупность попарно непересекающихся мно­
жеств семейства S входит в некоторое разбиение. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО (по индукции). Если совокупность состоит из од­
ного множества, то утверждение верно в силу определения а^-семейства. 

Пусть утверждение справедливо для всех совокупностей, мощность 
которых не превышает к - 1 и & — { £ ь . . . ,-£*}, Е{ Л Ej = 0 при 
i ф j , 1 ^ г, j ^ fc. Тогда для семейства 3*х — {£1? . . . , -E*-i} существует 
разбиение 3$х, 3$х Э &\, для множества £* — разбиение ЗЯ2, Ек £ 3#2. 

Обозначим через С компоненту связности семейства Зй\ U3#2, содер­
жащую Ек. В силу леммы 1 имеем Е{ П С — 0 , i = 1 , . . .& — 1. Если 
теперь рассмотреть разбиение ^ , получающееся из ^ посредством за­
мены в нем всех множеств, входящих в С, на аналогичные множества из 
«̂ 2? т о полученное разбиение будет содержать &. Лемма 3 доказана. 



К описанию одного класса задач 21 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Будем говорить, что множества Е\, Е2 семейст­
ва § образуют сцепленную пару, если в любое разбиение 2£, & С <?, 
множества Е\ и Е2 входят или не входят одновременно. 

Лемма 4. Если \&\ ^> 2 и все множества семейства <? попарно раз­
личны, то в § существуют по крайней мере два множества, образующие 
сцепленную пару. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ЕСЛИ семейство £ является разбиением, то ут­
верждение леммы тривиально. В противном случае в совокупности ин­
вариантных множеств С, порождаемых всевозможными парами мно­
жеств Е и F из <? такими, что ЕГ\Еф&жЕфЕ, выберем мини­
мальное по включению множество С0, соответствующее множествам Е0 
и FQ. МОЖНО считать, что F0\EQ ф 0. Пусть Е0 содержится в разбиении 
<Й?1? a F0 — в &2- Тогда в С0 содержится не менее двух множеств из ^ \ : 
Е0) 2?1 , . . . ,Ек, к ^ 1. Покажем, что любые два из этих множеств могут 
быть взяты в качестве Е\ и Е2, образующих сцепленную пару. Если 
это не так, то существует разбиение «^, которое содержит по меньшей 
мере одно из перечисленных множеств, но не все. Для определенности 
пусть #о € & и Е1 $ &. Тогда в 3? должно входить некоторое множест­
во F1 такое, что F1 П Е1 ф 0 и F1 ф Е1. Порождаемое множествами 
F1 и Е1 инвариантное множество С0 по лемме 3 является компонентой 
связности семейства 3&\j3$x. По этой же лемме множество Со является 
компонентой связности семейства 32\J&2, т а к ч т о и з ЕГ)С0 ф 0 следует 
Е С С0 для любого множества Е 6 Si. Так как компонента связности 
CQ семейства & U S%x является объединением всех множеств разбиения 
2%, имеющих с Е1 непустое пересечение, и Е1 С С0, то С0 С С0. При 
этом Е0 П CQ = 0, т. е. CQ С С0 \ Е0, поскольку Е0 П Е1 = 0. Последнее 
противоречит выбору С0. Лемма 4 доказана. 

Лемма 5. Есля множества Е1 и Е2 образуют сцепленную пару, 
то из F П Е1 ф 0 следует F П Е2 ф 0 для любого множества F се­
мейства §. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО (ОТ противного). Пусть F Г) Е1 ф 0 . Если 
F П Е2 — 0, то по лемме 2 существует разбиение «^, содержащее F 
и £ 2 . В то же время разбиение ё% вместе с Е2 должно содержать и Е1, 
что невозможно. Лемма 5 доказана. 

Лемма 6 (центрированность). Если {Е{ \ % — 1 , . . . , к} — совокуп-
k 

ность попарно пересекающихся множеств семейства &, то р| Е{ ф 0 . 
i= i 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО проведем методом индукции. Можно считать, 
что множества рассматриваемой совокупности попарно различны. При 
к = 2 утверждение леммы тривиально. Пусть к > 2 и при числе 
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множеств, равном к — 1, утверждение справедливо. Предположим, что 
к 
f] Ei = 0. Рассмотрим разбиения ё%{ такие, что Е{ ё ^ , г = 1 , . . . ,&. 

4 = 1 

Из сделанного допущения следует, что семейство множеств @> — \] 2%{ \ 
t = i 

{Ei | г = 1 , . . . ,&} является покрытием. В самом деле, для любого эле­
мента х из S существует номер г такой, что х $ Е{. Тогда х £ Е[ при 
некотором Е[ из ^ . Так как Е[ П Д - 0 и Д П J5jг 5̂  0 , то £t- 7̂  £/ 
при j = 1 , . . . ,fc и, следовательно, Е[ содержится в рассматриваемом 
семействе 2?. Из предположения индукции следует, что существуют 

Jb fc-l 

элементы ег € П Е{ и ек £ П Д . Пусть £{ и ££ есть такие элементы 
г = 2 t = l 

разбиений 811 и ^ соответственно, что ех £ i?{ и е* G ̂ . Очевидно, что 
Е[ ф Е1, Ек ф Ек ж любое разбиение, получаемое из покрытия ^ , будет 
содержать множества Е[ ж Е'к. Следовательно, Е[Г\ Ек — 0. С другой 
стороны, эти множества входят в одну и ту же компоненту связности 
семейства Зйх\}Мк, так как Е[ П Ек ф 0, ЕкГ\Е1 ф 0 ж ЕгГ)Ек ф 0. Тог­
да по лемме 1 имеем Е[П Ек ф 0. Полученное противоречие завершает 
доказательство леммы 6. 

Далее для доказательства необходимости условий теоремы исполь­
зуем индукцию по числу множеств семейства S. 

База индукции (\£\ = 1). 7г-сеть, представляющая §, будет состоять 
из входа 5, выхода t и одной дуги (з, /) , которая соответствует единствен­
ному множеству JEI семейства £. Каждому элементу множества S(— Ei) 
поставлен в соответствие путь, состоящий из дуги (s,£). 

Индуктивный шаг (|<?| ^ 2). В зависимости от наличия или от­
сутствия в S равных множеств достаточно рассмотреть два случая. 

СЛУЧАЙ 1. В семействе S есть равные множества Е' и Е" (в S эти 
множества имеют разные индексы, которые мы опускаем). Преобразуем 
(f, заменяя Е1 и Е" одним равным им множеством Е. Получаем се­
мейство £" с меньшим числом членов, обладающее свойствами (а), (/3). 
Согласно предположению индукции существует 7г-сеть # ' (и отображе­
ния (р и ф), представляющая семейство <?'. 

Сеть Я , представляющая семейство <f, получается из Н' следующим 
образом: дуга е сети Я ' , соответствующая множеству £*, заменяется на 
путь из двух (новых) дуг е' и е", сопоставляемых с множествами Е' 
и Е" соответственно. При этом новые пути из s в /, проходящие по 
дугам е' и е", заменяют старые пути из 5 в 2, проходящие по дуге е, 
и им соответствуют те же самые элементы множества S'. Очевидно, что 
сеть Я представляет семейство <? в принятом нами смысле. 
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СЛУЧАЙ 2. В семействе £ нет равных множеств. Тогда согласно 
лемме 4 в ^ имеются по меньшей мере два множества Е' и Е"', образу­
ющие сцепленную пару. Преобразуем £, заменяя J5' и J?77 на множество 
Е = E'UE". Полученное семейство <?' будет также обладать свойствами 
(а) и (/?). По предположению индукции семейство £' представимо не­
которой 7г-сетью Н' (с отображениями ср и ^ ) , при этом множеству £ 
соответствует некоторая дуга е. 7Г-сеть Я , представляющая семейство 
<f, получается из Я ' посредством замены дуги е на две параллельные 
дуги е' и е", сопоставляемые с множествами 2?' и Е" соответственно. 

Остается скорректировать отображение ф, которое элементам мно­
жества S ставит в соответствие (з,£)-пути в Н'. Для (5,2)-пути в Н' 
(и в if также), не содержащего дуги е, множество поставленных ему 
в соответствие элементов множества S сохраняется. Пусть (з,г)-путь т\ 
в сети Н' содержит дугу е. В сети Н ему соответствуют два пути т/ и 77", 
получаемые из ц заменой дуги е на дуги е' и е" соответственно. Коррек­
тируя отображение ф, элементам множества ф~1{т])^Е' поставим в соот­
ветствие путь г/', а элементам множества ф~1(г})С[Е" — путь т/". Так как 
Е'Г\Е" = 0 и по определению представимости ф~1(т]) С J5(= E'UE"), то 
указанные множества не пересекаются, а их объединение равно ф~1{т}). 
Остается лишь показать, что оба эти множества непусты. Для дока­
зательства этого утверждения прежде всего заметим, что ф~~1(г]) явля­
ется пересечением всех множеств из <?', соответствующих дугам пути г/. 
(В самом деле, нарушение этого равенства означало бы, что в указанном 
пересечении имеются элементы, не принадлежащие множеству ф"1(т]). 
Отсюда следовало бы существование в Н1 некоторого ($,£)-пути rj, ко­
торый отличен от 77 и содержит все дуги последнего, что для простых 
путей невозможно.) 

Рассмотрим теперь произвольное множество F из <?', соответству­
ющее некоторой дуге пути т\. Тогда F П Е ф 0 и так как множества 
Е' и Е" образуют сцепленную пару в <?, то согласно лемме 5 имеем 
ЕПЕ'ф0жЕП Е" ф 0. Следовательно, любая пара множеств в <?, 
соответствующих дугам пути т/, имеет непустое пересечение. Тогда по 
лемме 6 множество ф~1(г])Г\Е'1) являющееся пересечением всех множеств 
семейства <?, соответствующих дугам пути т/, непусто. Аналогичным 
образом устанавливается, что ф~1{г]) П Е" ф 0 . После проведения опи­
санных выше корректировок отображений ц> и ф получаем представление 
семейства £ 7г-сетью Я. Теорема 1 доказана. 

Ниже, как и прежде, под £ будем понимать некоторое семейство 
{Е{ | г Е / } , элементами которого являются непустые подмножества S 
и IJ Е{ — S. Для х из S через 1{х) обозначим множество {г £ / | х 6 Д-}. 

г 
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Лемма 7. Если £ является а/3-семейством, то для любых х,у £ S 
никакое из множеств 1{х) и 1{у) не может быть собственным подмно­
жеством другого. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В самом деле, в случае 1(х) с 1{у) при 
г е 1{у) \ 1(х) множество Д- не входит в разбиения, так как элемент 
у будет покрываться некоторым множеством Е,, j £ 1(х). Лемма 7 до-
казана. 

Для описания а-семейств введем одну операцию над семействами 
множеств, которая в случае а/?-семейств порождает а-семейства. 

Пусть х : $' ~* S, где S' — множество (возможно, пустое), не имею­
щее с S общих элементов. Рассмотрим семейство <?' = {Ei U Е[ \ г £ / } , 
где Е[ = и{х_ 1(х) | х £ Д } , и некоторое семейство £"' подмножеств 
множества S1. Семейство £ — §' U <?" будем называть Х'РасшиРением 

<§\ В случае S' = 0 естественно считать, что § — §. 
Нетрудно показать, что х~Р&сширение семейства <? будет «-семейст­

вом, если £ есть а/3-семейство. Верно в некотором смысле и обратное 
утверждение. Следующая теорема дает полное описание а-семейств. 

Теорема 2. а-семействами являются х~Р^сшиРения а(3-семейств 
и только они. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. О том, что х-р&ыпирения а/3-семейств являют­
ся а-семействами, было уже сказано выше. Докажем вторую часть ут­
верждения. 

Для этого представим а-семейство § в виде объединения §' U &х 
двух подсемейств, где £' = {Ei \ i £ / ' } , / ' С / , состоит из тех множеств 
семейства £, которые не входят в разбиения, и §х — <? \ ё1. Очевидно, 
что <?! является а/?-семейством и в случае <?' = 0 а-семейство £ есть 
тривиальное расширение а/3-семейства. 

Пусть Г ^ 0, S" = U{E{ | г £ / ' } , Sx = S \ S' и 1г = I \ / ' . Заметим, 
что любое подсемейство §" С 8\, являющееся покрытием множества S\, 
будет также и покрытием множества 5' , так как в противном случае 
семейство &" U <?', являясь покрытием множества 5, должно содержать 
разбиения и в каждом из них будет содержаться некоторое множество 
семейства <?', что невозможно в силу определения семейства <?'. 
__ Положим 1\{х) — {i £ /i | х £ Е{} для х £ S и рассмотрим семейство 
S>

z = {Е{ | i £ 11 \ 1\{х)}. Поскольку при х £ S' это семейство не 
является покрытием множества 5' , оно не является также покрытием 
множества S\. Следовательно, для любого элемента х £ 5" существует 
элемент у £ Si такой, что h(y) П (Д \ 1\(х)) — 0 или Ii(y) С h{x). 
В силу леммы 7 это влечет равенство h(y) = -TL(#). Таким образом, мы 
имеем возможность определить такое отображение х '• S' —» 5*1, что для 
любого х £ S' элемент у = х(я) удовлетворяет условию h{y) = Ii(x). Из 
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этого следует, что семейство £ является Х"Расширением а/3-семейства 
<?!. Теорема 2 доказана. 
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