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СОВЕРШЕННЫЕ КОДЫ ПОЛНОГО РАНГА 
С ЯДРАМИ БОЛЬШИХ РАЗМЕРНОСТЕЙ*) 

С В. Августинович) Ф. И. Соловьева, У. Хеден 

Построены совершенные коды всех допустимых длин п > 210 — 1 
полного ранга с ядрами всех возможных размерностей К от (п—1)/2 до 
U(n) — максимально возможной. Такие коды длины п, 31 ^ п ^ 210 — 1 
построены при каждом к £ {(п — 1)/2,... , U(n) — 2}. 

Совершенным двоичным кодом С длины п с кодовым расстоянием 3 
(далее совершенным кодом) называется такое подмножество п-мерного 
векторного пространства Еп над GT(2), что для любого вектора у £ Еп 

имеется такое единственное кодовое слово ж £ С, что d(x, у) ^ 1, где d — 
расстояние Хемминга. Совершенные двоичные коды длины п с рассто­
янием 3 существуют только при п — 2т — 1 ,т > 1. Размерность под­
пространства < С > называется рангом г = г [С) кода С. Ядром Кег(С) 
кода С называется совокупность его периодов, т. е. кодовых слов х £ С 
таких, что х + С = С. Размерность ядра обозначим через к — к(С). 

Ранги и ядра совершенных кодов исследовались в нескольких стать­
ях [1-14]. У. Хеден [8] описал совершенные коды длины 15 с ядрами 
размера 1,2,3. Т. Этцион и А. Варди [6] построили совершенные коды 
длины п ^ 15 всех допустимых рангов. В [13] доказано существова­
ние нелинейного совершенного кода длины п ^ 15 с ядром размерности 
&, к — 1, 2 , . . . , п — т — 2. В [4] для каждого п > 127 были постро­
ены несистематические совершенные коды полного ранга с тривиаль­
ной группой автоморфизмов (и, следовательно, с тривиальным ядром 
размерности 1). С. А. Малюгин [10] для каждого п > 15 построил си­
стематические совершенные коды с такими же свойствами. Т. Этцион 
и А. Варди в [7] поставили вопрос об описании совокупности допусти­
мых пар чисел (г, к), для каждой из которых существует совершенный 
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код длины п с рангом г и ядром размерности к. Там же они доказали, 
что для каждого га ^ 2 т — 1,га > 3, верхняя оценка размерности ядра 
совершенного кода длины га полного ранга равна U(n) = п — m — 6, где 
6 — наименьшее число такое, что 26 — 6 — 1 ^ т ; оценка достижима 
для каждого n ^ 210 - 1. К. Фелпсом и М. Виллануевой [14] установлены 
верхняя и нижняя оценки пар чисел (г, &), для которых существуют со­
вершенные коды длины га ^ 15 с рангом г и размерностью ядра, равной 
к. Они же доказали, что эти оценки точны (за исключением верхней 
оценки для кодов длины 15), и построили совершенные коды длины га 
с рангом г и размерностью ядра к для каждой допустимой пары (г, &), 
где к > га - 2 т , г < п. В работе [3] построены совершенные коды длины 
п > 15 для всех возможных пар (г, А;), где г < га. В [2] дана классифика­
ция кодов рангов п — т + 1 и га-га+ 2. Для га = 15 известны совершенные 
коды длины 15 с ядрами размерности А;, 1 ^ к ^ 5 [7, 8, 11]; для к ^ 7 
совершенные коды полного ранга не существуют [7,15], для к — 6 вопрос 
о существовании таких кодов остается открытым. Для г < 15 обнару­
жены совершенные коды длины 15 для всех возможных пар (г,&) [12]. 

В настоящей статье исследуются совершенные коды длины га пол­
ного ранга с ядрами размерности к ^ (га - 1)/2. С учетом известных 
результатов для кодов длин 210 - 1 и 15 полного ранга известная ите­
ративная конструкция Васильева [1] позволяет строить совершенные 
коды длины га > 210 — 1 полного ранга с ядрами размерности &, где 
к = (га—1)/2,..., /7(га), и для каждого га, 31 ^ га ^ 210 —1, — коды длины га 
полного ранга с ядрами каждой размерности к 6 {(га—1)/2,..., £/(га) —2}. 

Напомним конструкцию кодов Васильева [1]. Пусть С — произ­
вольный совершенный код длины (га — 1)/2 = 2 m _ 1 — 1,га ^ 2, Л — 
произвольная функция из С в множество {0,1}. 

Множество 
С = {(u, u + v, \u\ + A(v)) ! и б ЯС"-1)'2, v е С'} 

является совершенным кодом длины га, где |и| = их-\ h^(n~i)/2 (mod 2). 
В дальнейшем потребуется следующая 

Теорема 1 (см. [7], а также [14]). Пусть С — совершенный код 
длины п и ранга г (С) = п-тп + р с ядром размерности k(C) = га — га — <5. 
Тогда 26 - 6 - 1 ^ р. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим разложение совершенного кода С 
на классы смежности по ядру Кег(С): 

С = Кег(С) U (v1 + Ker(C)) U . . . U (vs + Кег(С)), 
где v% — лидер класса смежности Vх + Кег(С), s — |С|/ |Кег(С)| — 1. Так 
как каждый класс смежности дает самое большее одно линейно незави­
симое слово, то г(С) ^ к{С) + s. С учетом соотношений г{С) = п-т + р 
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и k(C) = n — т — 6 имеем 

2n~m 

n — m + p<n — m — 6 + г — 1. 

Следовательно, 26 — 6 — 1 ^ р. 

Теорема 2. Пусть существует совершенный код длины (п — 1)/2 
полного ранга с ядром максимальной размерности. Тогда существует 
совершенный код С длины п полного ранга с ядром размерности &(С), 
где*(С) = ( п - 1 ) / 2 , . . . , # ( п ) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть С" — совершенный код длины (п - 1)/2 
полного ранга с ядром максимальной размерности, равной U((n - l ) /2) . 
Пусть В' — база пространства < С > размерности (га — 1)/2 ж В — 
база ядра Кег(С) максимальной размерности U((n — 1)/2), В С В1. Рас­
смотрим подпространство А в ядре Кег(С') и определенный выше код 
Васильева. Будем различать три случая. 

Случай 1. О ^ \А\ < |Кег(С')|. В этом случае определим нелиней­
ную функцию Л для кода С следующим образом: \{у) = 0 тогда и только 
тогда, когда v Е А. Рассмотрим произвольное ненулевое кодовое слово 
v1 € Кег(С) \ А и произвольное кодовое слово v" Е В' \В. Так как v' 
принадлежит ядру кода С", то vf + v" £ С . По определению кода С имеем 
A(V -f v") = 1. Следовательно, 

где 0^п_1^2 — нулевое слово длины (га - 1)/2. Пусть е,- — слово длины 
(га — 1)/2 с единственной г-й единичной координатой. Нетрудно видеть, 
что следующие га кодовых слов кода С линейно независимы: 

( (ei,e t-,l), где % = 1 , . . . ,(га - 1)/2; 

[ w. 

Отсюда следует, что С — код полного ранга. 
Очевидно, что в этом случае 

Кег(С) = {(щ щ \и\) | и е Е^'1»2} + {О^" 1^ 2 , v, 0) | v € А}. 

Следовательно, 
Л(С) = ( п - 1 ) / 2 + А', (1) 

где* ' = |А|, 0 ^ к' < U((n - l) /2). 
Случай 2. \А\ = Кег(С'), где Кег(С") максимально и 2* - ё - 1 > 

log(n + 1)/2 для кода С В этом случае по теореме 1 число классов 
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смежности кода С строго больше г{С) - к{С) + 1. Следовательно, су­
ществует слово i;' G С , не принадлежащее ни одному классу смежности 
с представителями из В'. Положим X(v) = 1 тогда и только тогда, ког­
да v € v' + Кег(С"). По определению кода С имеем (0^п_1) / 2 , г;7,1) £ С 
Кодовые слова (е ье { ,1) , где г - 1 , . . . ,(п - 1)/2; (0(п-1) / 2 ,я;,0), v G В', 
и (О^11"1^2,!;', 1) кода С определяют базу < С > размерности п. Отсюда 
вытекает, что С — код полного ранга. 

Из 26 — 8 — l > log(n + l ) /2 вытекает неравенство 26 — 6 — 1 ^ log(n + l) 
для длины кода. Следовательно, по теореме 1 размерность максималь­
ного ядра произвольного совершенного кода полного ранга длины п, 
удовлетворяющей последнему неравенству, должна быть равна п — т — 6. 

Ядро кода С равно 

Кег(С) - {(и, щ \и\) | и G Е^1»2} + {О^"1^2 , v,Q)\ve Кег(С')}-

Следовательно, к(С) = (п — 1)/2 + U((n - 1)/2) = п - m - <S, т. е. ядро 
максимально. 

Случай 3. |А| = Кег(С), где Кег(С) максимально и 

26~ё- l = l o g ( n + l ) / 2 (2) 

для кода С". В этом случае по теореме 1 число классов смежности кода 
С в точности равно т{С') - к(С) + 1. Положим А(^) = 0 тогда и только 
тогда, когда v £ А', где А1 — подпространство Кег(С') размерности 
к(С') — 1. Далее рассуждения относительно ранга кода С проводим ана­
логично рассуждениям, рассматриваемым в случае 1. 

Покажем, что размерность к(С) ядра кода С максимальна. Из ра­
венства (2) имеем 26 - ё — log(n + 1), и, следовательно, для 6' = 6 + 1 
справедливо неравенство 2s — 6f — I ^ log(n+ 1). По теореме 1 это озна­
чает, что максимальное значение размерности ядра произвольного со­
вершенного кода длины п, удовлетворяющей последнему неравенству, 
равно п — тп — 81 = п — гп — 6 — 1. С другой стороны, из равенства (1) для 
кода С следует, что 

к(С) = (п - 1)/2 + (п - 1)/2 - l o g ( ^ y l ) - t f - l = n - m - « - l , 

т. е. С — код полного ранга с максимальным ядром. Теорема доказана. 
Из теоремы 2 с учетом существования совершенного кода длины 

210 — 1 с максимальным ядром и совершенного кода длины 15 с ядром 
размерности 5 получаем приведенные ниже следствия. 

Следствие 1. Существуют совершенные коды длины п > 210 - 1 
полного ранга с ядрами каждой размерности к Е {(п - 1 ) / 2 , . . . , U(n)}. 
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С л е д с т в и е 2. Существуют совершенные коды длины п, 31 ^ n ^ 
210 - 1, полного ранга с ядрами каждой размерности & £ { ( п - 1 ) / 2 , . . . , 
U(n)-2}. 

З А М Е Ч А Н И Е 1. Аналогичный подход с использованием кодов Ва­
сильева позволяет строить совершенные коды длины n, n > 15, ранга 
г ,п — га + 1 ^ г ^ п — 1, с ядром размерности А; для каждого к от 
(п— 1 ) / 2 д о максимального значения включительно [3]. 

З А М Е Ч А Н И Е 2. Интересно выяснить эквивалентность кодов полного 
ранга с максимальным ядром, полученных из теоремы 2 и следствия 1, 
и кодов с такими же свойствами из [7], а также выяснить существование 
совершенных кодов полного ранга с не указанными в следствиях 1 и 2 
размерностями ядер. 
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