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НЕИЗОМОРФНЫЕ ^-ВЕРШИННЫЕ ПОДГРАФЫ*) 

А. Д. Коршунов 

Пусть &(п) обозначает множество неориентированных графов без 
петель и кратных ребер с п помеченными вершинами, ^(гс, к) — мно­
жество таких графов из Sf (га), в каждом из которых содержатся все 
неизоморфные ^-вершинные подграфы, и к0 — к0(п) — [2(log2 n — 
log2 log2 n + log2 e)J — 1. Доказывается, что если к — к(п) >̂ &0(п) + 2, то 
lim | ^ (п ,* ) | / | ^ ( | г ) | = 0 , а е с л и * = *о(п), то lim |#(n,*) | / |Sf(n) | = l. 

п—*оо п—юо 

§ 1 . Постановка задачи и формулировка 
р е з у л ь т а т а 

Обозначим через &{п) множество неориентированных графов без пе­
тель и кратных ребер с множеством вершин V — { 1 , . . . , п}. Пусть к — 
натуральное число, 1 ^ к ^ п. Граф G из Sf (п) назовем к-универсальным, 
если в G содержатся все неизоморфные й-вершинные подграфы (иначе: 
индуцированные подграфы). Обозначим через У(п,к) множество всех 
^-универсальных графов из £f (п). 

Возникает следующий вопрос. Имеется ли такая функция к0 = к0(п), 
которая обладает свойствами: 

1) если к = к(п) J> к0(п), то lim |Sf(n,fc) | / |#(n) | = 0; 
п—+оо 

2) если к = к{п) ^ к0 — с, где с — некоторая положительная кон­
станта, то lim |S?(n,fc)|/|S?(7i)| = 1, т . е. почти все графы из G{n) явля-

п—*оо 
ются /^-универсальными. 

На сформулированный вопрос имеется положительный ответ. Он 
вытекает из следующего доказываемого ниже утверждения.**) 

*) Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда 
фундаментальных исследований (проект 99-01-00531) и Федеральной це­
левой программы «Интеграция» (объединенный проект АО-110). 

**) Формулировка чуть более слабого утверждения имеется в [2]. 

© 2001 Коршунов А. Д. 
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Теорема 1. Пусть kQ = k0(n) = L2(log2 n - log2 log2 n + log2 e)J - 1. 
Тогда при любом k ^ kQ + 2 

lim |Sf(n,*)|/|Sf(n)| = 0, 
n—+00 

а есля k удовлетворяет условию 1 <: k ^ k0, то 

lim |Sf(n,Jfe)|/|Sf(n)| = 1. 
n—*oo 

Наш интерес к этой задаче возник в связи со статьей [4], в которой 
наряду с другими задачами рассматривалась (в несколько иной поста­
новке) задача о fc-универсальных графах и был получен более слабый 
результат. 

Ясно, что если граф G является /^-универсальным, то при любом г, 
1 ^ г < fc, граф G является r-универсальным. Если же граф G из Sf (п) 
не является fc-универсальным, то при любом г, к < г ^ га, граф G не 
является r-универсальным. Следовательно, при любом &, 1 ^ к < га, 
справедливо неравенство |Sf(ra,&)| ^ |^(га,£; + 1)|. Поэтому справедли­
вость теоремы 1 вытекает из следующего утверждения. 

Теорема 2. Пусть 

kQ = k0(n) = [2(log2 га - log2 log2 га + log2 e)J - 1. (1) 

Тогда 
lim |Sf(n,fc0 + 2)|/|Sf(n)| = 0 (2) 

n—+oo 
И 

lim |^(n,fc0) | / |^(n) | = l. (3) 
n—*oo 

Соотношение (2) следует из известного факта (см., например, 
[1, теорема 2.12]): если к — к(п) — к0(п) + 2, то при га —» ос число 
графов из ^(га), в каждом из которых содержится по крайней мере один 
/с-вершинный безреберный (иначе: пустой) подграф, равно о(|^(га)|). 

Идея доказательства соотношения (3) состоит в следующем. Пусть 
Н — безреберный граф из ^(к0) и га — натуральное число, к0 < m < га. 
Обозначим через 5?(#, гп) множество графов из ^(га), в которых отсут­
ствуют подграфы, изоморфные графу Н. Для Н £ &(к0) подбирается 
такое га, что удается убедиться в справедливости неравенства 

|Sf(#,ra)| < (2,6)-2 1 o g 'n |^(m) | . (4) 

Так как 
\9(п)\ = |^(m) |2( n"^)+ ( n -m ) m 

и 
\9(Н,п)\ ^ |#(¥,m)|2("~>m)+<n-m>m, 
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то из (4) следует, что 

|^ (Я,п) |<(2 ,6) - 2 1 °й п (^(гг) | . 

Далее мы пользуемся тем фактом, что если Я ' — произвольный граф 
из <^(к0)1 то 

\&(н',п)\$\9(н',п)\. 
Следовательно, при п —> оо имеем 

J2 1^(#%)1 < (2,6)~21°62П2^°)|ЗД| = o(|Sf(n)|), 

т. е. справедливо (3). 

§ 2. Предварительные утверждения 

Введем следующие обозначения: 
G — произвольный граф из б?(п); 
V(G') — множество вершин графа G"; 
Я — произвольный граф из &{к)\ 
Ant Я — группа автоморфизмов графа Я ; 
s(G, Я) — число ^-вершинных подграфов в G, изоморфных графу Я; 
M(^n) = |4i)i £ *(с,я). 
Лемма 1. При любых п и к, 1 ^ к ^ п, справедливо равенство 

М ( Я , п ) = ^ 2 " ( 5 ) f c ! / l A u t 5 | . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть V1?...,V7W\ — fc-элементные подмно­
жества множества V — { 1 , . . . , п}. Введем предикат 

{ 1, если подграф с множеством вершин V{ в G 
изоморфен графу Я ; 

О в противном случае. 

Тогда имеем 

С) GO 
£ в(с,я)= 53 ЁР(е,я,о = Ё £ p ( G ^ ) - (5) 

Все графы, учитываемые в ^ P(G,H,i) при фиксированном г, 

можно получить следующим способом. 
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1) Каждые две вершины из У{ соединяются или не соединяются 
ребром так, чтобы получился граф, изоморфный графу Н. Имеется 
fc!/|Aut#| возможностей. 

2) Любые две другие вершины соединяются или не соединяются реб­
ром. Имеется 2UJ~U) возможностей. 

Следовательно, при фиксированном % имеем 

J2 P{G,H1i) = 2ti)-(*)k\/\AutH\. (6) 

Подставляя (6) в (5), получаем 

^ ( Я , » ) = ] ^ ( ^ 2 ( ; И 5 ) Л ! / | А п г Я | = ( ^ 2 - ( 5 ) А : ! / | А и 4 Я | . 

Лемма 1 доказана. 
Лемма 2. Пусть Н — произвольный граф из &(к0) и п достаточно 

велико. Тогда 
M(H,n) > 2 к ^ т г . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как |Aut# | ^ fc! для любого ^-вершинного 
графа Я , то из леммы 1 следует, что если Н £ &(kQ) и п —» оо, то 

М ( Я , „ ) ^ ( ; о ) г ( " . " ) ^ 2 - ( ' - ) . (7) 

В свою очередь, согласно уточненной формуле Стирлинга (см., на­
пример, [3, с. 67]) имеем 

г! <С VbTr ( ; ) Г е 1 / ( 1 2 г ) -
Поэтому при г —• оо 

r ! < 2 V F ( - ) Г . (8) 

Воспользовавшись (8), из (7) получаем, что если Н 6 ^(&0), т о 

м("'п)>шк> 2(,) = зж(^^) 
1 / en \*° 1 /21og2?2\A:o 

^ Зу/к^\к0 2loS2»-bg2iog2n-Hog2e-i; ~ З л Д Л к0 ) 
1 / log2n \к° 1 

> I J r^l ( 

З /̂А^ U o g 2 n - l o g 2 l o g 2 n / ЗлДо 
- - ^ ( l o g 2 n ) 2 1 ° ^ > - l ^ ( l o g 2 n ) 2 ' 8 . 

,2 log2 log2 n 

Следовательно, при любом достаточно большом п и любом графе Н £ 
Sf(&o)? где fc0 взято из (1), имеем M(H,n) > 2 log2 п. Лемма 2 доказана. 
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§ 3. Доказательство неравенства (4) 
для безреберного графа Н 

Идея доказательства состоит в следующем. Сначала при специ­
ально выбранном га, п/4 < га < п, показывается, что в почти каждом 
графе из &(т) нет двух пересекающихся по вершинам подграфов, изо­
морфных графу Я . Затем устанавливается, что в ^(га) имеется не бо­
лее |^(ra)|2~41og2n графов, в каждом из которых содержится не менее 
[3elog2 nj не пересекающихся по вершинам подграфов, изоморфных без­
реберному графу Я £ &(к0). Наконец, с использованием этих фактов 
устанавливается справедливость неравенства (4). 

Для безреберного графа Я £ &(kQ) обозначим через га = га(Я), 
га < тг, минимальное натуральное число такое, что выполняется нера­
венство 

М(Я,т) =(^2-C'°)>L21og^nJ. (9) 

Согласно лемме 2 такое га существует. 
Предварительно убедимся в том, что при п -> ос 

га = га(Я) > п/4 (10) 

М ( Я , т ) ~ 2 loga те. (11) 

Действительно, пользуясь (1), при любом v ^ п/4 имеем 

ev \ к° 
к0; к0\ \k0J \> Аг02С*о-1)/2 

А:о ( еп V 
^ V4fc02 ( 2 ( I°S2 " 1о&2 loS2 n+log2 е ) -3) /2 ) 

Поэтому при п —> оо справедливо неравенство (10), т. е. га —> оо при 
п -» ос. Из (9), (10) и неравенства 

М(Я, m - 1) = т~коМ(Н, га) ^ |2 log' nj 

следует (11). 
Ниже всюду будем полагать, что множеством вершин каждого графа 

из 5f(ra) является множество V1 = {1 ,2 , . . . , га}. 
Обозначим через ^ ( Я , га, г) множество графов G G Sf (га) таких, что 

в G имеются по крайней мере два А0-вершинных безреберных подграфа, 
которые пересекаются по г вершинам. 
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Лемма 3. При любом г, I ̂  r ̂  k0 — 1, и п —>оо 

№(H,m,r)\ < Щт)\^^^у-(к^(1) login. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Все графы из ^ i ( # , га, г) можно получить дваж­
ды следующим способом. 

1) В множестве У1 выбирается произвольное &0-элементное подмно­
жество Vi. Имеется (™) возможностей. 

2) В множестве Vrl\Vi выбирается (к0 — г)-элементное подмножество 
У2. Имеется (™1*°) < (*™г) возможностей. 

3) В Vi выбирается r-элементное подмножество У3. Имеется (г°) 
возможностей. 

4) Каждые две вершины из Vi и каждые две вершины из V2 U Уз 
ребрами не соединяются. 

5) Каждые две вершины из У1, которые не указаны в п. 4, соединя­
ются или не соединяются ребром. Имеется 

2(?)-2(V)+(0 = |#(m)|2-2(V)+G) 

возможностей. 
Из пп. 1-5 следует, что 

Далее, воспользовавшись (11), при п -» оо получаем 

К(Я,т, г)К ( , " r) (*0V(V)+(;)logJB|»(m)| 

«^C;)2~ ("° )+ ( : ) io s°"wm) |-
Лемма 3 доказана. 

Положим 
J f c o - l 

^(#,т) = и^(Я,т,г). (12) 
Г = 1 

Лемма 4. Яря п —» ос 

| ^ ( # , т ) | < -log8
2n|tf(m)| - o(|S?(m)|). n 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть 

/ ( r ) = (^7)i(r0)2(0 и ^ r ) = ^)//(»-+i) (*о - г)22' 



60 А. Д. Коршунов 

Так как в интервале [l,fc0 - 3] при п —> оо производная функции <р(х) 
отрицательна, то в этом интервале функция <р(х) убывает. Отсюда и из 
неравенств у>(1) > 1 и ip(kQ - 3) < 1 следует, что в интервале [l,fc0 — 2] 
функция / (г) сначала убывает, а затем возрастает. Пользуясь этим 
фактом, (12) и леммой 3, при п —> оо получаем 

+ коШН, т , *о - 2)1 < |Sf(m)| { ^ ^ 2 - ^ ) log* n 

+ m*o2-fco+1 log* n + ^ ^ 2 - ( f c
2 ° ) ^ log* n 

+ m2k3
02-2k°+3 log2

2n\. (13) 

В свою очередь, пользуясь (9) и (11), при п —» оо имеем 

—2 U ) l o g * n ~ p 2 U J l o g * n < - l o g ' n , 14 

mA:02"*o+1 log* n < n2"*0+2 log2 n < - log* n, (15) 

й - ^ 2 ( . ^ 1 о й п ~ - у * - 2 ( а ) 1 о 8 2 п 

< ^ log* n = o ( l log in) , (16) 

m 2 ^ 2 - 2 * ° + 3 l o g ^ = o ( i l o g ^ ) . (17) 

Подставляя (14)-(17) в (13), получаем утверждение леммы. Лемма 4 
доказана. 

Обозначим через %(Н, т) множество графов G из Sf(ra) таких, что 
в G имеется более [Зе log* n\ не пересекающихся по вершинам подграфов, 
изоморфных безреберному графу Н £ &(к0). 

Лемма 5. При п —> оо 
|Sf2(tf,m)|< |^(m) |2- 4 1 o g ' n . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Все графы из &2(Н,т) можно получить следу­
ющим способом. 

1) В множестве У1 выбирается г = [Selog^nJ попарно не пересека­
ющихся А;-элементных подмножеств Vi , . . . , Vr. Число способов выбора 
таких подмножеств равно 

m
u)(rku)\/((k0\Yr\)<((k0\yr\)-1 П (m-i). 
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2) Каждые две вершины из V{, 1 ^ i ^ г, ребром не соединяются. 
3) Каждые две вершины из У1, которые не принадлежат одному 

подмножеству Vf, 1 ^ i < г, соединяются или не соединяются ребром. 
Число возможностей равно 

Из пп. 1-3 следует, что при п —» ос 

|%(Я,ш) | < 2(?)-r(t
2

o)((fc0!)rr!)-1 J ] ("»-*) 
«=0 

rko-1 

= |Sf(m)|2-r(V)((fc0!)'r!)-i Д ( т - г ) 
t = 0 

< \Пш)\ ( ( ^ ) 2 " ( V ) ) r / ^ < (CM« (9) й ( П ) ) 

<|Sf(m)|(2(l + o(l))log^n) r/r! 
= |^(m)|(2(l + o ( l ) ) log^)L 3 e ^"J /L3e log>J! 
< |^(m)|(2(l + o(l))/3)L3elo^nJ < |^(m) |2- 4 1 o g ' n . 

Лемма 5 доказана. 
Обозначим через %(H,m) множество таких графов G Е $?(га), что 

максимальное число не пересекающихся по вершинам подграфов в G, 
изоморфных безреберному графу Я G ^(&0), н е больше [Selog^nJ, т. е. 
%(H,m) = &(m)\%(H,m). 

Следствие 1. Яря п —> оо 
| % ( Я , т ) | > | ^ ( m ) | ( l - 2 - 4 1 o ^ n ) . 

Обозначим через ^ 4(Я, га) множество таких графов G 6 £f(ra), что 
число ^-вершинных безреберных подграфов в G не превосходит log2 n. 
Так как определенная в (9) величина М(Н, га) является средним числом 
^-вершинных безреберных подграфов, содержащихся в графах из Sf (m), 
то, воспользовавшись (И) и леммой 4, получаем 

Следствие 2. Яря п —> оо 
|Sf4(J,m)| = o(|Sf(m)|). 

Пусть z = [Selog^nJ, rai = 2&0, т2 = т - т\, V2 = { 1 , . . . ,mi} , 
У3 = {mi + 1 , . . . , га} и Vi , . . . , Vu — фиксированные попарно не пересе­
кающиеся к0-элементные подмножества из У2, где 1 ^ u ^ z. 

Обозначим через ^ ( Я , га, У1? . . . , Уи) множество таких графов 
G Е £^(га), что в подграфе графа G с множеством вершин У3 отсут­
ствуют А:0-вершинные безреберные подграфы, а каждый подграф с мно­
жеством ^вершин V{, 1 ^ i ^ и, является безреберным. Далее обозначим 
через ^ ( Я , т 2 ) множество графов с вершинами из У3, в которых нет 
&0-вершинных безреберных подграфов. 
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Л е м м а 6. Яря п -» ос 

| ^ ( Я , г а , У ь . . . , К ) | - i ^ ( ¥ , r a 2 ) | 2 m i m 2 + ( ~ 0 4 U 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Все графы из ^ ( Я , га,Уь . . . , Уи) можно полу­
чить следующим способом. 

1) Берется произвольный граф с множеством вершин У3, не содер­
жащий &0-вершинных безреберных подграфов. Число способов выбора 
таких графов равно |^(Я,га 2 ) | . 

2) При каждом г, 1 ^ г ^ гг, берется безреберный граф с множеством 
вершин Vi. 

3) Каждые две вершины, одна из которых принадлежит множеству 
У2, а другая — множеству У3, соединяются или не соединяются ребром. 
Имеется 2Ш1Ш2 возможностей. 

4) Каждые две вершины из У2, которые одновременно не принад­
лежат одному множеству У-, 1 ^ г ^ и, соединяются или не соединя­
ются ребром. Число возможностей для назначения таких ребер равно 

Из пп. 1-4 следует утверждение леммы 6. 
Обозначим через ^*(Я,га ,У ь . . . ,Уи) множество таких графов G 

из ^ ( Я , га, У ь . . . , Уи), что в G отсутствует &0-вершинный безреберный 
подграф, отличный от подграфов с множествами вершин У ь . . . , Уи. 

Л е м м а 7. Яри любом и, log2 п ^ и ^ |_3е log2 n j , и п -+ оо 

^ ( Я , ™ , ^ , . . . , У и ) | - | ^ ( Я , т , У 1 5 . . . , У и ) | . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим через ^ 2 ( Я , га, У ь . . . , Уп) множест­
во таких графов G из ^ (Я,га , У ь . . . , У^), что в G имеется по крайней 
мере один &0-вершинный безреберный подграф с множеством вершин 
У4, где У4 С У2 и У4 ф V{ при любом г, 1 ^ г ^ w. Далее через 
5^3(Я, га,У15... ,Уи) обозначим множество таких графов G Е ^ ( Я , га, 
Уь • • • ? К)? что в G имеется по крайней мере один &0-вершинный безре­
берный подграф с множеством вершин У5, что V5P\V2 ф 0 и У5ПУ3 ф 0. 
Ясно, что 

з 
(J Sf*'(Я, т , Уь ... , К) = ПН, m,Vu..., VU)\^(H, m, V1;... , К). 
г = 2 

Очевидно, что утверждение леммы непосредственно следует из соотно­
шения 

з 
^ | ^ ( Я , ш , У 1 , . . . , К ) | = о ( | ^ ( Я , т , У 1 , . . . , К ) | ) . (18) 
t=2 
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Убедимся в справедливости этого соотношения. Сначала рассмот­
рим множество ^ 2 ( Я , т , Уь . . . , Vu). Будем различать три случая. 

1 ) B G имеется такой &0-вершинный безреберный подграф G4 с мно­
жеством вершин У4, что V4 С V2 и |~К4ПК-| ^ л/ko при любом г, 1 ^ г ^ п. 

2 ) B G имеется такой &0-вершинный безреберный подграф G4 с мно­
жеством вершин У4, что V4 С V2 и л/Щ ^ |1 / 4 Г\ V{\ ^ &0 - лДо̂  ПРИ 

некотором г, 1 ^ г ^ и. 
3) В G имеется такой &0-вершинный безреберный подграф G4 с мно­

жеством вершин У4, что V4 С V2 ж к0 - л/ко < \V4 Г\ Vi\ ^ kQ ~ I при 
некотором г, 1 ^ г ^ и. 

СЛУЧАЙ 1. Ясно, что в этом случае в графе G4 имеется более 
(*2°) •" f^oV^o] таких пар вершин, что вершины каждой такой пары 
принадлежат разным V*, 1 ^ г ^ гц а число способов выбора мно­
жества У4 меньше (L3ei°g2nJ^ Поэтому при п -> оо число графов из 
^ ( Я , т , Уь . . . , Уи), учитываемых в случае 1, не превосходит 

^ ( Я , т , У ь . . . , К ) | ( [ 6 е 1 ^ П ] ) 2 - ^ ) ^ ^ = 0 ( | ^ ( Я , ш , У ь . . . , К ) | ) . 
(19) 

СЛУЧАЙ 2. Пусть |У4П V*| = и при некотором г, 1 ^ г ^ гц где л/ко < 
о; ^ &0 — у/ко. Тогда число таких пар вершин, что одна вершина каждой 
пары принадлежит множеству V*, а другая — множеству V2\V{, равно 
и(к0 — и). Поэтому при п —> оо число графов из 5?(Я, га, Vi , . . . ,У„), 
учитываемых в случае 2, меньше 

| ^ ( Я , т , У 1 , . . . , К ) | ( [ 6 е ^ ё 2 ] ) 2 - ^ - ^ ^ = 0 ( | ^ ( Я , ш , У 1 , . . . , К ) | ) . 
(20) 

СЛУЧАЙ 3. Пусть \V4 П Vt\ = о; при некотором г, 1 ^ г ^ ?/, где 
к0 — л/ко < ш ^ к0 — 1. Тогда число таких пар вершин, что одна вершина 
каждой пары принадлежит множеству VJ-, а другая — множеству У2\К-, 
равно а;(А;о — о;). Так как число способов выбора множества V4 меньше 
величины 

то при п —> оо число графов из Sf (Я, т , Уь . . . , Уи), учитываемых в слу­
чае 3, меньше 

Y, \&(Н, m, Vu . . . , K)K6e*0 log5 n)*°-w2-w<*0-w> 

= о ( | » ( Я , т , У 1 , . . . , К ) | ) . (21) 
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Из (19)—(21) следует, что при п -> оо 

| ^ 2 (Я , m,V1,...,Vu)\ = о(\&(Н, m,Vu..., Vu)\). (22) 

Теперь рассмотрим множество ^ 3 ( Я , га, Уь . . . , Vu). Представим его 
в виде 

У3(Н, т, Vlt... , К ) = ^ 3 ( Я , m,Vu..., Vu) U «f(tf, m, К , . . . , Vu), (23) 

где ^ 3 ( Я , га, У ь . . . , Vu) есть множество таких графов G из ^ ( Я , га, 
Ух,... , Уи), что в С имеется &0-вершинный безреберный подграф G5 
с множеством вершин У5 такой, что |У5ПУ3| ^ к0/3] Щ{Е, га, Уь . . . , К ) 
есть множество остальных графов из £^3(Я, га, Уъ . . . , К ) . Сначала оце­
ним сверху мощность множества ^ 3 ( Я , га,Уь . . . , Уи). Это множество 
представим в виде 

LW3J 
^ 3 ( Я , г а , У ь . . . , К ) = [ J ^ 3 ( Я , г а , У ь . . . , У и , * ) , (24) 

5 = 1 

где ^ 3 ( Я , га, У ь . . . , К , 5) есть множество таких графов G из ^ ( Я , га, 
^i? • • • ? К)? ч т о в G имеется такой &0-вершинный безреберный подграф 
G5 с множеством вершин У5, что |У5 П У3 | = 5. Все графы из ̂ 3 ( Я , га, 
^1 5 • • • 5 К? ^) можно получить следующим способом. 

1) Берется произвольный граф G' с множеством вершин У3, не содер­
жащий &0-вершинных безреберных подграфов. Число способов выбора 
графа G' равно |^(Я,га 2 ) | . 

2) При каждом г, 1 ̂  г ̂  и, берется безреберный граф с множеством 
вершин у . 

3) В графе G1 отбирается s-вершинный безреберный подграф G" 
с множеством вершин У5. Имеется менее (™) < гая возможностей. 

4) В множестве У2 отбирается (к0 — з)-элементное подмножество 
У6. Будем различать два случая: (а) |У6 П У| = v ^ kQ/2 при любом г, 
1 ^ г ^ щ (Ь) |У6 П У-| = i; > к0/2 при некотором г, 1 ^ г ^ и. 

В случае (а) имеется менее ~(v
2) < \kQv таких пар вершин, что 

вершины каждой пары принадлежат одному У, 1 ̂  г ̂  и. В этом случае 
будем считать, что У6 можно выбирать в У2 произвольно, т. е. для 
выбора У6 имеется менее (̂ 6e

fc
lof2s ) возможностей. 

В случае (Ь) число способов выбора У6, как нетрудно видеть, не 
превосходит 
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5) Берется безреберный подграф с множеством вершин У5 U V6. 
6) При фиксированных Vs и V6 остальные ребра назначают­

ся произвольно. В случае (а) из п. 4 имеется менее 
2m1(m-m1)-5(^o-0+(m

2
1)-4'c2

0)-(fc20)+^^ возможностей. В случае (Ъ) из п. 4 
имеется менее 2mi(m~mО-^о-О+С^1)-"^0)-^*»—«) ВОЗМожностей. 

Из пп. 1-6 следует, что 

(LW2J 

I v = l 
ko — s 

+ Е u (k
k°_)(6elog3

2n)k°-<-»2-^k°-'-^ 

Пользуясь этим неравенством и (24), при п —» оо получаем 

| ^ 1
3 ( Я , т , У 1 , . . . , К ) | = 0 ( | ^ ( Я , т , У 1 , . . . , К ) | ) . (25) 

Наконец, рассмотрим множество Щ{Я, га, Уъ . . . , Vu). Согласно 
лемме 1 при любом s, 1 ^ s ^ га, среднее число s-вершинных безре­
берных подграфов в графах из £f(m) равно (™)2 ""W. Поэтому число 
графов из Sf(ra), в каждом из которых содержится не менее ra52~w та­
ких подграфов, не превосходит \£(m)\/sl. Следовательно, при любом s, 
& o / 3 < 6 ^ f c 0 - - l , B почти каждом графе из б?(т) число s-вершинных 
безреберных подграфов не превосходит ra52~W. 

Пользуясь этим фактом и повторяя рассуждения из доказательства 
соотношения (25) (с заменой гп5 на ra52~w)7 убеждаемся в том, что при 
п —>• оо 

^ ( Я . т , ^ , . . . , К ) | = о ( | ^ ( Я , т , У ь . . . , К ) | ) . (26) 
Из (18)-(26) следует справедливость леммы 7. Лемма 7 доказана. 
Пусть u = [21og2nJ, га4 = &̂о? га5 = га — га4, У4 = {1,-«- 5

т 4 } 5 
У5 = {ш4 + 1, • • • , гп} и Vu . . . , Fu — фиксированные попарно не пересе­
кающиеся &0-элементные подмножества из V4. 

Обозначим через Sf 4 ( # , га, Vb . . . , Vu) множество таких графов 
G Е ^(га), что в G имеется точно и &0-вершинных безреберных под­
графов (? ! , . . . ,GU, причем множеством вершин подграфа G,- является 
множество V1? 1 ^ г ^ w. 

Лемма 8. При п —> оо 

| ^ 4 ( Я , г а , У ь . . . , К ) | - |^ (¥ , ra-^ 0 ) |2 ( m - u f c o ^ o + ( u "°)- u ( f c 2 O ) . 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Все графы из Sf4(#, га, У ь . . . , Vu) можно полу­
чить следующим способом. 

1) Берется произвольный граф с множеством вершин У5, не содер­
жащий &0-вершинных безреберных подграфов. Число способов выбора 
такого графа равно |^(Я,га — ик0)\. 

2) При каждом г, 1 ^ г ^ и, берется безреберный граф с множеством 
вершин V{. 

3) Каждые две вершины, одна из которых принадлежит множеству 
У4, а другая — множеству F 5 , соединяются или не соединяются ребром. 
При этом не должно появиться нового &0-вершинного безреберного под­
графа. Согласно лемме 7 число возможностей для такого назначения 
ребер асимптотически равно 2m 4 m s . 

4) Каждые две вершины из У4, которые одновременно не принадле­
жат одному множеству Vi: 1 ^ г ^ и, соединяются или не соединяются 
ребром. При этом не должно появиться новых &0-вершинных безребер­
ных подграфов. Согласно лемме 7 число возможностей для такого на­
значения ребер асимптотически равно 2\ S)~u\2). 

Из пп. 1-4 следует, что 

| ^ 4 ( Я , ш , У ь . . . , К ) | ~ \<0(Н,ть)\2т*т>+&><Ы*) 

= \9(Н,т- ^ ^ - " ^ " М ^ Ь С ? ) . 
Лемма 8 доказана. 

Обозначим через ^2(Л^т}и) множество таких графов G € Sf(ra), 
что все &0-вершинные безреберные подграфы в G не пересекаются по 
вершинам и число таких подграфов равно и. 

Лемма 9. Если и = |_21og2 п\, то при п —> оо 

\<$\Е,т,ч)\~ ^ ™ У 2 ^ - ^ + ( * ^ ^ 
ul \k0J 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ЯСНО, ЧТО ЧИСЛО способов выбора и попарно не 
пересекающихся А;0-элементных подмножеств в V1 равно 

га! тико 1 {т\и 

(к0\)и(т-ик0)\и\ < (к0)\и\ ~ и! U O / " 
Отсюда и из определения множества ^ 2 ( # , га, Vi , . . . , Р^) следует, что 

| ^ 2 ( Я , т , и ) | ~ 1 ^ | ^ 2 ( Я , т , У 1 , . . . , К ) | . 

Пользуясь этим фактом и леммой 8, при п —> ос получаем 

| ^ 2 (Я , т , «)| ~ -^ (™У 2(т-"^)"*о+(и=0)-«(*0)|^(Я, т - «*0)|. 

Лемма 9 доказана. 
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Л е м м а 10. Если u = [21og2 п\, то при п —• оо 

\&(H,m-uk0)\ < ( 2 , 6 ) - 2 1 o s ' n | ^ ( m - ^ o ) | . 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Согласно лемме 9 имеем 

< 

|#(т-и*0)|2и(*3°)и! m 

Отсюда и из неравенства 

2.m/(»>y<(i+4iiV 
/ Uo/ V21og2n 

которое следует из (9) и (11), получаем 
ЩН, m - ukQ)\ < \У{т - dfe0)|(l + o(l))" 

tt! 

(21og^n)« 

= \9(m - uk0)\(l + o{l))ue-u < ( 2 , 6 ) - 2 I o g " n | ^ ( m - uk0)\. 
Лемма 10 доказана. 

Из леммы 10 следует справедливость неравенства (4). 
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