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Установлено, что классы арифметических словарных предикатов 
и рудиментарных предикатов можно определить через предикаты 
«х есть начало у» и «х есть конец ?/» с использованием только по­
зитивных логических операций дизъюнкции и конъюнкции. 

При определении различных классов словарных предикатов ключе­
вую роль играет предикат сцепления или конкатенации ху — z (слово z 
есть результат приписывания справа слова у к слову х). Из [5] следует, 
что класс А арифметических предикатов в алфавите £, содержащем не 
менее двух букв, может быть определен как наименьший класс словар­
ных предикатов в алфавите S, который содержит предикат конкатена­
ции и замкнут относительно операций логики высказываний, навешива­
ния кванторов существования и общности, перестановки и отождествле­
ния переменных и подстановки словарных констант (см. также [2]). Су­
щественно более узкий класс R рудиментарных предикатов, предложен­
ный Р. Смальяном [4], определяется аналогичным образом. Однако при 
этом рассматриваются лишь ограниченные кванторы. 

Предикат конкатенации ху = z, по существу, содержит в себе три 
предиката: слово х есть начало слова z, слово у есть конец слова z 
и сумма длин слов х и у равна длине слова z. Возникает вопрос: какова 
роль каждого из этих предикатов в определении классов А и R? 

Доказываемые ниже теоремы 1 и 2 свидетельствуют о том, что трех­
местный предикат конкатенации в определениях классов А и R можно 
заменить двуместными предикатами В(х,у) (х есть начало у) и Е(х,у) 
(х есть конец у). Более того, из операций логики высказываний можно 
ограничиться лишь позитивными операциями дизъюнкции и конъюнк­
ции. 

*) Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда 
фундаментальных исследований (проект 00-01-00351). 
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В качестве исходного алфавита £ рассматриваем алфавит {1,2}. 
Под словом в алфавите Е понимаем непустое слово в этом алфавите. 
Предикаты В(х^у) и Е(х,у) считаем истинными при х — у. 

Через ВЕА обозначаем наименьший класс словарных предикатов 
в алфавите £, который содержит предикаты 

В(х, у), Е(х, у), ха^у, ах = у (а <Е Е) 

и замкнут относительно операций дизъюнкции и конъюнкции, навеши­
вания кванторов существования и общности, перестановки и отож­
дествления переменных. 

Теорема 1. Классы А и ВЕА совпадают. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Включение ВЕА С А очевидно. Согласно опре­

делению класса А для доказательства обратного включения достаточно 
установить, что класс ВЕА содержит предикат конкатенации, замкнут 
относительно логической операции отрицания и относительно подста­
новки констант. 

Начнем с подстановки констант. Пусть 
1(ж) =(ж есть слово в алфавите {1}), 
2(ж) =(х есть слово в алфавите {2}). 

Имеем 
1(х) = (Зу)((х1 = у)Ь(1х = у)). 

Таким образом, предикат 1(х) входит в класс ВЕА. Аналогично дока­
зываем, что в ВЕА входит предикат 2{х). 

Пусть 
С(х,у) =(слово х входит в слово у) 

(предикат С(х,у) считаем истинным при х = у). Имеем 

C(x,y) = (3z)(B(z,y)kE(x,z)). 

Таким образом, С € ВЕА (в дальнейшем подобные факты особо не от­
мечаем). Далее получаем 

(х = у) = В(х,у)ЬВ(у,х), 
(х = 1) = 1(х) & (\fy)(3z)(2(z) & (С(х, у)У{у = г))). 

Аналогичную формулу строим для предиката х = 2. Если теперь 
Ъ — слово в алфавите £ и предикат х — b уже определен, то 

(х = Ы) = (Зу)({у = Ь)Ь(У1 = х)). 

Аналогичная формула справедлива для предиката х — 62. 
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Итак, для любого слова b классу ВЕА принадлежит предикат х — Ь. 
С помощью этих предикатов доказываем замкнутость класса ВЕА отно­
сительно подстановки констант. Именно, если Р(ж 1 ? . . . , хп) — предикат 
класса ВЕА и 6 — слово в алфавите £, то 

Р(хи... , хп_и Ь) = (Зу)((у = 6) к Р(хи . . . , £„_!, |/)). 

Перейдем к доказательству замкнутости класса ВЕА относительно 
операции отрицания. Пусть 

Вр(х,у) =(слово х есть собственное начало слова у). 
Имеем 

Вр(х, у) = (3z)(B(z, у) k ((xl = *) V (x2 = *))). 

Далее проверяем, что 

-*В(х,у) = £р(у, ж) V 5 (1 , х) к 5(2, у) V 5(2, х) к 5 ( 1 , у) 
V (3z)(3v)(3w)((zl = v)k (z2 = w)k (B(v, x) 

kB(w,y)yB(w,x)kB(v,y))), 

(хфу)~Вр(х,у)У -пВ(х,у), 

(xl ф у) = (у = 1) V £(2, у) V (3z)((zl = у) & (s ,* *)). 

Аналогичным образом доказываем принадлежность классу ВЕА 
предикатов -*Е(х,у), х2 ф у и ах ф у, где а 6 S. Отсюда вытекает, 
что класс ВЕА замкнут относительно операции отрицания. 

Оставшуюся часть доказательства теоремы 1 посвятим построению 
в классе ВЕА предиката конкатенации. 

Пусть \х\ обозначает длину слова х. Если 1 ^ г ^ |ж|, то через (за­
будем обозначать начало слова х длины г. 

Чтобы убедиться в справедливости равенства ху = г, достаточно 
выбрать такое натуральное число &, что слово 1к не входит в слово яу, 
образовать слово и вида 

21fc2(y)121fc+12a:(y)121fc2(y)221*+12a:(y)221A:2.. .21*2(у)ы21*+12г(у)ы21*2 
(1) 

и проверить, что слово z совпадает со словом, заключенным в слове и 
между последними двумя полсловами 21*+12 и 21*2 (это слово, разуме­
ется, есть ху). Поскольку конкатенацию ху мы пока образовать не мо­
жем, вместо невхождения слова 1к в слово ху будем проверять невхожде­
ние слова 1* в слово z (как мы увидим далее, это не приведет к возник­
новению коллизий, поскольку в слове и нас будут интересовать исклю­
чительно подслова, которые расположены между словами 21*2, 21*+12 
и не содержат подслов 1*). 
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Введем обозначения: 
с = 1 * , d=lk+\ сх = 2с2, dx = 2d2. 

Слова Ci,di назовем разделителями. Формула класса ВЕА, выражаю­
щая предикат ху = г, будет иметь вид (Эгг)(Зс)Ф(ж,у,2:,?/,с), где пере­
менная с в формуле Ф(ж, 2f, z, щ с) выделяется коиъюнктивно предикатом 
1 ( C ) & - I C ( C , / ) . 

Ниже формулируется ряд требований к слову гг, которые в сово­
купности обеспечивают слову и вид (1). Каждое требование будет вы­
ражаться предикатом из класса ВЕА, который коиъюнктивно войдет 
в формулу Ф. 

Первое требование состоит в том, что слово и не содержит подслов 
вида 1', где I > к + 1. Это требование выражается формулой 

-.(3v)(3u;)((cl = v) к {vl = w) к C{w, и)). 
Прежде чем формулировать остальные требования, в классе ВЕА 

определим предикаты Z?i(c, s,£), D2(c, s,^x,£2), D3{c,s,ti,t2,t3), ко­
торые выделяют соответственно слова s вида с2/2с, c2£12d2£22c, 
c2ti2c?2t22c2t32c, где слова t,ti,t2,t3 не содержат слова с. Имеем 

£>х(с, 5, t) = (Э^)(Зг;2)(Уш)(5(с, 5) & £(с , 5) & ^С{с, t) 
к {12 = Vl) & (2v! = v2) к C(v2,s) к {С{уз, з) к C{v2,w) 

=> {w = v2W B{l,w)\/ E{l,w))) 
(в этой формуле v2 ~ 2t2 и w — слово, «промежуточное» между словами 
v2 и s). 

Предикат D2{c,s,tx,t2) строим с использованием предиката Dx: 
D2(c,s,tut2) = ( 3 5 1 ) ( 3 5 2 ) ( 3 5 з ) ( 3 ^ ) ^ ) ^ ) ( А ( С , 5 1 , ^ ) 

& (5l12 = s2) к Вр{зъ s3) к {s32 = 54) & 5(54 ,5) 
& {{B{s2, v) к B{v, s3) => -»Я(с, и)) & (5(б4, w) к B{w, s) 

^{w = s4V E(l,w))) к (355)(-Di(c,55,t2) & £(s6 ,s))-
Чтобы облегчить понимание этой формулы, отметим, что содержатель­
но si = с2^2с, s2 = c2ti2d2, s3 = c2t12d2t2, s4 = c2tx2d2t22, v — слово, 
промежуточное между словами s2 и 53, w — слово, промежуточное между 
словами 54 и s. Кроме того, формула 5x12 = s2 есть сокращение для 
формулы (Зг)((зх1 = г) к {r2 = s2)). 

По аналогии с предикатом -D2(c,5,<i,t2) определяем предикат 
£3(с,Мь*23*з): 

23з(с,«,<ь<2,<з) = (35i)(332)(353)(354)(Vt;)(Vii;)(D2(c,3bt1,*2) 
& (5x2 - 52) & 5 р ( 5 2 , 53) & {S32 = 54) & 5 ( 5 4 , *) 

& (5(52 , v) & J9(v, s3) => -,Е{с, v)) к (J3(s4, w) к B{w, s) 
^{w = s4V E(l,w))) к (35б)(А(с,5б,«2) & E(sB,s)). 
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Теперь потребуем, чтобы разделители с1? rfx в слове и чередовались: 

(Vs)(Vi)(A(c, 5, t) k C(s, и) => (C(2sl2, и) V C(21$2, и)). 

Далее потребуем, чтобы началом слова и было слово 2c2(y)i2d2x(y)12c2^ 
а концом — слово 2c2y2d2z2c2: 

(3s)(3t1)(3t2)(D2(c,s,tut2) k B(2s2,u) 
k (5 (1 , y) k (h = 1) k (xl = t2) V 5(2,2/) & (*! = 2) & (ж2 = <2)) 

&(35)(D2(c,6,y,2r)&i7(252,u)). 

Следующее наше условие состоит в том, что для всякого слова вида 
Citdi, входящего в и, где t не содержит слова с, слово £ является началом 
слова у: 

(Vs)(Vt)(I>i(c, ^, *) & C(2sl2, u) => 5( t , у)). 
Потребуем, чтобы для любого слова вида c2t1d1t2cJ входящего в м, 

где слова /i,£2 не содержат слова с, началом слова t2 являлось слово ж, 
а концом — слово £х: 

(V3)(VZ1)(Vt2)(2?2(c,5,t1,t2)&C(5,«)=>B(x,<2)&£(«1,i2)). 

Теперь запишем требование, чтобы для всякого слова вида 
c2tidit2Cit32c, входящего в гг, где слова ti,t2,t3 не содержат слово с, для 
некоторого а из £ выполнялось соотношение t±a — t3: 

(V5)(V^1)(V^)(V^)(^3(c,6,/1^2,/3)&C(^t/) => (^1 = t3 Vtx2 - t3)). 

Наконец, аналогичным образом добиваемся выполнения условия: 
если в слово и входит слово вида c2t1c1t2dit32c, где слова £i,22,£3 не 
содержат слово с, то txa — t3. 

Как видно из представления (1), перечисленные выше требования 
обеспечивают совпадение структуры слова и со структурой предста­
вления (1) и тем самым приводят к выполнению соотношения ху = z. 
Теорема 1 доказана. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Приведенное выше доказательство теоремы 1 позво­
ляет обосновать также несколько утверждений, близких к теореме 1. 
Так, при определении класса ВЕА предикаты ха = у, ах = у можно 
эквивалентным образом заменить одним предикатом |ж| + 1 = \у\. Дру­
гой вариант теоремы 1 получится, если в определении класса ВЕА ис­
ключить предикаты ха — у, ах = у и разрешить использовать любые 
операции логики высказываний. Это вытекает из следующей эквива­
лентности: 

(ха = у) = В{х, у) к Е(а, у) к {х фу) к (Vz)(5(*, у) к В{х, у) 
=>> (z = х V z - у)). 
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Перейдем к исследованию класса R рудиментарных предикатов. 
Класс R определяется как наименьший класс словарных предикатов 
в алфавите Е, который содержит предикаты равенства х — у, конка­
тенации ху = z и замкнут относительно операций логики высказыва­
ний, перестановки и отождествления переменных, подстановки констант 
и навешивания ограниченных кванторов (Зх)х^у и (Ух)х^у [4]. При этом 
отношение х ^ у между словами в алфавите Е определяется следую­
щим образом. Всякому непустому слову акак_г.. .а1? составленному из 
символов 1 и 2, ставится в соответствие натуральное число 

Ел-2'"1-
Отношение между этими числами переносится на соответствующие 
слова в алфавите Е. 

Обозначим через B E R наименьший класс словарных предикатов 
в алфавите Е, который содержит предикаты Б(ж,у), Е{х,у) и замкнут 
относительно операций дизъюнкции и конъюнкции, перестановки и отож­
дествления переменных, подстановки констант, а также навешивания 
ограниченных кванторов (Зх)х^у и (Ух)х^у. 

Теорема 2. Классы R и BER совпадают. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Включение BER С R следует из соотношения 

В(х,у) = (ж = у) V (3z)2^y{xz = у) 

и аналогичного соотношения для предиката Е(х,у). Установим обрат­
ное включение. Имеем 

(х^у) = (3z)z^y(x = z), 
C{x,y) = {3z)^y(B{z,y)kE(x,z)), 

l(x) = (Vy)y<e(C(2,y)VB(y,x)) 

(выразимость предиката равенства через предикаты В и Е установлена 
при доказательстве теоремы 1). 

Пусть 
(l^l1 < \у\х) =(х,у — слова в алфавите {1} и \х\ < |у|), 

(l^l1 + 1 = М1) =(ж, У — слова в алфавите {1} и \х\ + 1 = |у|). 
Тогда 

( И 1 < Ы1) = l ( i ) к 1(у) к (Зг) ,^(Д(2 , г) к В{х, г)), 
( И 1 + 1 = IJ/I1) = ([х]1 < [у]1) к (Vz),<B(C(2, z)Vz = yV B(z, x)). 
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Далее имеем 

( И = \у\) = (Bz)z^(yv)v^w)w^v(l(z) k(z^y) 
k (C(2,v) V B(v,z)) k (C(2,w) V B(w,z))), 

(\x\ < \y\) = (Bz)g<K(3vU,((\z\ = \x\) k (\v\ = \y\) k ( И 1 < M1)), 

(\x\ + 1 = |y|) = (3zUx(3vUy((\z\ =\x\)k (\v\ = \y\) k (\z\l + 1 = \v\% 

Bp(x,y) = B(x,y)k(\x\<\y\). 

Если a £ S, то 

(so = 2/) = 5 (z , y) & E{a, y) k (\x\ + 1 = \y\). 

Теперь имеем 

-,В(х, у) = Вр(у, х) V 5 ( 1 , х) к 5(2, у) V 5(2, х) & 5 ( 1 , у) 
V (3^)z<s(3v)w<r(3u>) 

V (z2 = г) & (zl = w)) & B(v, ж) & B(w, y)). 

Аналогично рассматривается предикат -*Е(х,у). Таким образом, класс 
B E R замкнут относительно операции отрицания. 

Пусть 
С2(х) ^(слово х имеет вид l m 21 n , где т,п^ 1), 
В^х(хтУ) —(х е с т ь максимальное начало слова у, являющееся сло­

вом в алфавите {1}). 
Имеем 

С2(х) = Е(1,х)к (3y)y^(3z)^x(Vv)^x(l(y) к (у2 = z) к B(z,x) 
k(B(v,x)kBp(zlV)=> E(l,v))), 

Blnfrv) = 1(з) & В(х, у) к (4zUy(l(z) к B(z, у) => B(z, x)). 

Аналогично определяем предикат Е^ах(х,у). Далее получаем 

(\х\ + \у\ = \z\) = (x = lVx = 2)k (\y\ + 1 = \z\) V (у = 1 V у = 2) 
к (\х\ + 1 = \z\) V (3 5 ) , < z (3*)^(3^<*(C 2 ( t ; ) к Bl

max(s, v) к El
max(t, v) 

к (И + 1 = И) & (|t| + 1 = Ы) & (И + 1 = |г|). 

Доказательство теоремы 2 завершает эквивалентность 

(ху = z) = B(x, z) к Е(у, z) к (\х\ + \у\ = |*|). 
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